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Wu’s Methode

Sei K|xy,...,x,] der Polynomring in n Verdnderlichen mit Koeffizienten im
Korper K. Im folgenden sei eine Ordnung wie folgt gegeben:

T < Tog < - < Ty

1. Definition

Sei f € K[zy,...,z,). Eine Variable z; nennt man effektiv prasent in f, falls
es ein Monom in f gibt, das eine echt positive Potenz von x; enthalt.

Fir 1 < j < nist der Grad von f bzgl. x; (Kurzschreibweise: deg,,(f))
definiert als der maximale Potenz der Variablen x;, der in f auftritt.

Der Grad von f wird definiert als

deg(f) := Zdeng(f)-

Die Klasse und den Klassengrad von f definiert man wie folgt:

1. Falls keine Variable z; effektiv présent in f ist, so setzt man class(f) =
0 und cdeg(f) = 0.

2. Falls z; effektiv prisent in f ist, aber kein x; > z; (also f € K[zq,...,x;]\
Ky, ..., x;1]), dann ist class(f) = j und cdeg(f) = deg.,(f).

2. Definition

Seien fi, fo € Klx1,...,x,]. Man sagt, f; hat einen kleineren Rang als fo
(f1 < f2), falls

1. class(f1) < class(fa) oder

2. class(f1) = class(fz) und cdeg(f1) < cdeg(f2).

Bemerkung

Hierbei handelt es sich nur um eine Halbordnung, da nicht alle Polynome
aus K[xy,...,x,] bzgl. dieser Ordnung verglichen werden kénnen.

Wenn fir fi, fo € Klzy,...,x,] gilt: class(f1) = class(fz) und cdeg(f;) =
cdeg(fa), so haben f; und fo den gleichen Rang, f1 ~ fo.



Ein Polynom f € Klzy,...,z,] mit class(f) = j und cdeg(f) = d kann
man in folgender Form schreiben:

f = Id(l’l, e ,LL’j_l)LL’? + [d—l(xh e ,S(Zj_l)l’;-l_l + -+ [0(1’1, . ,LL’j_l)

wobei
Il(l'l, C ,ZL'j_l) € K[l’l, S ,xj_l],‘v’O <[l <d.

3. Definition

Sei f € Klzy,...,x,) mit class(f) = j und cdeg(f) = d. Sein Pseudo-
Koeffizient pc(f) ist definiert als das Polynom I,4(z1, ..., x;_1) aus der obigen
Gleichung.

4. Lemma (Pseudo-Divisions-Lemma)

Seien f,g € Klz1,...,x,] mit class(f) = j und cdeg(f) = m. Dann existie-
ren zwei Polynome ¢ und r und eine ganze Zahl «, so dass:

pe(f)*g=qf +r

mit deg,, (1) < deg,,(f) und o < deg,,(g) —dege,(f)+1. Wenn « die kleinste
positive Zahl ist, fiir die die Gleichung erfiillt ist, so sind ¢ und r eindeutig. In
diesem Fall nennen wir r den Pseudo-Rest von g bzgl. f, (Kurzschreibweise:
prem(g, f)). Ein Polynom g ist reduziert bzgl. f, wenn prem(g, f) = g.

Bewelis:

Es sei deg,,(g) = k, und lc(h, z;) bezeichne den Leitkoeffizienten des Poly-
noms h in der Variable z;.

Wir schreiben ¢ in der Form: g = Akx? + -+ Az + Ay,

mit Al S K[Il, ey L1, Ty 1y e ,xn].



Pseudo-Divisions-Algorithmus:

INPUT: ¢, f
OUTPUT: q,r

r:=g;q:=0
WHILE r # 0 AND deg,,(r) > deg.,(f) DO
dega; (r)—m
a:= pe(f)g +le(r.a;)z;”

r = pe(f)r —le(r, :L’j)fx;-leng (r)=m
Korrektheit: Einsetzen in die Gleichung pc(f)*g = qf + .

Terminieren: deg,,(r) wird in jedem Schritt herabgesetzt und ist demnach
irgendwann kleiner als deg,, (f). O

Beispiel

g=2’y*—y, [ =2y -2

q =13 %0+ 2%y = 2%y

r=a3g — 2’ fy = 2Py* — 23y — 25y + 222y = (227 — %)y
g2 = 3¢ + (227 — 23) = 20y + 222 — 23

ry = 23— (222 —23) f = 23 (222 —23 )y — (222 —23) 23y +2(22° —23) = 42?223

5. Definition

Eine Folge von Polynomen F' = (f1,..., f,) € K|z, ..., z,| bezeichnet man
als aufsteigende Kette, falls

1. r =1 und f; ist nicht das Null-Polynom oder
2. r>1und 0 < class(f1) < class(fz) < --- < class(f,) < n, und jedes

fi ist redzuiert bzgl. der vorangegangenen f; (1 < j <1).

Bemerkung

Jede aufsteigende Kette ist endlich und hat hochstens n Elemente.

6. Definition

Seien F' = (f1,..., f),G = (q1,...,9s) zwel aufsteigende Ketten in Kz, ..., z,].
F hat einen kleineren Rang als G, wenn:



1. 3 Index ¢ < min(r,s):
V1i<j<ifj~gjund f; < g

2.r>sundV1<j<s: fj~g;j.

Bemerkung

Auch diese Ordnung ist nur eine Halbordnung. Gilt: r = sund V1 < j < s:
fj ~ g;, so haben F' und G den gleichen Rang, F' ~ G.

7. Definition

Sei [ ein Ideal in K[zy,...,2,]. Sei S; = {F = (fi,...,f;) : F ist eine
aufsteigende Kette und f; € I,1 <i <r}.

Ein minimales Element in S; wird als charakteristische Menge des Ideals I
bezeichnet.

8. Lemma (Verallgemeinertes Pseudo-Divisons-Lemma)

Sei F'= (f1,..., fr) C K[z1,...,x,] eine aufsteigende Kette und g € Kz1,...,x,].
Dann existiert eine Folge von Polynomen (Pseudo-Rest-Folge) go, g1, - .., 9, =
g, so dass fiir 1 < i < r gilt:

g o pe(fi)™9i = ¢ fi + i1,

wobei g;_1 reduziert ist bzgl. f;, und «; ist die kleinste positive ganze Zahl,
die die Gleichung erfiillt. Aulerdem ist g;_; reduziert bzgl. f;, fir1, ..., fr
Es gilt:

pe(f) pe(fr-)™ o pe(fi)™ g = Y aifi + go.
i=1
Das Polynom gy wird als verallgemeinerter Pseudo-Rest von g bzgl. F' be-

zeichnet, (Kurzschreibweise: prem(g, F)). go ist eindeutig. Man sagt, ein Po-
lynom g ist reduziert bzgl. einer aufsteigenden Kette F', wenn gilt: prem(g, F') =

g.

9. Proposition

Sei I ein Ideal in K[z, ..., z,]. Dann ist die aufsteigende Kette F' = (fy,..., f.) C
K[zq,...,x,] genau dann eine charakteristische Menge, wenn

Vg e l: prem(g,F)=0.



Bewelis:
y = i g < I> go :prem(g,F) 7&0
go € I, da go = pe(fr)*pe(froa)® .. pe(fi1)*g — Zl ¢ fi

1. class(go) =0=1€ I = 1= K[xy,...,z, = die aufsteigende Kette
F':=(1,zq,...,x,) ist eine charakteristische Menge von I.
= F ist nicht minimal.

2. class(go) = j > 0, cdeg(go) = d.
= go = Id([lfl, R ,Z’j_l)llj';l + -+ [0(1’1, - ,le'j_l)

(a) 3fx € F: class(fr) = j = cdeg(fr) > d = die aufsteigende Kette
F':=(f1, ..., fx—1,90, fxx1,- - -, fr) ist auch eine charakteristische
Menge von I, und F’' < F = F ist nicht minimal.

(b) /H.fk € F: ClaSS(fk) = ] Setze F' := (f1>' : 'aflagOafl-‘rla e '>.f7“)
mit class(f;) < class(go) < class(fi+1). F' ist auch eine charakte-

ristische Menge von I, und F’ < F' = F ist nicht minimal.

77<:”: FZ(flv”’ufT)ugel
class(g) = j = 3fx € F : class(fx) = j, sonst ist keine Reduktion auf 0

moglich.
cdeg(g) = d = cdeg(fi) < d, sonst ist keine Reduktion moglich.
= F ist minimal. 0J

10. Proposition

Sei I ein Ideal in K[xy,...,z,] mit einer charakteristischen Menge F' =
(fi,..., fr). Dann gilt:

Bewelis:

1 2oV (PN (U Vet € V)
Vgel gilt_prem(g,F) =0, dh. 3¢1,...,¢- € Klxq,...,2,] mit
pe(fr)rpe(fro)®t . pe(f1)™g = ; i fi



Sei = (o) € VIEN (V) ).
Dann ist (pe(f,)* pe(fro1)® .. pe(f1)*)(y) # 0

(é aifi)(y)
N U AT (A SO AR
da fy)=0VL<i<r.

2. 2z V(I) CV(F)
FCI= V() CV(F). O

11. Satz (Ritt’s Prinzip)

Sei F' = {f1,...,[s} € Klz1,...,x,] eine endliche, nicht-leere Menge von
Polynomen und I = (F) das von F erzeugte Ideal. Mithilfe des Wu-Ritt-
Prozesses erhilt man eine aufsteigende Kette G, so dass gilt:

1. G besteht aus einem Polynom g € K N1, oder

2. G=(g1,---,9-) mit class(g1) > 0 und
GeIVI<i<r,
prem(f;,G) =0Vl <j <s.

Eine solche aufsteigende Kette G nennt man eine erweiterte charakteristische
Menge von 1.

Der Wu-Ritt-Algorithmus

INPUT: F = {fi,....f} C Klz1, ..., 2]
OUTPUT: G, eine erweiterte charakteristische Menge von I = (F).

G=0,R:=0
REPEAT
F=FUR,FF.=F,R=9;,G:=0
WHILE F' # @ DO
Wihle ein Polynom f € F’ mit minimalem Rang.

F':=F'\{g: class(g) = class(f)}

G:=GU{f}
END
FORALL f € F\G DO
r:=prem(f,G)



IF r=#£0
THEN R := RU {r}
END
UNTIL R=©
RETURN G

12. Proposition

Sei I ein Ideal mit einer erweiterten charakteristischen Menge G' = (g1, . . .

Dann gilt:
V(G)\ <U V(m(%))) C V() CV(G).
Beispiel
F={fh=a*—azfo=ay fs=y*+2° -1}
G=0, R=0
G ={f, f2}

prem(fs, G) =7
m=afs—yfo=ay+2* —x—axyt=2%—2
7"2:7’1—f1:l'3—£(7—$3+l’:0

Return: G = {fi, fo}.
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