Aufgabe 55:
Fiir eine abelsche Gruppe G und eine Primzahl p heifit die Untergruppe

T»(G) = {g € G | ordg(g) = p" fur ein n € No}

von G die p-Torsionsgruppe von G.
Sei nun G eine abelsche Gruppe der Ordnung plfl .- p¥ mit paarweise verschiedenen
Primzahlen pq,...,p, und Zahlen kq, ...,k € N. Zeigen Sie:

a) Es gilt G =T, (G) x--- x T, (G).
b) Fiuri=1,...,r ist T}, (G) die einzige p;-Sylowuntergruppe von G.

Beweis. Um a) zu zeigen, betrachte die Abbildung ¢ : 1), (G) x --- T, (G) — G
definiert durch (g1,...,9:) — g1 - g-. Da G abelsch ist, ist ¢ ein Homomorphismus von
Gruppen. Fiir den Beweis der Injektivitit von ¢ sei (g1,...,9r) € Tp, (G) x -+ Tp (G)
mit g1 - - g = 1. Dann gilt fiir ¢ = 1, ..., r die Gleichung g;l =g1- Gi-19i+1 - - gr und

— l; 1 li—1 1; ”
ordg(g; ") = orda(gi) = p;' bzw. orda(g1---gim1gis1---9r) = Py - P DT - Y
fir gewisse Iy,...,l. € Ng. Es folgt I = --- = [, = 1 wegen pq,...,p, paarweise

verschieden, also g; = 1. Erhalte insgesamt (g1,...,¢9) = (1,...,1).

Li—1 liya

l I
Surjektivitdt von ¢: Sei g € G mit ordg(g) = plf --plr und sei g; = gpll'“pifl Pigy pr
fir i = 1,...,7 mit ordg(g;) = pil Da p1,...,p, paarweise verschiedene Primzahlen
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sind, ist ggT(plQ2 coeplroL ,pll1 ---p, 1) =1, d.h. es existieren Zahlen sy, ..., s, € Z mit
1= 5110122 coeplr 4 srplf - -plfjll. Nun ist (g7*,...,9;") ein Element von T), (G) x
- Ty, (G) mit
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51p22"'p'r7 +"‘+3'rp11"'p7~,1 — gl =g.

plor's - 97) =gr - g7) =g
Aus a) folgt auch b), denn wegen der Kommutativitit von G existiert zu jedem
i € {1,...,r} genau eine p;-Sylowuntergruppe von G, da diese zueinander konjugiert
sind. Dabei ist die einzige p;-Sylowuntergruppe von G offensichtlich eine Teilmenge von
Tp.(G), d.h. |T,,,(G)| > p¥. Andererseits gilt nach a) wegen T}, (G) N Ty, (G) = {1} fiir
' # ] k k
Tp: (G) X -+ T (G)| = | T, (G)] -+ [T, (G)] = |G| = py* - i
also | T,,(G)] = py. O



