Aufgabe 62:
Sei L der Zerfillungskorper von 2 — 3 € Q[x] iiber Q. Bestimme alle Zwischenkérper
der Koérpererweiterung L/Q und alle Untergruppen der Galoisgruppe G(L/K).

Die Nullstellen des Polynoms f in L sind v/3, —v/3, iv/3 und —iv/3. Damit ist f
separabel iiber Q und L = Q(4, v/3) der Zerfillungskorper eines separablen Polynoms.
Also ist die Korpererweiterung L/Q Galoissch und nach 12.32 gilt

Gal(L/Q)| = [L: Q] = [Q(i, V3) : Q(V3)] - [Q(V3) : Q] =2-4=38.

Offensichtlich sind die Abbildungen 7 und ¢ mit 7(i) = —i, T|Q(<1/§) = id|Q(<1/§) bzw.
o(i) =i, o(v/3) = iv/3 Elemente von Gal(L/Q) und es ergibt sich

Gal(L/Q) = {id,0,0% 03, 7,07,0°T,037} = Dj.

Als Untergruppen der D, erhalten wir

Uy = {id} Uy = {id,0?} Us = {id, T} Us = {id,oT}
Uy = {id, 0?1} Us = {id, o7} Us = (o) U = {id, 7,02, o%1}
Us = {id,0?, 07,037} Uy = Gal(L/Q)

und die zugehorigen Fixkorper L; = Fixy, (L) mit

Lo=1L L1 = Q(i,V3) Ly = Q(V/3) L3 = Q(V3+iV/3)
Li=Q@v3) Ls=Q(1-9)V3) Ls=Q() Lr = Q(V3)
Ly =Q(iV3) Ly=Q



Aufgabe 63:

Sei K ein Korper und f € K[z|\K ein Polynom. Ist L der Zerfillungskérper von f
iiber K, so heiit Gal(f : K) = Gal(L/K) die Galoisgruppe von f iiber K. Sei nun f
irreduzibel iiber K. Zeigen Sie:

a) Enthilt K alle n-ten Einheitswurzeln fiir n > 2 und ist f(z) = 2™ — a fiir ein
a € K, sogilt Gal(f : K) = Z/n’Z.

b) Ist p = deg(f) eine Primzahl und enthéilt G(f : K) ein Element der Ordnung p
sowie eine Transposition, so gilt Gal(f : K) = .5),.

c¢) Seip prim und f € Qx| mit deg(f) = p. Hat f genau zwei nicht-reelle Nullstellen
in C, so gilt Gal(f : Q) = S),.

d) Ist f € Q[z] mit abelscher Galoisgruppe Gal(f : @), so ist Gal(f : Q) eine
Gruppe der Ordnung deg(f).

Beweis. Fiir den Beweis von a) sei b eine Nullstelle von f(x) = 2z — a und ¢ eine
primitive n-te Einheitswurzel. Dann sind durch b, £b, ..., " 1b alle Nullstellen von f
gegeben, d.h. wegen £ € K ist K(b) der Zerfallungskorper von f iiber K. Nun ist
jeder Automorphismus o € Gal(f : K) eindeutig durch o(b) = &¥b bestimmt mit
k € {0,...,n — 1}. Die Behauptung folgt nun aus der Tatsache, dass die Abbildung
v :Gal(f: K) — Z/nZ, 0 — k+nZ ein Automnorphismus ist (leicht nachzupriifen).

Da jedes Element von Gal(f : K) die p Nullstellen von f permutiert, ist Gal(f : K)
eine Untergruppe der S,. Weiter enthélt Gal(f : K) einen p-Zyklus o, da wegen p prim
diese die einzigen Elemente in S, der Ordnung p sind. Nach Voraussetzung enthilt
Gal(f : K) auch eine Transposition 7. Da ¢ und 7 die S, erzeugen, folgt b).

Fiir den Beweis von ¢) besitze nun f € Q[z] genau zwei nicht-reelle Nullstellen. Dann
ist der Automorphismus 7 : L — L, z — Z offensichtlich ein Element von Gal(f : Q).
Also enthilt Gal(f : Q) eine Transposition. Die Galoisgruppe besitzt auch ein Element
der Ordnung p, denn ist a eine Nullstelle von f, so gilt

[L:Q]=[L:Q(a)] - [Ra) : Q] = [L: Qla)] - p.

Da L/@Q nach 12.20 Galoissch ist, ist p demnach ein Teiler von |Gal(f : @)|. Nach dem
Satz von Cauchy existiert in Gal(f : Q) also ein Element der Ordnung p. Mit b) folgt
dann die Behauptung.

Um d) zu zeigen, sei n der Grad von f. Die Galoisgruppe Gal(f : Q) operiert
transitiv auf der Menge der Nullstellen {ay,...,a,} von f, d.h. zu jedem i € {1,...,n}
existiert ein o; € Gal(f : Q) mit o;(a1) = a;. Also gilt {o1,...,0,} C Gal(f : Q)
und somit |Gal(f : Q)| > n. Andererseits ist auch |Gal(f : Q)| < n erfiillt, denn jedes
o € Gal(f : Q) bildet a; auf eine Nullstelle a; von f ab. Es ist daher

o(ar) =a; =oj(ay),
d.h. o

o(a;) = 00y Har) = 0; to(ar) = 07 toj(ar) = 05(as).

Also ergibt sich o = 0. O



Aufgabe 64:
Bestimmen Sie die Galoisgruppe der folgenden Polynome:

&) fx) = o* — 10 € Q)
b) f(z) =2P —a € K[x] mit a € K und char(K) =p > 0,
¢) f(xz) =a" —a € C(a)[z] mit n € N und a transzendent iiber C.

Das Polynom f(x) = 23— 10 ist irreduzibel (Eisenstein) und hat in C die Nullstellen
¥10, £/10, £23/10, wobei € eine primitive dritte Einheitswurzel sei. Damit besitzt f
genau zwei nicht-reelle Nullstellen und mit Aufgabe 63 b) folgt Gal(f : Q) = Ss.

Sei b eine Nullstelle des Polynoms f(z) = 2P —a € KJz|. Dann ist b = a und
2P —a = (z — b)? in K(b)[x]. Jeder Automorphismus o € Gal(K(b) : K) = Gal(f : K)
ist durch o(b) eindeutig bestimmt. Da das Bild von b wieder eine Nullstelle von f ist,
muss o(b) = b und somit o = id gelten. Also erhalten wir Gal(f : K) = {id}.

Auch das Polynom f(z) = 2" — a € C(a)[z] ist irreduzibel, da a in C[a] prim ist.
Mit Aufgabe 63 a) folgt schliefllich Gal(f : C(a)) = Z/nZ.



Aufgabe 65:
Sei K ein Korper und L = K(z1,...,x,) der Koérper der rationalen Funktionen in den
Unbestimmten x1,...,x, iiber K. Zeigen Sie:

a) Sind sg,..., s, die elementarsymmetrischen Polynome in x1,...,z, iiber K und
ist M = K(so,...,Sn), so ist die Kérpererweiterung L/M Galoissch vom Grad
nl.

b) Das allgemeine Polynom n-ten Grades f(x) = 2" +y1x" ' 4+ -+ yn_ 12+ yn €
K(y1,...,yn)[z] ist iiber K(y1,...,y,) fiir n > 5 nicht durch Radikale auflésbar.

Beweis. Das Polynom f(z) = (x—mx1) - (x—x,) = 2" —s12" 14+ - 4+ (=1)"s,, € M|[x]
ist offensichtlich separabel mit Nullstellen x1,...,x,, d.h. L ist der Zerfallungskorper
von f iiber M. Nach Satz 12.20 ist L/M Galoissch. Ferner ist Gal(f : M) eine Un-
tergruppe der S,, und, da s; fiir ¢ = 0,...,n symmetrisch ist, auch o(s;) = s; fiir alle
o € Sp, d.h. S, C Gal(f : M). Insgesamt folgt also [L : M| = |Gal(f : M)| = |S,| = nl.

Fiir den Beweis von b) sei L' der Zerfiillungskorper von f iiber K(yi,...,yn). Be-
trachte den Homomorphismus ¢ : K(y1,...,yn) — K(s1,...,5n), ¥i — (=1)'s;.
Dieser ist wegen der algebraischen Unabhéngigkeit von sip,...,s, bijektiv und be-
sitzt eine Fortsetzung ® : L' — L. Wir erhalten nun mit o — ® 'o® einen Iso-
morphismus der Galoisgruppen Gal(f : K(y1,...,yn)) und Gal(g : M) mit g(z) =
2" — 512"t 4 - 4 (=1)"s,. Da letztere isomorph zur S, ist und diese fiir n > 5 nicht
auflosbar ist, ist auch f fiir n > 5 nicht auflésbar. O



