SS 2001

-X

Richtungsfeld yy"

fiir Naturwissenschafler I1

Blatt 10
— Losungen —

2xy

Ubungen zur Vorlesung Mathemati

Prof. Dr. Martin Kreuzer
Fachbereich Mathematik

Universitat Bayreuth

Aufgabe 46
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Aufgabe 47

Richtungsfeld y'=x+y Richtungsfeld y'=x+y

////////

c) Aus y(z) = ce® —x — 1 folgt y'(z) = ce® — 1 und damit y' =ce®* — 1 =z + y.

Aufgabe 48
a) f(z,y,vy") =1y cos(x) + ysin(z) — 1 ist fiir (z,y,y") € R® definiert. D = R

b) Auflésen der Gleichung nach y' ist nur fiir cos(z) # 0 moglich. Damit ergibt sich ¢y’ =
g(z,y) = —ytan(z) + COS(E) mit £ = {(z,y) € R2 : z # { 2k+1 m,k € Z}.

c¢) Sei y = sin(z) + ccos(z) mit ¢ € R. Dann gilt: ¥/ = cos(z) — e¢sin(z) = y' cos(z) +
ysin(z) —1 = (cos(x) —csin(z)) cos(x) + (sin(z) +ccos(x)) sin(x) — 1 = cos?(x) +sin?(z) —

1=0.
Aufgabe 49
a) y' = —M\y ist eine lineare homogene Differentialgleichung 1. Ordnung. Nach Vorlesung

ergibt sich die Losung zu ¢(z) = ce %) mit Anfangsbedingung ¢(z,) = c.

b) In Hohe zp = 0 Meter herrscht ein Druck von 1 bar. => 1 = ¢(0) = ce® = ¢. Damit

herrscht in z Meter Hohe ein Druck von ¢(z) = e~%125107%z

¢) ¥ = —ay + b ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Nach Vorlesung ergibt
sich die Losung zu ¥(z) = ¢(x) (c—i—f;) ﬁdt). Nach Teil a) ist ¢(z) = e 9. Dies
liefert fiir [ ﬁdt s bedt = 2(e*® — 1) und somit ¢(z) = e~ (10 + 2(e®* — 1)) =

(0 et

Aufgabe 50

a) v = k(a—y)(b—y), a # bist eine DGL mit getrennten Variablen y' = f(z)g(y) mit
flz) = k und g(y) = (a —y)(b— y) Die Losung ergibt sich aus G(p(z)) = F(z) mit

G(y) = (l)dt und F(x fo = kx, wobei y(0) = yo. Zur Berechnung von G(y)
wird g(t) mlttels Partlalbruchzerlegung aufgespalten zu m = = t + —

1 = Xb—t)+Y(a—t)=Xb+Ya— (X +Y)t <=

0 X+Yund1=Xb+Ya =

1 X(b—a) =

2



Damit ist (a_t% = — (L — L) und
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_ ﬁ (In(a — y0) —In(a — y) + In(b — y) — In(b — 1))
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G(p(z)) = F(x) liefert nun - (ln (M . bi‘p(x)» = kx und auflésen nach ¢(z) fithrt

a—p(z)  b-yo

a—yo

a(b — o)kt~ — p(a — yo) . In (§=2)
= f R —_ 7

o(x) (b= 40T 97— (a— ) iir z € R\ Ko—a) [

In{ ¢=¥%
wobei a, b,k > 0 und a # b. (Polstelle bei z = M < 0, falls a,b < yo oder a,b > yo.)
Fiir yo = 0 folgt nun

ab (e?t-e — 1) g (etlabe — 1) " In ()
QD(.T) = hekb—a)z _ - aekla=bz _ p fiir 7 € R\ k‘(b — a) )

i) a> b: et~ 5 0 fiir 2 — 00. p(z) - =2 = fiir  — 0.

ii) a < b: e¥a7D7 — 0 fiir £ — o00. p(z) = =2 = q fiir z — oco.

a=1b=k=3= p(z) = L =]

ol PhiGO=3(eN(—6>)—1)/(e N (—6>)—3)
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Nach Teilaufgabe a) erhilt man fiir yo = 2 und z € R\ { k(b ) } :

_a(b—2)ebtT —p(a —2)  bla—2)ek DT —q(b—2)
@) = T Z(0=2) ~ (a2 (h=2)

3e~ %241
—6m+1

a=1,b=k=3= ¢(z) =
2 PhiG)=(3eN(—6>)+1)/(en(—6>x)+1)
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Aufgabe 51

a)
b)

c)

y' = k%, k € R Proportionalitéitsfaktor.

Es liegt eine lineare homogene DGL 1. Ordnung vor. Losung ist gegeben durch

Lk k|
cp(t)zbexp(/a gdt>:bexp —2—7_2a = be

(3-2)
272 — b62a2 fiir t — oo.

NE

(-3),

o

[ME

o(t) = be

Aufgabe 52

a)

y" +1y' — 6y = 0 ist eine lineare homogene DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
Ansatz mit ¢(z) = €** und damit Bestimmung der Nullstellen von A\? + X\ — 6 = 0, liefert
A1 = =3, Ao = 2 und damit ¢(z) = c1€73% 4 ce?®. Bestimmung von ¢; und ¢, durch die
Anfangsbedingungen:

1 = ¢(0)=c1+co
-3 = ¢'(0) = =3c; + 2¢9

Hieraus folgt ¢; = 1, ¢ = 0 und somit ¢(z) = e 3¢

y" — 4y’ — 4y = 0 ist wieder eine lineare homogene DGL 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten. Wie Teilaufgabe a). Nullstellen von A2 — 4\ — 4 = 0 sind A; = 2(1 — v/2),
Ao = 2(1 4 v/2) und damit (z) = ¢,eX17V?) 4 24V,

y" — 2y' — 3y = 2x ist eine lineare inhomogene DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffi-
zienten. Zuerst wird eine Losung der homogenen Gleichung y” — 2y’ — 3y = 0 wie in den
beiden Teilaufgaben zuvor bestimmt. Nullstellen von A2 —2\—3 = 0sind \; = —1, Ay = 3
und damit sind ;(x) = €%, py(x) = €** eine Basis des Losungsraums. Die Losung fiir
die inhomogene DGL ergibt sich nun zu ¢(z) = (¢1(z) + d1)p1(z) + (ca(x) + d2)p2(x) mit

a(z) = — / de (1a)

co(z) = /f (1b)
D = — ¢1(2)pa () (1c)

und f(z) = 2z (inhomogener Anteil).

= D =4e¥, ¢(z) = S (z — 1), eo(x) = —

1§x (3z 4+ 1) und somit

4

z -3z 9
Y(z) = (_%(x -1)+ dl) e "+ (—618 Bz + 1)+ d2> e3® = die T + dye®® — ?x + 5

y" + 2y + 2y = €3 ist eine lineare inhomogene DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizi-
enten. Wie Teilaufgabe c). Losung der homogenen DGL 3" + 2y’ + 2y = 0. Nullstellen von
A24+2)\+2 = 0sind \; = —1—4, Ay = —1+i. Damit ist ¢, (z) = e~ H92 G, (z) = el~1F).



Durch geeignete Linearkombinationen kann man hieraus ein reelles Fundamentalsystem

bilden
L ~ -z
pi(a) = 5 (22(2) + Pu1(2)) = e cos(2)
1 . . .
p2(z) = o (Pa(2) = @u(2)) = e7"sin(2)
Bestimmung der Losung fiir die inhomogene Gleichung mit f(z) = e** folgt mit den
Formeln 1. D = 7", ¢1(z) = s-e**(cos(x) — 4sin(z)), c2(z) = 4“”(4 cos( ) + sin(z)).
Damit ist
: —Z 1 T
Y(z) = (c1(x) + d1) p1(x) + (co(z) + da) po(z) = dy cos(z)e ® + dosin(z)e * + 1—763
Aufgabe 53
Aus den beiden angegebenen Differentialgleichungen folgt
o9(t)  0Q(t) , k
= — k() — 9 9=
" T ot (0() =) = mel> ~ %)
Losung mit dem Ansatz fiir getrennte Variablen. Setze f(t) = —-£ und g(9) = 9 — ¥;. Damit
ergibt sicht fiir F(t) = — [} £dr = —£t und G(9) = [, —L-dr = In(r —9,)[), = In(8) —

Y1) — In(Y9 — 91). Auflésen der Gleichung F'(t) = G(9(t)) liefert
D(t) = (95 — Oy)e me’ + 0.

Aufgabe 54

a) z(t): Ort zum Zeitpunkt ¢.
v(t) = 2/(t): Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢.
mv'(t) = —mg + c(v(t))?: Differentialgleichung bzgl. Geschwindigkeit v.

b) Ansatz mit getrennten Variablen fithrt zu o' = _1 -(—g+ £1)2).
~~ m
ft) S—~——
9(v(t))
Damit ist
¢
F(t) = /f )dT =t und
0
G(v) / ! “/m < g /m%d
v = = s = — Vv ¢ ds
g+%T2 —g+ s? g— s?
0 0 0

m [ 1 s Vi m c
= —,/— |—=arctanh (—)] = —,/ —arctanh ( —U> .
c \/g \/g 0 cg mg

Dabei wurde [ -1 dz = larctanh (£) fiir |z| < a verwendet.

Aus F(t) = G(v(t)) folgt nun ¢t = —\/garctanh (1 /migv(t)) und auflésen nach wv(t)

liefert: .
v(t) = —E\/cmg tanh <7”:nmgt>

(Beachte tanh(—z) = —tanh(z) Vz € R)

| — |

5



t—00 cm,

¢) tanh(t) - 1 fiir t - co = v(t) = —

L)

C

Aufgabe 55

a) Uy) = [} 155 ds = 515 (y* — J§). Damit ergibt sich die DGL y' = \/VO2 - 76— J%)
fir |y| < +/VZLC + JZ. Diese wird mit dem Ansatz fiir getrennte Variablen gelost und
zwar mit f(¢) = 1 und g(y \/VO 7&(y? — J§). Berechnung von G(y):

y —
Gly) = / ——dr = / dx = Lc dz
V- -n) ) VWLO+ T - a?)
0

= VLC | arcsi -
U\ eter

J,
= +LC [ arcsin Y |_ arcsin | ———2
\/VOQLC' + Jg \/VOQLC' + Jg

Dabei wurde [ o=—dz = arcsin (£) fiir [z < a verwendet. Auflssung von G(y(t)) =
fo 7)dT = t nach y liefert:

Y

Jo

() = y(t) = Asin(wt+¢) te[-2VLC, VL]

A = JVELC + J? Amplitude
¢ := arcsin (%) Nullphasenwinkel, Phasenverschiebung
w = \/%—C Schwingungs- oder Kreisfrequenz

Beachte bei der Umkehrung von arcsin, dass dieser nur Werte zwischen [—7, 7] liefert.
Dabher ist y(t) vorerst nur fiir ¢t € [-5+/LC, 7+ LC] definiert.

b) Beim Einsetzen von 1 in die DGL sieht man, dass diese Funktion die DGL fiir alle ¢ 16st.
Daher kann man 1 fortsetzen, mit

o(t) = Asin (wt+¢) teR

Dabei erfiillt ¢(t) die Anfangsbedingungen, denn ¢(0) = Jy und ¢'(0) = Aw cos(wt +

®)|i=0 = Aw cos(@) = Awy/1 —sin?(@) = Awy/1 — i—é =wy\/A2 — 2 =wVpVIC =V,



