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Ubungsblatt 9

Indem Kummer sich mit dem Fermatschen Satze von der Unlosbarkeit der
Gleichung
2t =" 4+ y" fiirn > 2

in ganzen Zahlen befafste, den man auch schreiben kann

SF @ty tey) (@ HTy) e=en

wurde er naturgemdfl dazu gefiihrt, sich mit der Faktorenzerlequng derjenigen
Zahlen zu beschdftigen, die sich aus den n-ten Finheitswurzeln aufbauen.

Er gelangt (... ) zu dem Resultat, das seinen Ruhm begriindete: Der Satz
von der Findeutigkeit der Zerlequng in Primfaktoren gilt fir die Zahlen des
Korpers K (€) nicht mehr; er kommt aber wieder zum Vorschein, wenn man
geeignete algebraische Zahlen, die dem K(€) nicht angehéren und die Kum-
mer darum ideale Zahlen nennt, hinzunimmt.

Dedekind nimmt dabei eine Wende zum Abstrakten, welche die Sache im
Prinzip sehr vereinfacht . ..

Statt namlich vom (realen oder idealen) Faktor zu sprechen, redet er von
der Gesamtheit der ganzen Zahlen des vorgelegten Korpers, die durch den
Faktor teilbar sind.

Statt des Faktors 2 wiirde er bei der natiirlichen Zahlenreihe alle Zahlen
2m betrachten, ...

Der Vorteil dabei ist, daff man von den willkirlichen arithmetischen Fin-
heiten frei wird, der Nachteil, daff man sich daran gewdhnen muf, das Pro-
dukt zweier Zahlen durch das Verhalten der korrespondierenden Gesamtheiten
auszudricken.

Unangenehm ist mir nur immer Dedekinds Terminologie gewesen, wel-
che aller Anschaulichkeit entbehrt. Er nennt diese Gesamtheiten Ideale, und
wenn ein ywirklicher “ gemeinsamer Faktor vorhanden ist, Hauptideale/

(Felix Klein: Entwicklung der Mathematik)

Aufgabe 1: (Vorbereitung der Konstruktion eines regelméafiigen Fiinfecks)
Sei ¢ = a +ib = e*/° die primitive fiinfte Einheitswurzel. Zeigen Sie unter
Verwendung der folgenden Anleitung, dass a = @ gilt.
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a) Geben Sie die komplexen Linearfaktoren von z*+ 23+ 2% +x+1 =
an. Berechnen Sie ihr Produkt in Abhéngigkeit von a und b.

b) Fiihren Sie einen Koeffizientenvergleich durch und l6sen Sie das entste-
hende Gleichungssystem.



Aufgabe 2: Geben Sie jeweils eine Zirkel-und-Lineal-Konstruktion an:

a) Fir den Punkt (*/54_1,0).

b) Fiir das regelmiiflige Fiinfeck mit Ecken 1, ¢, (%, ¢3, ¢* (vgl. Aufgabe 1).

Aufgabe 3: Leiten Sie die Cardanosche Formel geméf folgender Anleitung
her. (Achtung: Schreibfehler in Vorlesung - die richtige Diskriminante lautet
d = —4p® — 27¢%.)

a) Setzen Sie den Ansatz x = u + v in die Gleichung 22 + pxr + ¢ = 0 ein.

b) Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem u®+v3 = —g und u3-v® = — (g)3
eine Losung der Gleichung aus Aufgabenteil a) liefert.

c) Losen Sie das Gleichungssystem aus Aufgabenteil b).

Aufgabe 4: Sei R ein Integritétsring, in dem der Teilerkettensatz fiir Ele-
mente gilt. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.

a) R ist ein faktorieller Ring.
b) In R ist jedes irreduzible Element Primelement.

c) Jede Nichteinheit » € R\ {0} besitzt eine eindeutige Faktorisierung in
irreduzible Elemente, d.h. sind

al.ak:T:bl.bl

Faktorisierungen in irreduzible Elemente aq,...,a; und by,...,b;, so
gilt k = [ und es gibt eine Permutation o € Sy, so dass jedes a; assoziiert
ist zu ba(i)-
Aufgabe 5: Sei Z[/—3] :={a++v/—3b| a,b € Z}.
a) Zeigen Sie, dass Z[v/—3] ein Unterring der komplexen Zahlen ist.

b) Geben Sie in Z[v/—3] zwei wesentlich verschiedene Faktorisierungen von
4 in irreduzible Elemente an. (vgl. Aufgabe 4)



