Todd-Coxeter-Prozedur mit Grobner-Techniken

(Quelle: Reports on Computer Algebra No. 19, B. Reinert, K. Madlener, T.
Mora)
gehalten von: Eva Ludwig am 19.11.°03

1 Notationen:

Sei ¥ = {ay,...,a,} ein Alphabet; ¥ = S U X! wobei 27! = {a"! | a € T}
¥ bezeichne alle frei reduzierten Worter iiber (vgl. Abschnitt 2). A ist
immer das leere Wort.

Wir betrachten eine Gruppe G erzeugt von ¥ und den Relatoren R. U sei eine
Untergruppe von G, und H sei erzeugt von U U N(R), wobei U Untergruppe
der von ¥ erzeugten freien Gruppe F ist.

Die Operation ”0” ist die Verkettung zweier Worter in F mit anschlieender
freier Reduktion (vgl. Abschnitt 2).

K[F] ist der freie Gruppenring, in dem ”-” die Skalarmultiplikation und ””
die Multiplikation zweier Elemente in K[F], also zweier Polynome, bezeichnet.
Definition: Seien f,p € K[F] zwei Polynome. f prafix-reduziert p zu ¢ in einem
Monom « - t,« € K\ {0},¢ € F in einem Schritt, bezeichnet mit p H’]’c q, falls

der Leitterm von f ein Préfix von t ist, also LT(f) ow = ¢, fiir ein w € b

2 Nielsen-Reduktion:

Hier soll keine komplette Behandlung der Nielsen-Reduktion erfolgen. Fiir
diesen Vortrag gentigt die Kenntnis des Verfahrens und der damit
verbundenen Begriffe. Auf einer Teilmenge U einer freien Gruppe F kann man
die elementaren Nielsentransformationen definieren:

(T1) Ersetze ein u; € U durch das dazu inverse Element wu; '

(T2) Ersetze ein u; € U durch u; o u; wobei ¢ # j

(T3) Streiche alle u; € U mit u; = A

In jedem dieser Fille bleiben alle anderen uy unverdndert. Ein Produkt dieser
elementaren Transformationen heifit Nielsen-Transformation.

Es gilt: Wird eine Teilmenge U von F durch Nielsentransformationen in eine
Menge U’ umgeformt, so erzeugen U und U’ dieselbe Untergruppe. Eine
Menge U heifit nielsenreduziert, falls Yu,v,w € UU U gilt:

(NO) u # A
(N uov#A=|uov|>maz{|ul,|v|}
(N2) uov#Aundvow #A=|uovow [>u|—|v|+]|w|

1

Beispiel: U := {uv,u" v} — {v" " u o} - {v7lu L u oo~ lu=t =

2} — {uv,u?}

3 Todd-Coxeter:

Eine Gruppe G = (3, R) kann aufgefasst werden als Quotient der freien
Gruppe F = (¥) mit dem Normalteiler N(R) = ({worow™! |w € F,r € R}).
Der Index | G : U | einer Untergruppe U von G ist die Anzahl der
Rechtsnebenklassen Ug = {uog | u € U}, g € G. Dieser ist identisch mit dem



Index der Untergruppe H = (U U N(R)) in der freien Gruppe F, was wir
spéter bendtigen. Die Todd-Coxeter-Prozedur liefert nun den Index | G : U |,
falls dieser endlich ist, und die zugehorige Multiplikationstafel:
Voraussetzung: G = (X, R), U C %', jedes Erzeugende a € ¥ tritt in
mindestens einer definierenden Relation auf.

Regeln: 1. Die Relatoren operieren trivial.

2. Die Erzeugenden von U lassen die Nebenklasse U\, das leere Wort, fest.
3. Die Operationen auf der Menge der Nebenklassen sind transitiv.

Prozedur: In jedem Schritt wird eine Menge I von Restklassenrepréisentanten
betrachtet, zu Beginn I = {A}. Das Verfahren ldsst sich am einfachsten
tabellarisch aufschreiben: Fiir jede Relation wird eine Tabelle angelegt, wobei
in der ersten und letzten Spalte die Repréasentanten aus I in der auftretenden
Reihenfolge stehen und in jeder der dazwischenliegenden Spalten jeweils der
Repréasentant steht, der durch Rechtsmultiplikation mit dem
ersten/zweiten/usw. Buchstaben der Relation aus dem Eintrag der vorigen
Spalte entsteht. Es wird zeilenweise gearbeitet. Hierbei gilt:

1. Setze zwei Reprisentanten gleich, wenn dies aus einer der Regeln folgt.

2. Lasse den neuen Repriasentanten stehen und schreibe ihn in I, nur falls 1.
nicht moglich ist. (Neue Représentanten ergeben sich beim Auffiillen der
Zeilen.)

Die Prozedur endet, wenn alle Tabellen vollstandig und widerspruchsfrei
gefunden wurden, und alle Regeln erfiillt sind.

Endlichkeit: Dieses Verfahren endet, falls der Index | G : U | endlich ist. Dann
kann man aus den Tabellen die Multiplikationstafel und den Index | G : U |
bzw. | F : 'H | ablesen.

Beispiel: G = (a,b | a3,b®,abab), U = {a}. Um Eindeutigkeit der
Restklassenreprasentanten zu erhalten nutzen wir die lexikographische
Ordnung mit a < b < a™! < b~ L

a

DAY

Dies bedeutet: Die Erzeugenden von U lassen UM fest: Aa = A.

A A b ba=b~1

b=! | ba=! | ba lb=ba"! | ba~tba=b| b !
ba~1! b b1t ba~! ba~1!



Betrachte zunéchst jeweils die erste Zeile, I = {\}: In Tabelle 2 ergibt sich
durch riickwirtslesen von der letzten in die vorletzte Spalte Ab=! = b% und
in Tabelle 3 \b~! = ba als neue Regeln. Auflerdem tritt in Tabelle 2 ein b
auf. Wir fiigen also b und b~! zu I hinzu. Dann ist A abgearbeitet und wir
betrachten das néchst groflere Erzeugende b in der jeweils zweiten Zeile, wobei
die neuen Regeln direkt angewendet werden: Aus Tabelle 1 folgt ba=' = b~ !a,
im Weiteren wird das bzgl. der Ordnung kleinere der beiden verwendet. Jetzt
ist T = {\,b,b71,ba"1}. In den weiteren Tabellen ergibt sich nichts neues
mehr, also betrachten wir b=! in der dritten Zeile: Wir erhalten in der dritten
Tabelle durch Riickwirtslesen zunéchst von der letzten zur vorletzten Spalte
und dann zu der davor: [b = (b%)~! =]b=2 = ba~'ba und ba~! = bab~!, so dass
keine neuen Elemente zu I hinzukommen. In der letzten Zeile wird nun ba~!
betrachtet und wir erhalten vollstdndige und wohldefinierte Tabellen, wobei alle
Regeln erfiillt sind.

4 Umformung in Grobner-Basis

In kommutativen Polynomringen entspricht die Grébner-Basis eines Ideals der
Basis des zugehorigen Quotientenringes. Diese natiirliche Basis kann berech-
net werden, und man erhalt ebenfalls eine Multiplikationstafel. Mit binomialen
Polynomen kénnen diese Eintrdge als Terme aufgefasst werden. Die Ausgabe
entspricht der von Todd-Coxeter.

Die Eingabe wird binomial kodiert. Statt wie bei Todd-Coxeter die Menge der
Relatoren R und die Menge der Untergruppenerzeugenden von U anzugeben,
nutzt man die kodierten Mengen Fr = {r—1|r € Ry und Fy = {u—1|u € U}.
Dann tiberpriift man, ob die Untergruppe erzeugt von U U N(R) in F endlich
erzeugt ist. Wir wissen, wenn dies der Fall ist, ist das Zugehorigkeitsproblem
mit einer Prafix-Grobner-Basis 16sbar. Da dies in vorigen Vortragen behandelt
wurde, gehe ich an dieser Stelle nicht ndher darauf ein.

Die Berechnung einer normierten, reduzierten Préfix-Grobner-Basis geschieht
wie folgt:

Definition: Eine Menge F C K[F] heifit prafix-reduziert, falls kein Polynom in
F durch ein anderes Polynom in F' préfix-reduzierbar ist.

Definition: Eine Menge F' C K[F] heifit schwach-préifix-saturiert, falls Vp €
Fowe Fgilt: pxw LI;? 0.

Satz: Die Menge F C K[F] ist genau dann Prafix-Grobner-Basis des von ihr
erzeugten rechtsseitigen Ideals, wenn sie préfix-reduziert und schwach-préfix-
saturiert ist.

Die letzte Eigenschaft kann man sichern, indem man die saturierende Menge
flir ein Polynom so wahlt, dass jedes rechte Vielfache des Polynoms in einem
Schritt auf 0 préafix-reduzierbar ist durch ein Polynom aus der saturierenden
Menge. In freien Gruppen bestehen diese saturierenden Mengen aus hochstens
zwei Polynomen, genannt can und acan. Bei Binomen u — v erhalten wir
can(u — v) durch (u.U. mehrmaliges) Kiirzen des Leitterms u mit dem In-
versen des letzten Buchstabens von u. Dies wiederholt man solange, bis der
Leitterm seine fiihrende Position verliert. Nun ist das vorletzte Binom der
Kiirzungskette can(u — v), das letzte ist acan(u — v), also genau das Binom,
dass man aus can(u — v) durch Kirzen des Leitterms unter Verlust seiner



fithrenden Position erhdlt. Dann ist can(u —v) = za — y und acan(u —v) =
(ra —y) oa~! mit z,y € F,a,a”t € X. Dann existiert w € F so, dass
u=raw,y =vow !, LT (can(u—v)) = LT((u—v)ow ™) =uow™! = za und
LT (acan(u —v)) = LT((u —v)cw ta ! =vow ta™t! =ya?!.

Prozedur: Gegeben: endliche Menge F' C K[F].
Finde: normierten, reduzierte Prafix-Grobner-Basis G des durch F' erzeugten
rechtsseitegen Ideals.
1. Beginne mit G := {can(f),acan(f) | f € F}.
2. Solange ein g € G existiert mit LT (g) ist préfix-reduzierbar durch G \ {g}
fithre Schritte 3 bis 5 aus.
3. Nehme dieses g aus G.
4. Berechne die mit G préfix-reduzierte Normalform von g,
und nenne diese f. Fiir f # 0 normiere den Leitkoeffizienten auf 1.
5. Falls f # 0 fiige can(f) und acan(f) zu G hinzu.

Satz Sei U C F endl. Teilmenge, G normierten, reduzierte Prafix-Grobner-
Basis des rechtsseitigen Ideals erzeugt von Fyy in K[F]. Dann ist Xg = {uv™! |
u — v € G} nielsen-reduziert fiir U (vgl. Doktorarbeit B. Reinert).

Die zu untersuchende Frage ist nun: Ist die evtl. unendlich erzeugte Unter-
gruppe H = (U U N(R)) C F, wobei R # @, tatsdchlich endlich erzeugt?
Hierzu bendétigen wir noch einige Aussagen:

Notation: Fiir F' C K[F] bezeichnet ideal(F') das beidseitige Ideal und ideal,.(F')
das rechtsseitige Ideal erzeugt von F in K[F].

Aquivalent sind: Fiir F C K[F]:

1. F ist Prafix-Grobner-Basis von ideal,.(F) und ideal,.(F) = ideal(F).

2. F ist Prafix-Grobner-Basis von ideal,.(F) und fiir alle w € F, p € F ist
w * p € ideal,(F).

3. F ist Prifix-Grébner-Basis von ideal,.(F) und fiir alle a € X, p € F ist
axp € ideal,(F).

Auf dieser Aussage fufit der nun folgende Algorithmus.

5 Restklassenaufzahlung mit Grobner-Techniken:

Gegeben sind wie vorher: Gruppe G erzeugt von ¥ = {ay, ..., a, } mit den Rela-
toren R. U sei eine Untergruppe von G, und H sei erzeugt von U U N (R), wobei
U Untergruppe der von ¥ erzeugten freien Gruppe F ist.

Eingabe: - eine Kodierung von R und U als binomiale Mengen F,. = {r —1 |
re Rfund Fy ={u—1|ueU}
auflerdem genutzt: - N C F die Menge der potentiellen Restklassenreprasentanten
von H in F
- B C F die Testmenge fiir mogliche Restklassenreprasentanten von H in F
- H C K[F] wird zum Vergréflern der Erzeugendenmenge der Untergruppe
genutzt um eine Erzeugendenmenge von H zu erhalten
- G C K[F] die normierte Prafix-Grobner-Basis, die benutzt wird um zu entschei-
den, ob die Kandidaten aus B Restklassenreprasentanten sind oder nicht.




Ausgabe: Zwei Moglichkeiten:
1. R = ©@: Dann endet der Prozedur mit Ausgabe der normierten Prifix-
Grobner-Basis G. Diese ermoglicht das Untergruppenproblem fir U in F zu
l6sen und Schreier-Restklassen-Reprasentanten aufzuzéhlen.
2. R # @: Der Prozedur zahlt alle Restklassenreprésentanten von der von
UUN(R) in F erzeugten Untergruppe auf. Terminiert er, so liefert er die
Menge aller Restklassenreprasentanten von H in F und die Multiplikationstafel
fiir diese mit den Elementen in .

Prozedur: R = @7
JA— Die Prifix-Grobner-Basis von Fyy wird berechnet (vgl. 1.0utput)
NEIN— Beginne Restklassenaufzihlung mit N = {\}, B = {a | a € X}. Die
Menge G enthélt die normierte Prafix-Grobner-Basis, mit der man das Unter-
gruppenproblem fiir die von U U R erzeugte Untergruppe losen kann.

Solange B # & fiihre folgende Schritte aus:

- Entferne 7 aus B, wobei 7 € B das kleinste Element bzgl. der genutzten
Ordnung ist. Falls 7 nicht prafix-reduzierbar bzgl. G ist, ergénze 7 in N und
fiige alle Randelemente 7a in B ein (a € X\{(I(7))71},1(7)~! bezeichnet das
Inverse des letzten Buchstabens von 7).

- Berechne die Hilfsmenge H = {7 % (r — 1) | r € R}.

- Berechne die normierte Préfix-Grobner-Basis von G U H. Nun ist das Unter-
gruppenproblem fiir die von UURU{roro7~! | r € R} erzeugte Untergruppe
losbar. Dieser Schritt stellt die Annéherung an die von U U N(R) erzeugte Un-
tergruppe dar.

- Entferne alle bzgl. G prafix-reduzierbaren Worter aus N.

Die Prozedur endet, sobald B = @.

Prozedur: Erweiterte Todd-Coxeter-Simulation
Gegeben: F. = {r —1 | r € R}, die Menge binomialer Kodierungen der Re-
latoren, und Fy = {u — 1 | u € U}, die Menge binomialer Kodierungen der
Untergruppenerzeugenden.

1. Setze fiir N := @.
2. Falls R = &, berechne G als Préfix-Groébner-Basis von Fy .

Sonst setze N := {\}

B:={al a € T}

G := Prifixz — Grobner — Basis(Fg U Fyy)

3. Solange B # @ fiihre Schritte 4 und 5 aus, sonst gib G und N aus.
4. Wihle 7 := min~ (B), und entferne 7 aus B.
5. Falls 7 nicht prafix-reduzierbar bzgl. G, so setze
N:=Nu{r}
B:=BU{ra|aeX\{l(r)"}}
H:={rx(r—1)|r—1¢€ Fr}
G := Prifixz — Grobner — Basis(G U H)
S:={w € N |wistprafiz — reduzierbar mit G}
N := N\{S}

Beispiel: Wir rechnen nochmal dasselbe Beispiel wie bei der Todd-Coxeter-
Prozedur: ¥ = {a, b}, R = {aaa, abab,bbb},U = {a}. Wir nutzen wie vorher die
lexikographische Ordnung mit a < b < a~! < b~ 1.

Fr ={aaa —1,abab — 1,bbb — 1}, Fy = {a — 1}.




Wir starten die Prozedur:

I 1 N=g

2 R#2,N:={\},B:={b"ta ! b,a}
Gy = PGB(FRUFU) =
{a—1,a7t = 1,02 =b"1 b2 —bb~ta"t —bba — b1}

3B+0o
T=aB={b"ta"! b}

7 ist reduzierbar mit a — 1

T~

I 4r=bB={b"'a"'}
5 7 ist nicht reduzierbar: N := {\, b}, B:= {b=1, a1, ba"1,b% ba}
Hir = {baaa — b, babab — b, bbbb — b}
G = PGB(GI U HH)
={b? -b 102 ~ba—1,a! —1,b7'a" ! —bba — b~ b la —
ba=' ba"2 — b1}
S = @, N bleibt

I 47=a"'B={ba"',b%ba,b'}

a1 ist reduzierbar mit a=! — 1

ot

v T=b"1 B={ba"t,b% ba}

b~ ist nicht reduzierbar: N := {\ b,b~1}

B = {ba=1,0? ba,b=2 b~ a1, b a}

Hyy = {b~taaa — b=t b= tabab — b=t bb — b~}

Gy = PGB(GH U HI\/)

={? -b 102 ~ba—1,at —1,b7ta" ! —bba — bt b la —
ba=t,ba=2 —b 1 b7 ta—ba"t,ba"tb—ba"t ba" bt —ba" 1}

S = @, N bleibt

(G2

V 4 7=b'taB={ba" 0% ba,b=2 b ta 1}

5 b~ la ist reduzierbar mit b~'a — ba~!
VI 47=b"ta"! B={ba!b% ba, b2}
5 b~la~1! ist reduzierbar mit b=ta=! — b
VII 4 7=0"2B=/{ba"',b% ba}
5 b2 ist reduzierbar mit b=2 — b
VIII 4 7=ba B = {ba',b°}
5 ba ist reduzierbar mit ba — b~!
IX 7=0% B={ba"'}

[SAEE

b2 ist reduzierbar mit b2 — =1

X 47=ba'!B=9g



5 ba~! ist nicht reduzierbar: N := {\,b,b71, ba"1}
B :={ba=2,ba"tb,ba" b1}
Hx = {ba® — ba=1,b%ab — ba=t,ba=1b3 — ba= '}
Gx = PGB(GIV U Hx)
={?-b1b2%2—-ba—-1,at—1,b7ta "t —bba—btb7la —
ba~ ', ba"2 —b" b la—ba" ba b —ba"  ba 0 —ba b e —
ba=t,ba"1b—ba~t,ba" bt —ba" 1}
S = @, N bleibt

XI 3 B =g, die Prozedur endet.
Ausgabe: N := {\,b,b71 ba"1}
G={V¥-b1p2-ba-1,at-1,b"tat —bba—b"tb"1a—
ba ', ba"2 —b" 1, b la—ba" ba b —ba  ba 0 —ba" Y, b e —
ba=t,ba"1b—ba~t,ba" bt — ba~ 1}

Berechnungen der Prifix-Grébner-Basen:
I. Berechne can und acan der Binome aus Fr und Fy:
—1 —1
2 a — a —
-1t —a?—a 't sag—a?
p~1! 1 a7t 1
abab — 1 —— aba — b~ ! L— ab—b"la™!

Pl gt 2

Zunichst ist also Gy = {a®> —a~',a 2 —a,aba— b1, b~ ta"t —ab, b —b"1 b2 —
b,a —1,a=! — 1}. Durch Reduzieren innerhalb von G erhélt man:

@2 — gt et @D ety

a72faw)a717a(a_l—il)>lfaﬂ)0

b~la=! —ab lo—D+b, b~la=! — b (Reduzieren nur im zweiten Monom mdéglich)
_1 (a—1)*ba _

aba —b~! ———— ba —b~!

Bei den letzten beiden nicht auf 0 reduzierbaren Binomen mufl man nun erneut
can und acan bilden, erhilt aber nur jeweils das andere Binom, so dafl beide in
G eingefiigt werden miissen. Die zu 0 reduzierbaren Binome werden gestrichen.
Dann folgt: Gy = {b* — b1, 072 —b,a—1,a ' —1,b7ta"t —b,ba — b~}
II. Gy = PGB(G1U Hyp). Die schon betrachteten Binome bleiben erhalten und
werden nur beim weiteren Reduzieren nochmal betrachtet. Berechne zunéchst
wieder can und acan von Hi:
ba® — b < ba® — ba~' < ba — ba~?
babab — b 2 baba — 1 “— bab — a=* 5 ba — a0
(Y RS U A QURN Ay
Beim Reduzieren ergibt sich folgendes: Die Binome b — b~! und =2 — b sind
schon in G7 enthalten, brauchen also nicht berticksichtigt werden. Zwei weitere
Binome reduzieren auf 0 und koénnen somit gestrichen werden, und die ersten
beiden koénnen in reduzierter Form in Gy verbleiben:
_q1 (ba—b"")xb 1 a -1

bab—a™ ——1—a " ——0
R PG L S R L B

2 _1 (ba—b"1)xa _1 1
ba® — ba — b~ a—ba

ba—b~"

ba=% —ba ——— ba"% — b~! (Reduzieren ist nur im zweiten Monom méglich)

Gn={*-b"1,b72-ba—1,a'—-1,b7ta 1 —b,ba—b"1 b~ ta—ba" ', ba=2—b"1}



X. Gx = PGB(Gn1 U Hx). Berechne zunichst wieder can und acan von Hx:
ba? — ba~! o, ba — ba "2

b2ab—ba~' U5 120 — ba~ b

ba= 165 — ba~ 2 ba~ 102 — ba~ b=t L ba b — ba~ b2

Beim weiteren Reduzieren ergeben sich noch drei Binome fiir Gx, die iibrigen
reduzieren auf 0.

2 -1
ba=2 —ba 2" b=l —ba — 0
—p ! *a,
ba? — ba~ ! M b la—ba~!
bab — b=t U gy gt e D g g
ba—1b=1 —2a LT 11yt Db o1t =1 (Reduktion
im ersten Monom ist nicht méglich)
ba~ 1672 — ba~p LT TN Y iyl gty Rt 1

ba"tb—ba !
ba~'b 0 -1 —1 —1,-1 —1
ba—1b2 —pa—1p=1 Lo PP 1y gt P T 1t
0

Es folgt: Gx = {* =b"1,072 —b,a—1,at — 1,067 ta™t —b,ba — b=, b7 ta —
ba~t ba 2 —b"t b la—ba"t,ba"tb—ba"t, ba b —ba"t, b ta—ba"t, ba" b —
ba=',ba"1b"1 — ba~ 1}

Vergleicht man jetzt die erhaltene Ausgabe mit der Ausgabe von Todd-Coxeter,
so stellt man fest, dass die Grobner-Basis Relationen dem nicht-trivialen Teil der
Multiplikationstafel entsprechen. Umgeschrieben lauten sie: bob = b=1,b71 o
bl =bloa=X\Xoa ' =1,b"toa ' =bboa=b"1,b"loa=0boa "t boa"to
al=b"1bloa=boatboatob=boa ! boa tob ! =boa"1,b7loa=
boa tboalob=boat,boa tob™t =boa"!. Die trivialen Relationen
miissen noch ergidnzt werden, um die Multiplikationstafel zu vervollstandigen.

6 Eigenschaften:

Satz: Fir R # @ endet die Prozedur nur, falls B = @ erreicht wird. Dann
ist N = @ oder N ist ein vollstadndiges prafix-abgeschlossenen Restklassen-
reprasentantensystem, und N enthalt alle Elemente von F, die nicht bzgl. der
letzten Préfix-Grobner-Basis G préafix-reduzierbar sind.

Beweis: Fir R =2 = N = @, sonst N # &. N ist immer préifix-abgeschlossen,
da B immer alle Randelemente zu 7 € N enthélt und S diese Eigenschaft nicht
zerstort. Noch zu zeigen ist also, dass N alle Repréasentanten enthélt.

Nach der Schleife erhalten wir N,,, B,, und G,,. Fiir diese und ein w € F, das
nicht mit G,, prafix-reduzierbar ist (falls w préafix-reduzierbar, so ist w schon in
einer Restklasse enthalten), gilt eine der folgenden Bedingungen:

1. we N,

2. w € By, : w=wa, wobei w; € N, a € 2

3. w = wiaws, wobei wia € B, ein Randelement, und we € F

Fiir die erste Eingabe ist dies erfiillt. Fiir einen beliebigen spateren Schritt gelte
die Aussage fiir n — 1: Nehme 7 € B,,_1:

1.Fall: 7 ist prafix-reduzierbar mit G,_1 ~> N, = N1, B, = Bp_1\{7},Gn =
G,—1. Dann gilt die Behauptung, da 7 nicht Préfix eines bzgl. G,, nicht prafix-



reduzierbaren Elementes ist.

2.Fall: 7 ist nicht prafix-reduzierbar mit G,,—1 ~~ N,, = N1 U {7} \ Sy, B, =
(Bp_1\{t}HU{roa | a € T\{l(7)"'}}, G, = Prifiz—Grobner — Basis(G,_1U
Fiir ein nicht mit G,, prafix-reduzierbares w gilt nun: w ist ebenfalls mit G,,_;
nicht préfix-reduzierbar, da nach Konstruktion die Menge der mit G,,_; prafix-
reduzierbaren Elemente eine Teilmenge der mit G, prafix-reduzierbaren Ele-
mente ist. Es gilt also einer der Falle:

1. w € Np_1 und w nicht prafix-reduzierbar mit G,,. Letzteres zeigt, dass
w ¢ S, also w € N,,.

2. w € B,_1 mit w = wya wobei a € X, w; € N,,_1. Also w; ¢ S,,, woraus folgt
w1 € Ny, also w € B,,.

3. w = wjawsy, wobei wia € By_1(w; € Np_1),ws € F. Also wiederum
wy ¢ Sp, also wy € N, und wya € B,.

(]

Satz: Falls die Prozedur endet, ist H := (U U N(R)) endlich erzeugt.
Beweis: Fir R = @ folgt H = (U).
Fir R # @ gilt bei Terminierung: G ist Prafix-Grobner-Basis, die das Unter-
gruppenzugehdrigkeitsproblem fiir H' = (U U {roroxz~! |z € N,r € R}) in F
16st.
Zu zeigen ist nun: H' = H = (UUN(R)) in F, also Vw € F,r € R: worow™! €
H.
Annahme: H' # H = Es existiert ein bzgl. ”>” minimales w € F so, dass fur
einr € R:worow ' ¢ H
1.Fall: w irreduzibel = w € N, da die anderen Fille fiir B = @ nicht mehr
auftreten = wor ow~! € H' Widerspruch
2.Fall: w reduzibel, also w = wyws : wy = LT (wy —v) wobei w; — v Polynom in
G. Es gilt wiv™t € H', (da wyv™! mit (w; — v) o v~ ! reduziert werden kann).
Ausserdem w > v owsy. Schreibe worow™ =wv™to(vowsy)oro(vowy) !
(wiv~™1) 7L, Daw minimal war, gilt (vows)oro(vows) ™! € H' = worow=! € H/,
da wiv™!, (wv™1) " € H'. Widerspruch.

o

O

Folgerung: Bei Terminierung gilt:
1. H=(UUN(R)) in F ist endlich erzeugt durch {uv™! | u — v € G} (Beweis
siche Doktorarbeit B.Reinert).
2. Desweiteren ist das Untergruppenproblem fiir H durch Préfix-Reduktion mit
G losbar.
3. G enthélt die jeweiligen Gleichungen, die auch durch Todd-Coxeter erzeugt
werden. Diese kodieren die Multiplikationstafel der Restklassenerzeugenden wie
folgt: Fiir alle za —y € G,z,y € F,a € ¥ sind z,y Restklassenrepriisentanten
und es gilt xoa = y.

In Abschnitt 3 haben wir gesehen, dass die Todd-Coxeter Prozedur genau
dann endet, wenn H endlichen Index hat, und dies ist auch fir die Erweiterte-
Todd-Coxeter-Simulation der Fall:

Satz: Die Prozedur Erweiterte-Todd-Coxeter-Simulation endet genau dann, wenn
die von U U N(R) erzeugte Untergruppe endlichen Index in F hat.



Beweis: H = (U U N(R)) habe in F endlichen Index.

Fir R = @ ist nichts zu zeigen. Die Restklassenreprasentantenmenge erhalt
man zum Beispiel durch Aufzdhlen der Elemente, die nicht bzgl. der letzten
erhaltenen Prafix-Grobner-Basis des rechten Ideals von Fy préfix-reduzierbar
sind.

R # @ und es gilt F endlich erzeugt. Es folgt H endlich erzeugt. Also hat H ein
endliches préfix-abgeschlossenes Rechtsnebenklassenrepriasentantensystem S, und
fir s € S,a € ¥ und alle s o a existiert nur ein s, € S so, dass soa €
Hs,. Da fiir ein h € H soa = hos,, gilt soaos;? = h € H. Die
Menge {soaos;! | s € S,a € X} erzeugt ‘H. Diese Menge ist enthalten
im Erzeugnis der Menge {soaoros;!,soros™! |s € Sac X rc R},
dasoaos,! = (soaoros;!)o(s,0or tos;!). Also ist auch die Menge
{soaoros;t,soros ! |se S aec rec R} eine erzeugende Menge fiir H.
Daher endet die Prozedur spéatestens, nachdem sie alle Kandidaten soa,s € S
kontrolliert hat.

d

Vergleich: In der Gruppentheorie ist die Todd-Coxeter-Prozedur eigenstandig.
Auf Grobner-Basis-Techniken umgeschrieben stellt man jedoch fest, dass sie nur
einen Spezialfall der Grobner-Basis-Berechnung darstellt.
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