Algebra 1 (basics) – Overview
1. Grundlagen

· Definition ‘Halbgruppe’; ‘neutrales Element’; ‘Monoid’; ‘inverses Element’; ‘Gruppe’, ‘kommutativ/ Abelsch’

· 
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· einfache Eigenschaften von Gruppen:

· Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt.

· Zu jedem a ist das inverse Element 
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· Kürzungregeln:
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· Die Rechtstranslation 
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· Darstellung endlicher Gruppen via Gruppentafel

· Definition ‘Untergruppe 
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’: bijektiver Homomorphismus von Gruppen; ‘G und H sind isomorph’: Es gibt einen Isomorphismus 
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; ‘triviale Untergruppe’: 
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· Beweis: 
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· Eigenschaften von Untergruppen und Homomorphismen von Gruppen:

· 
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· Definition ‘n-te symmetrische Gruppe/ n-te Permutationgruppe 
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; ‘Permutationen’: die Elemente von 
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· Defnition ‘Transposition’: Permutation, die nur genau 2 Elemente vertauscht

· Jede Permutation lässt sich als Komposition von Transpositionen darstellen (allerdings nicht eindeutig).
· Definition ‘gerade Permutation’: Die Permutation lässt sich als Komposition von gerade vielen Transpositionen darstellen.; ‘ungerade Permutation’: analog; ‘Signum einer Permutation 
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· Definition ‘Ordnung von 
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[image: image45.wmf](

)

G

ord

’: 
[image: image46.wmf](

)

G

G

#

:

ord

=


· kleiner Fermat’s Satz: G endliche Gruppe, dann:
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· Beweis: 
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· Beweis:
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· Weil 
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· Definition ‘
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· Definition ‘zyklische Gruppe G’: 
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· Zyklische Gruppen sind kommutativ.

· Eigenschaften zyklischer Gruppen: G zyklische Gruppe mit primitivem Element a.
· 
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· Beweis: 
[image: image68.wmf]j

 ist Homomorphismus von Gruppen, surjektiv (nach Definition) und injektiv, weil 
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· Beweis: 
[image: image72.wmf]y

 ist offensichtlich Homomorphismus von Gruppen und bijektiv.
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· Beweisidee: 
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· Beweisidee: 
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· Beweis: Folgt aus ‘
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· Beweis: Folgt aus ‘
[image: image86.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

,

ggT

.

 

von

 

Element

 

primitives

 

ist

 

Z

:

ord

:

=

Û

=

+

y

=

Þ

¥

<

=

n

m

G

a

n

m

b

G

n

m

’.
2. Kristallographie

· left out

3. Restklassengruppen

3.1 Operationen von Gruppen auf Mengen
· Definition ‘Operation von G auf M’ (M Menge): 
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· Definition ‘treue Operation’: 
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, d. h. injektiv
· Definition ‘Operation auf sich durch Linkstranslation’: 
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; ‘Operation auf sich durch Rechtstranslation’: 
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; ‘Operation auf sich durch Konjugation’: 
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; ‘Operation von G auf der Menge der Untergruppen von G U durch Konjugation’: 
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· Definition ‘Isotropiegruppe von 
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· Definition ‘Zentralisator von 
[image: image124.wmf]{

G

H

Í

nötig

 

Teilmenge

 

nur

 
[image: image125.wmf]H

G

’: die Isotropiegruppe 
[image: image126.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

Î

"

=

Î

=

=

-

H

h

hg

gh

G

g

G

h

ghg

H

4

3

4

2

1

1

 

bzw.

:

; ‘Zentrum von G 
[image: image127.wmf](

)

G

Z

’: 
[image: image128.wmf](

)

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

Î

"

=

Î

=

=

=

-

G

h

hg

gh

G

g

G

G

Z

h

ghg

G

4

3

4

2

1

1

 

bzw.

:

; ‘Normalisator von 
[image: image129.wmf]{

G

u

u

U

Í

Î

e

Untergrupp

 

 

d.h.

 

,

’: die Isotropiegruppe 
[image: image130.wmf]{

}

{

}

u

gug

G

g

G

u

=

Î

=

-

1

; ‘Konjugationsklasse von h’: die Bahn 
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· M ist die disjunkte Vereinigung der Bahnen.

· Beweis:

· Zeige 
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· Dann gilt für alle 
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· G endlich, dann: 
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· Beweis:

· Sei 
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· Es gibt mindestens 
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 verschiedene Elemente, denn die Produkte 
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· Es folgt weiter: 
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· insgesamt: 
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· also: 
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· Definition ‘Rechtsnebenklasse von g bzgl. 
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· Satz von Lagrange: 
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· Beweis: analog zum Beweis von ‘
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· Klassengleichung: G operiere auf sich durch Konjugation und 
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3.2 Normalteiler

· 
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· Definition ‘Normalteiler von G u’: Die Untergruppe u erfüllt die gerade genannten Bedingungen.; ‘
[image: image182.wmf]G
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· G kommutativ 
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 Jede Untergruppe u ist Normalteiler.
· Beweis: 
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 Homomorphismus von Gruppen 
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· Beweis:
· Zeige 
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· Beweis: 
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 (D. h. teilt man einen Normalteiler aus der Gruppe heraus, so erhält man eine Restklassengruppe.)
· Beweis:

· Assoziativität:
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· neutrales Element: 
[image: image198.wmf]eu


· inverses Element: 
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· Definition ‘Restklassengruppe’: 
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· universelle Eigenschaft der Restklassengruppe: Seien 
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· Beweis:

· definiere: 
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· Problem: Durch das modulo-Rechnen geht Information verloren, da mehrere Elemente aus G auf dassselbe Element in 
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 abgebildet werden, auch auf 2 verschiedene Elemente aus H abgebildet werden. Wenn die beiden Elemente aus G jetzt aber in derselben Restklasse modulo u liegen, dann würden sie durch 
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· Zeige, dass Elemente von G, die modulo u in derselben Restklasse liegen (also 
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3.3 Noether’s Isomorphiesätze

· der Homomorphiesatz für Gruppen: 
[image: image219.wmf]H
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 einen Isomorphismus von Gruppen 
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· Beweis:

· Homomorphismus: Folgt aus der universellen Eigenschaft der Restklassengruppe, weil 
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· injektiv: 
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· Normalteiler und Homomorphismus von Gruppen:
· 
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· Beweis:
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· Beweis: Sei 
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· 
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 surjektiv 
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· Beweis: Folgt aus eben Gezeigtem.
· 
[image: image238.wmf]H

N

<

, dann: 
[image: image239.wmf]N

H

H

G

H

/

:

e

j

®

®

a

 liefert einen injektiven Homomorphismus von Gruppen 
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· 1. Noether’s Isomorphiesatz: 
[image: image248.wmf]G
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· Beweisidee: Verwende in diesem Abschnitt Gezeigtes.
· 2. Noether’s Isomorphiesatz: 
[image: image251.wmf]G
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 induziert einen Isomorphismus von Gruppen 
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· Beweisidee: Verwende in diesem Abschnitt Gezeigtes.
4. Konstruktion von Gruppen

4.1 Produkte

· Definition ‘direktes Produkt 
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, dann: 
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· Beweis: Klar, denn in jeder Komponente wird die Gruppenstruktur der entsprechenden Gruppe ausgenutzt.
· 
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 ist injektiver Homomorphismus von Gruppen.

· Beweis: Klar, denn dies ist die normale Einbettung.

· 
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· Beweis:
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 ist surjektiver Homomorphismus von Gruppen.

· Beweis: klar

· universelle Eigenschaft des direkten Produkts: Seien 
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· Definition ‘inneres, direktes Produkt von 
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 ist surjektiver Homomorphismus von Gruppen.

· universelle Eigenschaft der direkten Summe: Seien 
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· Beweis: Definiere 
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· Definition ‘Automorphismengruppe von G 
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· Beweis: klar

· Definition ‘semidirektes Produkt von G und H bzgl. 
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· Beweis:

· Assoziativität: nachrechnen
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· Beweis: nachrechnen
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· Beweis: nachrechnen
4.2 Presentationen
· Definition ‘von 
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· Beweis:

· Assoziativität: Da die Konkatenation an sich assoziativ ist.

· neutrales Element: 
[image: image357.wmf][

]

(

)

[

]

=

e


· inverses Element: 
[image: image358.wmf](

)

[

]

(

)

[

]

1

1

1

1

1

,

,

,

,

-

-

-

=

x

x

x

x

n

n

K

K


· 
[image: image359.wmf]{

}

(

)

Z

:

@

S

Þ

=

S

F

x
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· universelle Eigenschaft der freien Gruppe: H Gruppe, 
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· Es gibt einen eindeutig bestimmten, surjektiven Homomorphismus von Gruppen 
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5. Kommutative Gruppen

5.1 Zyklische Gruppen
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· Beweis: 
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· Beweis:
· einerseits: 
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· Definition ‘Exponent von G 
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· Beweis: klar

· G kommutativ 
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· Hierbei gilt natürlich, dass in 
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· R Integritätsring, und G endliche Untergruppe von 
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5.2 Endlich erzeugte, kommutative Gruppen (additive Notation)
· Definition ‘Basis von G 
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· Beweis: klar
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· Hauptsatz für endlich erzeugte, kommutative Gruppen:
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· r ist eine Invariante von G und ist der Rang von G.
· G endlich 
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· G endlich erzeugte, kommutative Gruppe und 
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· Definition ‘torsionsfrei’: 
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· Beweis: 
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· der chinesische Restsatz: Seien 
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 induziert einen Isomorphismus multiplikativer Gruppen 
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· G endlich und kommutativ, 
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· Klassifikation endlicher, kommutativer Gruppen: 
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 verschiedene Gruppen der Ordnung n.

6. p-Gruppen
6.1 Der Satz von Cauchy

· Definition ‘p-Gruppe’ (p Primzahl): 
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 G ist p-Gruppe. (‘
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· Beweis: Nach dem kleinen Fermat’s Satz gilt 
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· Satz von Cauchy: 
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  G ist p-Gruppe.
· ‘
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’: Bereits gezeigt.
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· Angenommen, es gibt eine weitere Primzahl q, die 
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· Dann folgt mit dem Satz von Cauchy: 
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6.2 Die Sätze von Sylow

· Frage: 
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· ja, für kommutative Gruppen (sogar eindeutig, wenn G zyklisch ist)

· nein im Allgemeinen

· Definition ‘p-Sylowuntergruppe von G’ (p Primzahl): eine bzgl. Inklusion maximale p-Untergruppe von G
· Lemma von Zorn: M partiell geordnete Menge, 
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· Definition ‘p-Torsion’: 
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· Existenz von p-Sylowuntergruppen:

· Es gibt eine p-Sylowuntergruppe.

· Beweis:
· Sei M die Menge aller p-Untergruppen. 
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· Sei 
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· Es gilt 
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· Nach Zorn’s Lemma besitzt M ein maximales Element.
· G kommutativ 
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 Es gibt genau 1 p-Sylowuntergruppe, nämlich 
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, und maximal nach Defintion.
· U p-Sylowuntergruppe 
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· Beweis:

· Angenommen, es gäbe eine p-Untergruppe V mit 
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· Das darf aber nur sein, wenn 
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· daher: 
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· also: 
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· Hat G nur eine p-Sylowuntergruppe, so ist diese ein Normalteiler.
· Es gilt ‘U p-Sylowuntergruppe 
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· Da es nur eine gibt, ist 
[image: image509.wmf]1

-

=

gUg

U

, also Normalteiler.

· U p-Untergruppe und 
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· 1. Satz von Sylow: 
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· 2. Satz von Sylow: U, V p-Sylowuntergruppen, dann: 
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· 3. Satz von Sylow: 
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7. Auflösbare Gruppen

· Definition ‘G ist auflösbar’: Es gibt 
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· 
[image: image524.wmf]i
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· G kommutativ 
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 G auflösbar

· Beweisidee: die Kette 
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· Definition ‘einfache Gruppe’: Die einzigen Normalteiler sind 
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· G nicht kommutativ und einfach 
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 G nicht auflösbar

· Beweis:

· Einzig mögliche Kette ist 
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· Aber 
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· G endliche p-Gruppe 
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 G auflösbar

· Beweis: Folgt aus dem 1. Satz von Sylow

· Definition ‘Normalreihe von G’: eine Kette von Untergruppen 
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· G auflösbar, dann:

· U Untergruppe, dann U auflösbar
· Beweisidee: die Kette 
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· Beweisidee: die Kette 
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· G endlich erzeugt, dann: Es gibt eine Normalreihe 
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· G endlich und kommutativ, dann: Es gibt eine Normalreihe 
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· G endlich und auflösbar und 
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· G einfach und auflösbar, dann: G ist zyklisch von Primzahlordnung:
· Beweis: Folgt aus eben Gezeigtem.

· 
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· Beweis:

· Seien 
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· außerdem: 
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· Also ist jeder beliebige Dreierzyklus in N.

· Wegen ‘
[image: image559.wmf]n

A

 wird für 
[image: image560.wmf]3

³

n

 von den Dreierzyklen erzeugt.’ folgt 
[image: image561.wmf]n

A

N

=

.

· 
[image: image562.wmf]4

¹

n

 
[image: image563.wmf]Þ

 
[image: image564.wmf]n

A

 ist einfache Gruppe.

· 
[image: image565.wmf]5

³

n

 
[image: image566.wmf]Û

 
[image: image567.wmf]n

S

 ist nicht auflösbar.
Computational Commutative Algebra 1 – Overview
1.1 Polynomial Rings

· Definition ‘Halbgruppe’; ‘Monoid’; ‘Gruppe’; ‘Ring’; ‘Körper’
· Definition ‘nilpotent’: 
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; ‘Nicht-Nullteiler’: 
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· Definition ‘Integritätsbereich’ (‘integral domain’): Alle Elemente ungleich 0 sind Nicht-Nullteiler.
· Definition ‘Ringhomomorphismus’:

· 
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· Definition ‘R-Algebra’: ein weiterer Ring S zusammen mit einem Ringhomomorphismus (genannt Strukturhomomorphismus), der S mit R verbindet; ‘R-Algebren-Homomorphismus von 2 R-Algebren S und T 
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[image: image575]
· Definition ‘R-Modul’: 
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· Ist R sogar ein Körper, so gibt es nur die Ideale R und 
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· Beweis: I Ideal; 
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· Definition ‘Primideal’: 
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; ‘maximales Ideal’: Erweitert man I zu einem echt größeren Ideal, so erhält man R.
· I ist Primideal genau dann, wenn 
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 ein Integritätsbereich ist.:
· Beweis:
· ‘
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· I ist ein maximales Ideal genau dann, wenn 
[image: image600.wmf]I
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 ein Körper ist.

· Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.:
· Beweis: I maximales Ideal 
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· Definition ‘Erzeugendensystem eines Moduls M 
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· In 
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· Notation für den Polynomring 
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· Einbettung von R in 
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· Definition ‘
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· verschiedene Strukturen für 
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· als K-Vektorraum mit Erzeugendensystem 
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· als (eindimensionaler) 
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· Definition ‘Einheit’: 
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· R Integritätsbereich 
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· Wegen der rekursiven Definition von 
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· Representation eines multivarianten Polynoms:

· streng nach der rekursiven Definition

· mit Hilfe von Multi-Indizes

· Erzeugung von 
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· Definition ‘Term’: Monom; ‘
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· 
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· Definition ‘Koeffizient eines Terms’; ‘Träger (Support) eines (mehrdimensionalen) Polynoms’: Menge aller Terme, die im Polynom vorkommen; ‘Grad eines eindimensionalen Polynoms’: Grad des größten Terms des Polynoms
· Definition ‘Auswertungshomomorphismus 
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; ‘Ersetzungshomomorphismus’ (‘substitution homomorphism’): der Auswertungshomomorphismus, falls 
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· universelle Eigenschaft des Polynomrings: S R-Algebra, dann existiert ein eindeutiger Auswerungshomomorphismus für festes s bzw. feste 
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· Definition ‘Erzeugendensystem einer R-Algebra 
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; ‘endlich erzeugte R-Algebra’
· Endlich erzeugte R-Algebren S sind von der Form 
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· Definition ‘Presentation einer R-Algebra’: der Isomorphismus 
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1.2 Unique Factorization

· Definition ‘reduzibel’: 
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· In 
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 ist ein Element, das keine Einheit ist (also ein ‘echtes’ Polynom und nicht nur eine Zahl aus dem Körper ist), Primelement genau dann, wenn es irreduzibel ist.
· Beweis:
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· außerdem: 
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· insgesamt: 
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· also: 
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· Defintion ‘faktorieller Ring’: Nicht-Einheiten haben eine eindeutige Faktorisierung.
· Jeder Körper ist trivialer Weise ein faktorieller Ring, denn es gibt keine Nicht-Einheiten.
· 
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· Beweis:
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· Da 
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· Ergebnis: 
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· Definition ‘ggT’; ‘kgV’; ‘relativ prim/ co-prim’: 
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· Charakterisierung ‘ggT’: 
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· R Hauptidealring, dann: 
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· Definition ‘content eines Polynoms 
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· Gauß’s Lemma: R faktorieller Ring, 
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· R faktorieller Ring, 
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· R faktorieller Ring 
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1.3 Monomial Ideals and Monomial Modules
· Definition ‘Monoideal’: 
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 Ideal für Monoide; ‘Erzeugendensystem eines Monoideals’; ‘Monomodul’; ‘Untermonomodul’; Erzeugendensystem eines Monomoduls’
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· Definition ‘Kürzungregel (cancellation law) für Monoide’: 
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· 
[image: image725.wmf]G

 Monoid, dann:
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 Jede (nicht leere) Menge von Monoidealen besitzt ein maximales bzgl. Inklusion. Gemeint ist: Es gibt ein Ideal in dieser Menge, das in keinem anderen enthalten ist.
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· Definition ‘Noetherian’: 
[image: image750.wmf]G

 erfüllt eben genannte Eigenschaften.
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· Definition ‘monomialer Modul’: Man kann ein Erzeugendensystem finden, das nur aus Monomen (Elemente aus 
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· Beweis:
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· Darstellung von monomialen Idealen in der Ebene (2 Variablen)/ dem Raum (3 Variablen)
· Struktur-Theorem für monomiale Moduln: 
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· M ist endlich erzeugt.:
· Beweis: folgt aus ‘
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· Beweis:
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· Jeder Term aus M ist Vielfaches eines Terms aus dem monomialen Erzeugendensystem von M. (Beweis: klar)
· Unter allen monomialen Erzeugendensystemen von M gibt es genau ein minimales.:
· Beweis: Streiche aus einem Erzeugendensystem alle Vielfachen der Erzeuger.
1.4 Term Orderings

· Definition ‘Relation’; ‘vollständige Relation’: Es gibt keine nicht vergleichbaren Elemente.
· Definition ‘Monoid-Ordnung’ (
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· Definition ‘Term-Ordnung’ (
[image: image781.wmf]G

 Monoid):

· Monoid-Ordnung
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· Gilt die Kürzungsregel in 
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· Beweis: Annahme: 
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· 
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 ist unendlich.
· Beweis: Es gilt 
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· Beweis: Folgt mit Induktion aus 
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· Definition ‘durch eine Matrix representierte Ordnung’: Zeilen linear unabhängig, 
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· Definition ‘Modul-Ordnung’  (
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· Definition ‘Modul-Term-Ordnung’  (
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· Definition ‘Modul-Term-Ordnung TOPos’ (TO ist Term-Ordnung auf 
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· Definition ‘Modul-Term-Ordnung PosTO’ (TO ist Term-Ordnung auf 
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· Definition ‘zu einer Monoid-Ordnung 
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 kompatible Modul-Ordnung 
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· Jede nicht-leere Untermenge von 
[image: image853.wmf]S

 hat ein minimales Element. 
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· Definition ‘Wohl-Ordnung’: Die eben genannten Bedingungen gelten.
· Wenn die Links-Kürzungsregel in 
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 gilt, ist jede Wohl-Ordnung eine Modul-Term-Ordnung.

· fundamentale Eigenschaft von Term-Ordnungen: 
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1.5 Leading Terms
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· R Integritätsbereich, dann: 
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· Definition ‘Leitterm-Modul eines Moduls 
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· Beweis: 
[image: image888.wmf](

)

{

}

(

)

{

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¢

¢

=

¢

×

¢

=

Î

¢

Î

¢

$

Þ

Î

Þ

Î

Î

=

M

m

i

n

i

i

m

t

m

t

te

M

m

T

t

M

te

M

te

:

LT

LT

:

,

LT

LT


· 
[image: image889.wmf](

)

(

)

(

)

s

s

m

m

M

M

m

m

LT

,

,

LT

LT

:

,

,

1

1

K

K

=

Î

$

:
· Beweis:
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· Nach Dickson’s Lemma gibt es ein endliches Erzeugendensystem 
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1.6 The Division Algorithm

· Divisionsalgorithmus bei mehreren Variablen
· Das Ergebnis hängt von der Term-Ordnung und der Reihenfolge der 
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· Mit dem Divisionalgorithmus ist es nicht immer möglich zu entscheiden, ob 
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· Außerdem lassen sich nicht mit jedem Satz 
[image: image909.wmf]s

g

g

,

,

1

K

 die Elemente in 
[image: image910.wmf](

)

s

r

g

g

P

,

,

/

1

K

 als Linearkombination von Termen aus 
[image: image911.wmf](

)

(

)

(

)

s

n

g

g

T

LT

,

LT

\

1

K

 ausdrücken, wie es laut Macaulay’s Basis Theorem möglich ist (mit günstigen 
[image: image912.wmf]s

g

g

,

,

1

K

).
· Definition ‘normaler Rest 
[image: image913.wmf](

)

m

G

,

NR

s

’: das p aus 
[image: image914.wmf]p

g

q

g

q

m

s

s

+

+

+

=

K

1

1


1.7 Gradings

· Definition ‘
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· Definition ‘homogenes Element r vom Grad 
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· Die Dekomposition von r in seine homogenen Komponenten 
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· Jedes 
[image: image928.wmf]g

R

 ist 
[image: image929.wmf]0

R

-Modul.
· Definition ‘Standard-Graduierung für den Polynomring’: 
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· Definition ‘
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· Die Kürzungsregel gilt in 
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· Beweis: klar
· Erzeugung von Leitterm-Moduln: M P-Untermodul von 
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· Beweis: klar
· M P-Untermodul von 
[image: image1020.wmf]r

P

, 
[image: image1021.wmf]{

}

0

\

,

,

1

r

s

P

g

g

Î

K

, dann: 
[image: image1022.wmf]2

1

2

1

B

B

A

A

Û

Û

Û


· Beweis:

· 
[image: image1023.wmf]1

2

B

A

Þ

: Für alle m ist 
[image: image1024.wmf](

)

(

)

{

}

(

)

(

)

(

)

(

)

j

j

j

j

i

i

g

f

g

f

m

g

f

m

LT

LT

LT

LT

LT

max

LT

×

=

=

Þ

=

 für ein j und somit 
[image: image1025.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

s

g

g

m

LT

,

,

LT

LT

1

K

Î


· 
[image: image1026.wmf]1

1

A

B

Þ

:

· Angenommen, es gibt m-s, die nicht dargestellt werden können. Wähle ein kleinstes.
· Sei 
[image: image1027.wmf](

)

(

)

j

g

t

m

LT

LT

×

=

. Wegen der Wahl von m hat 
[image: image1028.wmf]j

tg

m

m

-

=

¢

 eine Darstellung.
· Dann aber auch 
[image: image1029.wmf]j

tg

m

m

+

¢

=

. Widerspruch.
2.2 Rewrite Rules

· Definition ‘
[image: image1030.wmf]1

m

 reduziert sich auf 
[image: image1031.wmf]2

m

 in einem Schritt mit der Ersetzungsregel 
[image: image1032.wmf]i

g

 (
[image: image1033.wmf]2

1

m

m

i

g

®

): 
[image: image1034.wmf](

)

(

)

2

1

2

Supp

LT

m

g

t

ctg

m

m

i

i

Ï

×

Ù

-

=

; ‘
[image: image1035.wmf]2

1

m

m

G

®

’: 
[image: image1036.wmf]1

m

 reduziert sich auf 
[image: image1037.wmf]2

m

 in mehreren Schritten beliebigen 
[image: image1038.wmf]i

g

-s; ‘irreduzibel bzgl. 
[image: image1039.wmf]G

®

’: nicht mehr reduzierbar
· Eigenschaften von Ersetzungs-Relationen: 
[image: image1040.wmf]s

 Term-Ordnung
· 
[image: image1041.wmf]2

1

1

2

2

1

m

m

m

m

m

m

G

G

=

Þ

®

Ù

®


· Beweis: klar
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2.3 Syzygies

· Definition ‘Syzygie von 
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· fundamentales Diagramm:
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· bzgl. der Kommutativität des Diagramms:

· 
[image: image1125.wmf](

)

G

\

P

m

s

Syz

Î

, dann:
· 
[image: image1126.wmf](

)

(

)

(

)

m

m

G

,

deg

LT

s

£

l


· 
[image: image1127.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

m

m

G

m

G

,

deg

LT

LM

Syz

LF

s

<

l

Û

Î


· 
[image: image1128.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

m

m

m

m

G

,

deg

LT

LM

LF

s

=

l

Û

l

=

L


· 
[image: image1129.wmf](

)

G

m

Syz

Î

, dann: 
[image: image1130.wmf](

)

(

)

(

)

G

m

LM

Syz

LF

Î

 und 
[image: image1131.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

G

G

G

LM

Syz

Syz

:

LF

Syz

®


· Beweis: klar (siehe ‘University; Computational Commutative Algebra 1; Lecture Notes’)
· Syzygien von Elementen von monomialen Modulen: 
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· Beweis: klar
· Definition ‘Liftung 
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· Beweis:
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2.4 Gröbner Bases of Ideals and Modules

· Charakterisierung von Gröbner-Basen: 
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· Definition ‘
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2.4.1 Existenz von Gröbner-Basen
· 
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· Beweis:
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· Beweis: Folgt aus eben Gezeigtem und Proposition 1.5.6.b (
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· Definition ‘Noetherian Ring/ Modul’. Jede aufsteigende Kette von Idealen/ Untermoduln wird letztendlich stationär.
· R Ring, M R-Modul, dann:
Jeder Untermodul in M ist endlich erzeugt.
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 Jede (nicht leere) Menge von Untermoduln besitzt ein maximales bzgl. Inklusion.

· Hilbert’s Basis Theorem:

· Buch-Variante: Jeder endlich erzeugte Modul M über einer endlich erzeugten K-Algebra ist Noetherian. Insbesondere ist 
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· Beweisidee:

· Zeige: Jeder Untermodul 
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2.4.2 Normalformen

· bisher: Kein eindeutiger Representant für eine Restklasse in 
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· Beweis:
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· Definition ‘Normalform von m 
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· Untermodul Mitgliedsschafts Test: 
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· Beweis:
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· neue Version von Macaulay’s Basis Theorem: G Gröbner-Basis von M, dann: 
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2.4.3 Reduced Gröbner-Basis
· Zu einer Gröbner-Basis können beliebige Elemente hinzugefügt werden und es bleibt eine Gröbner-Basis.
· Definition ‘reduzierte 
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· Existenz und Eindeutigkeit von reduzierten Gröbner-Basen: Es gibt immer eine eindeutige reduzierte 
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· Definiton ‘M definiert über k’ (k Unterkörper von K): Es gibt Elemente aus 
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· Existenz und Eindeutigkeit des Definitionskörpers:

· Es gibt einen eindeutigen Definitionskörper von M.

· Der Definitionskörper von M ist der Körper erzeugt über dem Primkörper von K durch die Koeffizienten der Terme in den Supports der Vektoren der reduzierten Gröbner-Basis.
2.5 Buchberger’s Algorithm

· Definition ‘Menge der kritischen Paare B’: 
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· Beweis: Folgt, weil G eine Gröbner-Basis ist und 
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· Beweis: siehe ‘University; Computational Commutative Algebra 1; Lecture Notes’
· Buchberger’s Kriterium: G ist eine Gröbner-Basis von M. 
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· Buchberger’s Algirithmus: 
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· Erste Optimierungen von Buchberger’s Algorithmus:
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· Der erweiterte Buchberger Algorithmus erzeugt eine Matrix A mit 
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2.6 Hilbert’s Nullstellensatz
· Definition ‘affine K-Algebra’: endlich erzeugte K-Algebra
· Definition ‘Menge der Nullstellen eines Ideals 
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· Beweis: klar

· Definition ‘treuflach’: 
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· Hilbert’s Nullstellensatz (schwache Version): 
[image: image1347.wmf](

)

{

}

P

I

I

Z

¹

Û

¹

 bzw. 
[image: image1348.wmf]I

Ï

Û

1


· Hier wird oft nur 
[image: image1349.wmf](

)

{

}

P

I

I

Z

¹

Û

¹

 bewiesen.

· 
[image: image1350.wmf][

]

[

]

{

P

I

P

I

n

n

x

x

K

x

x

K

¹

Û

¹

treuflach

 

,

,

\

,

,

 

weil

1

1

K

K


· Hilbert’s Nullstellensatz (körpertheoretische Version):
· m maximales Ideal 
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· Die K-Algebra 
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· Definition ‘Verschwindungsideal 
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· Maximale Ideale von 
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· Das Verschwindungsideal ist ein Ideal.

· Beweis: klar
· Verschiede Ideale können dieselbe Nullstellenmenge haben.
· Definition ‘Radikal von I 
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· Hilbert’s Nullstellensatz (starke Version):
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3.1 Computation of Syzygies Modules

· Definition ‘durch 
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· Berechnung des Syzygien-Moduls von Gröbner-Basen:
1. Initialisiere M als 
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· Berechnung  von Syzygien-Moduln (H Erzeugendensystem für Modul M; Matrix M (hat nichts mit dem Modul M zu tun, einfach eine Bezeichnung für 2 verschieden Dinge) Erzeugendensystem für 
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· Explizite Mitgliedschaft:
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· Wenn der erweiterte Buchberger Algorithmus verwendet wurde, ist 
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· Beweis:

· G wurde aus H gebildet, indem Vektoren angehängt wurden. Daher 
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· Iteratives finden eines irredundanten Erzeugendensystems von M (erzeugt durch H):
· 
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· Beweis:

· Angenommen, es gibt in der i-ten Zeile von N bereits eine 1 in Spalte j. Dann ist 
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· Außerdem ist offensichtlich die 1 in dem von der i-ten Spalte erzeugten Ideal.
· Es ist leicht einzusehen, dass es bereits reicht, wenn die 1 in dem von der i-ten Spalte erzeugten Ideal liegt.

3.2 Elementary Operations on Modules
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3.2.1 Intersections
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· Beweis: 
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· Schnitt von 2 Untermoduln:

· 
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· Beweis: folgt aus 
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· jetzt: 
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· Beweis:
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· also: 
[image: image1446.wmf]N

f

f

H

f

f

M

f

f

G

f

f

j

t

s

r

j

s

r

rj

j

j

s

r

j

r

rj

j

Î

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

Î

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

+

+

+

+

+

;

;

1

1

;

;

1

1

M

M

M

M


· also: 
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· Definition ‘Presentation von M via Erzeuger und Relationen’ (
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· Berechnung von mehrfachen Schnitten:
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· Berechnung von ggT und kgV:
· Berechne die reduzierte Gröbner-Basis des Schnittmengen-Ideals 
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3.2.2 Colon Ideals and Annihilators

· Defintion ‘Colon Ideal’: 
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· Beweis:
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· Remark 3.2.12
· 
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· Berechnung von Colon Moduln: 
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· Corollary 3.2.24
3.3 Homomorphisms of Moduls
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3.4 Elimination

· Definition ‘Eliminations-Ideal von I bzgl. 
[image: image1519.wmf]{

}

n

j

x

x

,

,

1

K

+

’: 
[image: image1520.wmf][

]

j

x

x

K

I

,

,

1

K

Ç


· Definition ‘
[image: image1521.wmf]P

ˆ

’ (
[image: image1522.wmf]{

}

n

x

x

L

,

,

1

K

Í

): 
[image: image1523.wmf][

]

L

x

x

K

P

i

i

Ï

=

:

ˆ


· Definition ‘Eliminations-Ordnung 
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· Beweis: Folgt aus gerade Gezeigtem.
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3.5 Localization and Saturation

3.5.1 Localization
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3.5.2 Saturation

· Definition ‘Sättigung von N durch I in M’: 
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· Proposition 3.5.8
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· Beweisidee: Gilt, weil 
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wobei die letzte Folgerung gilt, weil 
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· Berechnung von Sättigungen:
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3.6 Homomorphisms of Algebras

· left out
Remarks

Der erste Teil dieser Übersicht bezieht sich auf die Grundlagen der ‘Algebra 1’-Vorlesung von Prof. Martin Kreuzer im Wintersemester 2003/2004. Zu dieser Vorlesung gibt es eine Fotoreihe der Tafeln (Dateien: University; Algebra 1; WS 2003; *).
Der zweite Teil dieser Übersicht bezieht sich auf die ‘Computanional Commutative Algebra 1 (Algebra 2)’-Vorlesung von Prof. Martin Kreuzer im Sommersemester 2004 und das Buch ‘Computanional Commutative Algebra 1’ von Martin Kreuzer und Lorenzo Robbiano (Version vom 2000-07-03). Zu dieser Vorlesung gibt es eine Fotoreihe der Tafeln (Dateien: University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; *). Außerdem gibt es eine weitere Datei ‘University; Computational Commutative Algebra 1; Lecture Notes’, welche viele Ergänzungen/ Erklärungen (hauptsächlich zu Beweisen) enthält – sowohl zur Vorlesung, als auch zum Buch.
http://www.TL-Software.de.tf
thleopold@hotmail.com
Thomas Leopold,

2004-10-13
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