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Ziel des Vortrag ist es eine Bedingung zu finden, mit der man entscheiden kann, ob ein
Polynom positiv ist.

1 Praordnungen

In diesem Abschnitt sei R ein kommutativer Ring mit 1 und Y R? bezeichne die Menge
aller endlichen Summen >~ r? mit 7; € R. Das heifit

s {3

nENundeRﬁirizl,...,n}
i=1

Diese Menge wird auch SOS-Menge (sum of squares) genannt.

1.1 Definition

Eine Praordnung in R ist eine Teilmenge T" von R, so daf
T+TCT, TTCT und > €T Vr € R.

Das heifit eine Praordnung ist additiv und multiplikativ abgeschlossen und enthilt alle
Quadrate.

1.2 Bemerkung

Offensichtlich ist > R? eine Priordnung in R und Y  R? C T fiir jede Préiordnung T in
R, das heifit eine Priaordnung in R enthilt alle Quadratsummen.

1.3 Bemerkung/Definition

Wir bezeichnen die kleinste Priordnung in R, die die endliche Menge S = {g1,...,9s}
enthilt, mit > R?[S)]. Sie besteht also aus Termsummen der Form

ogit g, O’EZRQ, e; €{0,1} firi=1,...,s .

Mit der Standard Notation fiir Multiindizes, das heifit ¢¢ fir gi*--- g5, wobei e =
(é1,...,es), ist also

ZRQ[S]: Z oeg° | g €S und aeEZRQ Ve € {0,1}°

ec{0,1}s
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2 Der Positivstellensatz

Fiir den restlichen Vortrag gelten folgende Bezeichnungen, sofern nicht ausdriicklich
anders angegeben.

e R[X]:=R[Xy,...,X,] bezeichnet den Polynomring in R.
e S=1{gi1,...,9s} endliche Teilmenge von R[X].

hier

o Kg:={xeR|VgeS : g(z)>0} {z €R" | gi(r) >0firi=1,...,s}

e Ts := > R[X]?[S] die von S in R[X] erzeugte Priordnung.

2.1 Positivstellensatz

Mit den obigen Bezeichnungen gilt fiir alle f € R[X]:
(1)f>0inK5<:>E|p,q€T5 s pf=1+4¢
(2) f>20in Ks<3ImeNy, pgeTs : pf=[f"+q

(3) f=0in Kg < ImeNy : —f2m e Ty

2.2 Bemerkungen

(i) Der Positivstellensatz ist auch erfiillt, wenn R durch ein beliebigen reellen abge-
schlossenen Korper ersetzt wird.

(ii) In allen drei Féllen (1), (2), (3) ist die Implikation ”<=" trivial.

e Fiir (1):
Wir wissen, dal pf = 1+ ¢ fiir p, ¢ € Ts. Dann gilt fiir alle z € Kg, das heifit
p(z) > 0 und ¢(x) > 0,

p(x)f(z) =14q(x) >0 .

Dies erzwingt aber p(x) # 0, das heiit p(z) > 0, und f(x) > 0.

o Fir (2):
Wir wissen, daB8 pf = f?™ + ¢ fiir p,q € T und irgendein m € Ny. Dann gilt
fiir alle z € Kg, das heifit p(x) > 0 und ¢(z) >0,

p(z) f(z) = f*™(z) + q(z) >0 .

Fiir p(z) # 0 folgt direkt f(x) = W > 0 wie gewiinscht.

Fiir p(z) = 0 gilt f2"(z) = —q(z). Da aber g(z) > 0 und die linke Seite ein
Quadrat ist (, das heiBt > 0), folgt f2™(z) = 0. Also f(x) > 0.
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e Fiir (3):
Wir wissen —f2™ € Tg fiir irgendein m € N, das heifit —f?"(z) > 0 <
f2™(z) < 0 fiir € Kg. Somit folgt, da es sich um ein Quadrat handelt:
F(x) = 0.

(iii) Wir erhalten zwei berithmte Sétze als Spezialfélle des Positivstellensatzes.

(a) Wenn wir in (2) S = () setzen, erhalten wir Kg = R und Ts = > R[X]?. Auf
diesem Weg liefert (2) einen alternativen Beweis fir Hilbert’s 17th Problem.

Hilbert’s 17th Problem: Wenn f € R[X], f > 0in R", dann gilt f € > R(X)2.
Beweis:

Nach (2) gilt pf = f?™ + ¢ fiir p,q € >_R[2]? und irgendein m € Nyg. Wenn
f#0, folgt f2™ + q +#0, also p # 0. Somit gilt:

2
== (3) s e SRR

Fiir f = 0 ist das Ergebnis klar. [
(b) (3) enthélt als Spezialfall den reellen Nullstellensatz.

Reeller Nullstellensatz:

Voraussetzung: Fiir S = {g1,...,9s} C R[X] sei Zg := {z € R"|g;(z) = 0 fur
i=1,...,s} und I bezeichne das von g, ..., gs erzeugte Ideal in R[X].
Behauptung: Vf € R[X]: f=0in Zg <= I meNund o € Y R[X]? so
das f"+o€el

Beweis:

"«<" : Wenn f?™ + o € ag, dann gilt fiir alle z € Zg : f(2)*™ + o(z) = 0.
Weil o(z) > 0 impliziert dies f(z) = 0.

7=" : Verwende (3) mit der Menge S’ = S U —S. Dann gilt Zg = Kg
und wir erhalten —f?" = p fiir p € Ty und irgendein m € Ny. Jedes
p € Ty = Y. R[X][Y’] zerfillt aber in der Form p = o + 7 mit o € Y R[X]?
und 7 € 1. Also —f?" =oc+717& f"4+o=—7€l. 0O

3 Der Beweis

Wir zeigen als erstes, dafl (1), (2) und (3) dquivalent sind. Danach beenden wir den
Beweis, indem (1) zeigen.
3.1 Beweis (1) = (2):

Annahme: f > 0 in Kg.
Jetzt benutzen wir den Rabinowitschtrick.
Wir wechseln in eine um eins héhere Dimension mit der Notation

(z,y) = (z1,...,2n,y) € R"™ R[X,Y] =R[Xy,...,X,,Y]
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Wir definieren
S =Su{Yf—-1,-Yf+1}={g1,...,95,Yf—-1,-Yf+1} .
Dann ist
Kg = {(z,y) e R"" | yf(z) =1 und g;(x) >0 fiir i = 1,...,s}
Somit gilt auf K¢ f(z,y) = f(z) > 0, da sonst yf(x) = 0, und mit (1)
PY)(X) =1+ (X)Y) firp' g € Ty .

Ersetzen wir ¥ = ﬁ in dieser Gleichung und beseitigen wir den Nenner durch mul-

tiplizieren beider Seiten mit f(X)2™, fiir m ausreichend groB, das heifit grofer als die
héchste Y Potenz von p’ und ¢/, erhalten wir

p(X)f(X) = F(X)*™ + q(X)

P = P02 (X, s ) al) = 10 (X, 1)

Um den Beweis zu beenden geniigt es jetzt zu priifen, dafl p,q € Tg fiir ausreichend
grofles m. Nach Definition von Ty ist p’(X,Y") eine Summe von Termen der Form

o(X,Y)gr(X)™ - gs(X)= (Y f(X) = = (=Y f(X) + 1)+,

wobei e; € {0,1} fiir i = 1,...,s + 2 und o(X,Y) € Y. R[X,Y]% Setze 0(X,Y) =
> hi(X,Y)% Nun ersetzen wir wieder ¥ = ﬁ Dadurch verschwinden die Terme mit

esy1 = 1 oder es 2 = 1. Anschlieend multiplizieren wir wieder mit f(X)?™, wobei m >
der hochsten Potenz von Y in h;(X,Y) ist. Das heifit

hi(X,Y) =) hg(X)Y', v <m
i=0
Dann gilt
m 1 : m—1i
F0m (X5 ) = o COs0™ € RIx]
Durch quadrieren und bilden der Summation folgt

(X))o <X, f(lX)> = Z <f(X)mhj (X, f(lX)>)2 € RIX]*.

Das Argument fiir ¢ ist analog. [
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3.2 Beweis (2) = (3):

Annahme: f =0 in Kg.
Dann liefert (2) angewendet auf f und —f

pif ="+ q

—pof = f2M2 4 g }piaQiETS; m; € N, fiiri=1,2 .

Multiplikation der beiden Gleichungen liefert

—pipaf? = fAmTm) o f2mag, 4 Mg 4 gigy

Also —f?™ = p, wobei m = m; + mo und

p=pipaf’ + Mg+ a0 + quge

Da Tg eine Praordnung ist, ist Ts abgeschlossen unter Addition und Multiplikation und
enthélt alle Quadratsummen. Somit folgt p € Tg. O

3.3 Beweis (3) = (1):
Sei 8" = SU{—f}. Dann gilt

F>0inKeo Kg=081=0inKg & 1Ty .

® folgt mit f = 1 und aus der Tatsache, das man fiir eine leere Menge jede Aussage
treffen kann. Zusitzlich folgt, da 8" = SU{—f}, daBB Ts = Ts — fTs. Also —1 = g — pf,
daB heifit pf =1+ ¢ fiir p,g e Ts. 0O

Fiir den Beweis von (1) benétigen wir noch zwei Lemma.

3.4 Lemma

Voraussetzung: R sei ein kommutativer Ring mit 1 und P eine Priordnung in R. Weiter
sei P maximal unter der Auflage —1 ¢ P.

Behauptung: PU—P = R und PN —P ist ein Primideal von R.

Beweis:

(a) Behauptung: PU—P = R.

Annahme: g € Rund g ¢ PU —P, das heifit g ¢ P und g ¢ —P.

Dann gilt -1 € P+ gP, —1 € P — gP, weil P sonst nicht maximal wére. Also

—1=s1+gt

si,t; € Pfiri=1,2 .
*1252*9752

Dann gilt —gt; = 1 4 s1 und gto = 1 + so. Multiplizieren der beiden Gleichungen liefert

—g*tite = (1 + s1)(1+s2) =1+ s1 + 52+ 5182 .
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Also —1 = s1 + 89 + 5182 + 92t1t2 € P, was einen Widerspruch zur Voraussetzung ist.
Somit gilt PU—P = R.

(b) Behauptung: P := P N —P ist ein Ideal in R.

Es gilt:

e 0ceP,da0=0>c Pund 0 =—-0¢€ —P.

e P+ P C P, da P als Pradordnungen additiv abgeschlossen ist und —P — P =
—(P+ P) C —P.

e —P =P, da der Schnitt zweier Mengen kommutativ ist.
e PPCP,da PP=P(PN—-P)=PPN—-PPCPN-P="7P.

Dann
RP=(PU-P)PCPPU—-PPCP.

Dieses liefert, das P ein Ideal ist.

(¢) Behauptung: P := PN —P ist prim.

Annahme: gh € P, g,h & P.

Ersetze, falls notig, g durch —g bzw. h durch —h, und wir kénnen g, h ¢ P voraussetzen.
Somit folgt analog zu oben, —1 € P+ gP und —1 € P + hP, also

—l=s1+gt .

1= syt hty }sz,tlEPfurz—l,Q .

Dann gilt —gt; = 1+s; und —hty = 1+ s9. Multiplizieren der beiden Gleichungen liefert
ghtita = (1 +s1)(1+s2) =14 s1 + 52+ s152 .

Also —1 = s1 + 89+ 8189 — ghtits. Da gh € P und P ein Ideal ist, ist —1 € P, was einen
Widerspruch zur Annahme darstellt. Also ist P prim. [

3.5 Lemma

Voraussetzung: R sei ein kommutativer Ring mit 1 und P eine Praordnung in R, so dafl
R=PU—-P und P = PN —P ein Primideal.
Behauptung: P induziert durch

>0 gheP

SRS

eine eindeutige Ordnung im Quotientenkérper Q-Q(R/P). Hier ist § = g + P und
h=nh+P mit h#0, das heiit h & P.

Beweis:

Zu zeigen ist, dass durch % > 0 < gh € P eine Ordnung auf @) gegeben ist. Dazu miissen
wir Reflexivitdt (xr < z), Antisymmetrie (z < y,y < x = z = y) und Transitivitit
(x <y,y < z=x < z) zeigen.
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(a) Reflexivitit:

9.9,9 9.0,00-0"
h~h h h~
(b) Antisymmetrie:
52@@5_220@791712 Jola
hg hg h1 h2 h1h2
TN RPN N
h2 hl hz hl h2h1

Damit folgt aber hlhg(glhg —92h1) € —P und hlhg(gghl

>0< hlhg(gghl

18.04.2005

>0« h?(gh—gh)e P=&0eP

>0 < hiha(gihe — goh1) € P

—gihy) € P

—g1ha) € —P (, weil das

erste Element das negative des zweiten Elementes ist). Also gilt h1ha(g1ho — g2h1),

hiha(g2h1

Transitivitéat:
Hierfiir zeigen wir, dass unsere Ordnungsdefinition
traglich ist. Es gilt

Skl

— g1ha) € P. Das bedeutet aber g; = g2 und h; = ha.

> 0 & gh € P additionsver-

%EO@glhlEPund%—zZO@gthGP .

1 2

Nach der Addition der beiden Briiche und Anwendung der Ordnungsdefinition folgt

G1ha + G
Toiho

g1, 92
=4+ =>0&
hi  hs

> 0 < hiha(g1ha + g2h1) € P

Die letzte Aussage gilt, da wir wissen das die Praordnung P additiv und multipli-
kativ abgeschlossen ist, sowie alle Quadratsummen und die Elemente gahi, g1hs

enthilt.
Damit folgt die Transitivitdt aus

i

D> 92 o 91 92 >
%1_%2 %1 7“02_0}+:>gl_g3
22 > J1 92 _ 93 >
hz_h1<:>h2 hS_O h1 h3

3.6 Beweis von (1):

Voraussetzung: f € R[X], f > 0 in Kg.
Zu zeigen: 3 p,qeTs : pf=1+4q.

>0&

3\\9
SISl

Annahme: Es existieren keine p,q € Tg, sodas pf =1+ q< —1 =g — pf.

Dann gilt
—1¢Ts— fTs .

Nach den Zornschen Lemma existiert eine Priordnung P in R[X], welche, unter der
Auflage —1 ¢ P, maximal ist und fiir die Ts — fTg C P gilt.
(Die Vorraussetzungen des Zornschen Lemmas sind erfiillt, da Ts — fTs selbst eine
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Préordnung ist.) Aus dem ersten Lemma folgt: R[X] = PU—P und P = PN —P prim.
Mit dem zweiten Lemma erhalten wir, dafl P eine eindeutige Ordnung > im Quotien-
tenkorper @ := Q(R[X]/P) durch

>0 gheP

SRS

induziert.
Q ist eine Erweiterung von R mit dem Zusammenhang

R — R[X] — R[X]/P — QR[X]/P) = Q .

Die Ordnung von @ eingeschréinkt auf R liefert die eindeutige Ordnung < auf R.
Behauptung: Es existiert ein Element © = (x1,...,2,) € Q", so daf} g;(z) > 0 fir i =
1,...,sund f(z) <O0.

Setze z; = X, = X; + P fiir j = 1,...,n. Fiir alle g € R[X], wenn g = ZaXfl oo X

gilt
g= Zﬁylfl...yl:f = Zamlfl Lakn = g(x) .

Also ist nur zu testen, da g; > 0 fir i =1,...,sund f <0 .
Gi>0weilg; € SCTs CTs— fTs CP. f< —f¢cTsg— fTg C P. Daraus folgt die
Behauptung.

Mit der Behauptung und Tarski’s Transfer Prinzip (siehe 1. Vortrag) folgt, dal = € R™
existiert, so dafig;(x) > 0 furi =1,...,s (, das heifit x € Kg) und f(x) <0 .

Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme, das f in Kg echt positiv ist. [



