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Kapitel I: Einfiihrung

1 Was ist Invariantentheorie?

Im folgenden sei stets K eine Korper, V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und G eine Gruppe, die
auf V linear operiert. D.h. es gebe einen Monoid-Homomorphismus

p:G — Endg (V)

o = (v—oa(v)

1.1 Voraussetzung

Durch Ubergang zu p : G/ ker (p) — Endg (V) kénnen wir stets voraussetzen, dass p injektiv ist. Dann
heift p : G — Endg (V) auch eine (lineare) Darstellung der Gruppe G.

Offenbar gilt sogar: p: G — Autg (V)

Nun wihlen wir eine K-Basis {z1,...,2,} von V. Der Polynomring P = K [V] = K [z1,...,x,] ist die
symmetrische Algebra von V. Wir kénnen V auffassen als die Menge Kz, & ... ® Kz, der homogenen
Polynome vom Grad 1.

1.2 Bemerkung

Die Operation von G auf V' lésst sich fortsetzen zu einer Operation von G auf P: Fiir jedes ¢ € G und
f € P setze dabei

o(f)=1r(A )
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T
wobei A die Darstellungsmatrix von p (o) in der Basis (21,...,2,) und A-2 = A - : sei. Fiir

Tn

A = (a;;) gilt also:

o(f)(x1...2p) = flanner + ...+ G1nZny- oy @1 T1 + oo+ A Xy)

1.3 Definition

Die Menge
PY={fePlo(f)=fVYoeG}

heifst der Invariantenring der Operation von G auf V.

1.4 Bemerkung

Die Menge P ist eine K-Unteralgebra von P, d.h. fiir f,g € PY und ¢ € K gilt f + g € P%, fg € P®
und cf € P¢.

1.5 Beispiel (Die Invarianten von O, (R))

Sei K = R, V = R? und die Gruppe G = O3 (R) = {M € GLy (R) | MM™ =I5} operiere durch
Koordinatentransformation bzgl. der Standardbasis {x1,z9} auf V.

In LA wird gezeigt: O3 (R) ist die Menge der Kongruenzabbildungen der Ebene, die den Ursprung fest
lassen. Sie wird von der Drehung O = (0,0) und den Spiegelungen an Ursprungsgeraden erzeugt. Lingen
und Winkel (bzgl. der euklidischen Norm) sind unter Oy (R) invariant.

Das Polynom 7 = z? + 23 ist eine Invariante von Oy (R):

orice,= (50 i) ) 8

0a(r) = [cos(a)zy + sin(a)za)® + [~ sin (@) 1 + cos (@) z5]?
= cos? (a)z? +sin? (a) 23 + sin? (a) 22 + cos? (a) x2
= If + 1:%
-

b) Fir 7 = ( (1) —01 ) gilt 7 (r) = 23 + (—x2)2 =r.
c¢) Die Matrizen o, (« € [0,27]) und 7 erzeugen Os (R).

Spiter zeigen wir: P9 =R [2? 4 z3]. Jede Invariante von O, (R) ist also ein Polynom in 2% + 23.

1.6 Beispiel (Die euklidischen Invarianten von n Punkten in R?)

Sei wieder K = R und V = R?". Die Elemente von V entsprechen n-Tupeln (pi,...,p,) von Punkten
in R2. Wir betrachten die Gruppe G der Kongruenzabbildungen der Ebene. Sie wird von den Dre-
hungen o,, der Spiegelung 7 und den Verschiebungen A, erzeugt. Der Vektorraum V hat die Basis
{1, 91, 22,92, -+, Ty Yn )

Die Gruppe G wird erzeugt von den
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a) Drehungen

M, 0 )
S . mit M, = cos (o) sin(a)
: —sin(a) cos(a)
0 M,
b) Spiegelung(en)
J
1 0
T = mit J = ( 0 -1 )
J
c¢) Translationen
r1+a
T y1+0b
Ay : — : mit v = (a,b)
Yn Tp +a
Yn +b

Hier erhilt man einen injektiven Gruppenhomomorphismus G < Bij(V), der Menge der bijektiven
Abbildungen.

Wir untersuchen nun diverse Polynome, ob sie G-invariant sind:
1) f1 = 2% + y? — 7 ist nicht translationsinvariant.

2) fo = (21 — x2)2 + (y1 — yg)2 (Abstand der ersten beiden Punkte p; und ps) ist G-invariant, denn G
ist lingentreu.

3) fa =22+ 9y} — 2112 — Y1y2 — T1T3 — Y1Y3 + T2T3 + Yoy3 ist G-invariant:

_ 1 — X2 Ty — 3
f3_<< Y1 — Y2 )’( Y1 — Y3 )>

ist das Skalarprodukt der Richtungsvektoren der Geraden pipz und pips. Dieses misst ob die Geraden
p1ip2 und pip3 senkrecht zueinander stehen.

Ein klassisches Resultat der Invariantentheorie besagt, dass

PY = K [di2,d13, ... din,dos, ... d2pn,d3a, ... dnn) =R[dij | 1 <i < j <

2

gilt mit d;; = (x; — x;)" + (yi — yj)2 = Abstandsquadrat von p; und p;.

1.7 Beispiel (Die zyklische Gruppe C,)

Sei K =R, V =R? und

ame{(3 ) (5 05 ) ()

0 1

Die Gruppe G ist zyklisch mit G = (o) und o = < 1 0

> = Drehung um 90° im Uhrzeigersinn. Dann

gilt
P9 ={f €Rlzy, 5] | f (x1,72) = f (—22,71)}
Spiter werden wir zeigen, dass PY = R [f1, fa, f3] gilt mit

2 .2 2.2 3 3
fi=x1+23, fo=xir; und f3=xi2s — 2125

Diese Invarianten sind nicht algebraisch unabhiingig, denn f2fy —4f7 — f2 = 0.
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1.8 Beispiel (Die symmetrische Gruppe S,,)

Sei K ein Korper, V = K" und G = S,, die symmetrische Gruppe, die auf V operiert durch Permutation
der Vektoren der Standardbasis {1, ..., 2, }. Die Darstellungsmatrizen sind gerade die Permutationsma-
trizen, d.h. fiir o € S, gelte o (x;) = 2,(;). Die invarianten Polynome sind die symmetrischen Polynome.

In Alg wird gezeigt, dass die elementarsymmetrischen Polynome

ST = T1+...+xy
So = T1X2+T1T3+...+T1Tp +T2T3+ ... +T2Tp + ... +Tp_1Tp
= E Liy Tiy
1<i1<ig<n
83 = E Tiy TipLiy
1<i1<i2<i3<n
Sp = T1X2...xp-1Tn
den Invariantenring P erzeugen, d.h. dass P¢ = K [s1, ..., s, gilt. Ferner wird gezeigt, dass {s1,...,s,}

algebraisch unabhéngig ist.

1.9 Beispiel (Invarianten binirer Formen)

Sei K ein Korper der Charakteristik 0, sei d > 2 und sei
Vg = {aoxd+a1xd_1y+...+adyd | agy...,aq EK} C K [z,y]

der Vektorraum der bindren Formen vom Grad d.
Die Gruppe G = SLg (K) = {M € Mats (K) | det (M) = 1} operiere auf V; durch
. b
@D ) = f e +pbardy) i o= (0

d—1

Eine Invariante von G ist die Diskriminante des Polynoms g = agz? + a12% 'y + ... + aqy?, die wie

folgt definiert ist: Uber dem algebraischen Abschluss K schreibe

d

9= H (viz 4+ Biy) mit a0 € K
i=1

Dann setze
Aa(g)= ][] (B —Bia)* € Klag,a1,..., a4
1<i<j<d
Es gilt: Ag(g) = 0 genau dann, wenn g eine mehrfache Nullstelle in K besitzt.
Ferner gilt: Ay (g) € K [ag, a1, .. ., aq)°.
Folgende Resultate sind bekannt:
a) K [VQ]G =K [AQ] mit AQ = CL% — 4a0a2.
b) K [Vg]G = K [A3] mit Az = a3a3 — 4apa3 — 4a3as — 27aka3 + 18apajazas.
¢) K [Vi]% = K [f1, fo] mit

i = a0a4—1a1a3+%a2
ap 1a1 lag
f2 = det %al %ag gag
g2 743 a4
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Hierbei gilt Ay = 2563 — 256 - 27f3.
d) K [V5]¢, K [Ve]° und K [Vi]“ sind dann ebenfalls explizit bekannt.
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