Wintersemester 2005/2006 Kapitel II: Elementare Eigenschaften von Invariantenringen

4 Wie kann man die Hilbert-Reihe eines Invariantenrings berech-
nen?

Im folgenden sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und G — GL, (K) eine
endliche Gruppe, die auf V' bzgl. der Basis {z1,...,2,} linear operiert.

Voraussetzungen

G sei endlich und es gelte char (K) 1 #G. Diese Voraussetzung definiert den sogenannten nicht-modularen
Fall.

4.1 Lemma

Fiir die Dimension des G-invarianten K-Untervektorraums V¢ = {v € V | o (v) = v Yo € G} gilt:

dim (VG) = % Z Spur (o)

' 1
Beweis: Sei 7 = 7] Z o € Mat, (K). Fiir alle 7 € G und alle v € V gilt
oceG

_ 1 1 - _
TU(’U):%ZTU(’U):%ZU(’U):U(’U)

ceG gel

Also gilt: & € V&, Fiir v € VY gilt & (v) = v, d.h. der Vektorraum V¢ ist das Bild dieser Projektion.
Ferner folgt:

o2 —L ol(o (v :L o(v) =0 (v
7= 55 20 TW) =55 > T0)=70)

Ve ceG

Somit ist & eine Projektion auf V& und aus > — & = 0 folgt, dass 0 und 1 die einzigen Eigenwerte von

o sind. Damit kénnen wir das charakteristische Polynom xz darstellen in der Form xz (t) = ¢t* (¢t — 1)B
mit ma + 8 = n. Hierbei gilt a = dimg (ker (7)) und dies liefert:

B = dimg (Bild (7)) = dimg (V)

Nun gilt:
Xz (t) =t" — Spur (7)t" ' £ ...

und somit § = Spur (7) = # Z Spur (o). O

4.2 Theorem (Moliens Formel)

Sei G endlich und char (K) t #G. Dann gilt

1

1
HSpe (2) #G ; det (Z,, — zA,)

Im Fall char (K) = 0 ist gilt sei dabei A, die Darstellungsmatrix von o bzgl. der Basis {z1,...,2,}.
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Im Fall char (K) # 0 wihle einen Isomorphismus zwischen der Gruppe der Einheitswurzeln in K und der
Gruppe der Einheitswurzeln in C, also puy (K) 2y, (C) mit v = #G. Dann sei A, die Diagonalmatrix
iber C mit den Bildern der Eigenwerte von o auf der Hauptdiagonalen.

Beweis: Der Beweis erfolgt nur fiir den Fall, dass char (K) = 0. Im Fall char (K) > 0 verlduft er analog.
Sei char (K) = 0. Fiir 0 € G und d > 0 sei 0¥ : P; — Py die induzierte K-lineare Abbildung. Der
invariante K-Untervektorraum aller Abbildungen (9 ist gerade (PG) 4 - Die Darstellungsmatrix von

o@ ist eine (":ﬁ;l) X (”Ii;l)—Matrix (vgl. Satz 3.7).

Wie wollen nun die Spur von ¢(®) berechnen. Dazu erweitern wir den Grundkérper K zum algebraischen
Abschluss K. Da o € G endliche Ordnung hat, d.h. da ¢7 = 1 gilt fiir v = #G, zerfillt x, () in
paarweise verschiedene Linearformen, denn p, (¢) | ¥ — 1 und wegen char (K) 1 v ist t¥ — 1 separabel .
Somit ist o diagonalisierbar. Sei {v1,...,v,} eine Basis von V bestehend aus Eigenvektoren von ¢ und
seien {\1,..., A\, } die zugehdrigen Eigenwerte. Es folgt: Spur (o) = A1 + ...+ \,.

Die Vektoren {v{*...v5" | aq + ...+ a,, = d} bilden eine K-Basis von P,. Sie sind Eigenvektoren von

o mit zugehdrigen Eigenwerten ATt .o, A% Also erhalten wir
Spur (a(d)) = Z AT Agn
a1 +...+a,=d

Insgesamt ergibt sich:
HF po (d) = dimg (PC),, 2 # 3 Spur (a(d>) - % DD DR PP Vs
oeG oceG ay+...4+a,=d

wobei Mg 1, ..., As,n die Eigenwerte von o seien. Zu (1): Lemma 4.1.

Nun erhalten wir:

HSPG (Z) = ZHFPG(d) Zd
d>0

- #ZZ > ATy At

ceGd>0 a1+...+ap=d

. #Z SN | [

oG \i>0 i>0

1 1 1
a #G;(l—)\mlz) <1+)\a,nz)

1 1
#G ; det (Z,, — zAy)

4.3 Beispiel

Sei K ein Korper der Charakteristik # 2. Die Gruppe

e {(a )0 ) ()

operiert auf V = K? durch Koordinatentransformation. Wir wollen beweisen, dass P¢ = K [f1, fa, f3]
gilt mit
hi=al+a5, fo=afe; und fs =225 - xiz,

Seite 13 Letzte Anderung: 23. November 2005



Wintersemester 2005/2006 Kapitel II: Elementare Eigenschaften von Invariantenringen

1. Es gilt K [f1, fo, f3] € P, denn f1, fo und f3 Cy-invariant sind. Dies ist leicht nachzurechnen.

2. Wir berechnen die Hilbert-Reihe von A = K [f1, fo, f3] mit CoCoA (vgl. Kapitel III) und erhalten

1—28

W)=y

3. Nun wenden wir Moliens Formel an und berechnen

1 1 1 1
H - = -
Spo (2) Lo (1-7 0 +4dt 1+2z 0
© 0 1-—2z © 0 142z
1 1 1
+ +
z

1 1
4 1 — 4 1 =z
det(z 1 ) det(_z 1>

S S S B
Tla—27 ey 142

B 1+ 24
-2+
1+ 2%

T 1-2)(1-29
1—28

(1—2) (-2

Dies zeigt A C PY und HS4 (2) = HSpe (2) und damit folgt A = PY.

4.4 Satz (Die Lineare-Algebra-Methode)

Sei S = {o1,...,0,} eine Menge von Matrizen, die G erzeugen. Betrachte die Abbildung

d:P — @P

ceS

fo= (0(f) = fses

Dies ist eine homogene K-lineare Abbildung. Fiir jedes d > 0 gilt (PG)d = ker (®4). Da ®, explizit
gegeben ist, kann man (PG) , also durch Losen eines linearen Gleichungssystems iiber K berechnet
werden.

Beweis: Offensichtlich ist & K-linear und homogen. Es gilt

feP® &  o(f)=fVYoeq
& o(f)y=fVoes
& (0i(f) = foes =0
& f € ker (®y)
Ferner ist ® homogen, denn alle o operieren homogen auf P ]
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4.5 Beispiel

Sei V; die Kleinsche Vierergruppe und {(1),(1 2)(3 4) =:01,(1 4)(32) =:09,(13)(24) =0102} C Sy
ihre Permutationsdarstellung. Diese Gruppe operiert auf V = K* durch Permutationsmatrizen, d.h. es
sei

1 0 0 O 01 0 0 0 0 0 1 0 0 1 0
a_Jlo 1 oo 1000| 00 10| 000 1]
- oo1o0f'fooo1]T%%o1oo]|%[1000] 7
0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 0 O 01 0 O
Wir wollen die fundamentalen Invarianten von G berechnen.
1. Berechne HSpe (z) mit Moliens Formel:
1 1 3 1423

HSPG(Z):i (1—Z)4+(1—2’2)2 = (1—2)(1_22)3

Vermutung: eine fundamentale Invariante vom Grad 1 und 3 weitere vom Grad 2.
2. Betrachte

(I>1 IPl — P12

Cox1 + c1x2 + cax3 + c3x4 — 1

=01 (l)—l

l=rciz1 +cama + caxs +cazy +—
41 + €320 + cox3 + 1y — 1

=0y (1)1
mit G = {1,071, 02,0102}. Dann folgt:
4
ker (1) = {Zcixi |1t =co=c3= 04} =K - (x1,22,23,%4)
i=1
und wir erhalten die erste fundamentale Invariante f; = 1 + 2 + x3 + 4.
3. Betrachte

®y: P, — Pj

q= clcc% + Cox1To + C3T1T3 + C4T1 T4 + C5x§ } L ( clxg + Cox1T2 + C3T2X4 + ... — (@ )

+cgxox3 + CrxoT4 + 08x§ + Cox3T4 + cloxﬁ clxi + CoX3T4 + C3T2X4 + ... — (@
Dann folgt:
ker (0y) = 2 fla=cs=cs= = = =c} CP
er(®z) = j{caxi+...+cror]|c1=c5=cg =cio,c2 =cy,c3=cr,ca=cs) C Py

Dies ist ein vierdimensionaler Vektorraum mit Basis
{(Il +---+I4)2,(IE1 —x2+ T3 *I4)2,(I1 ) *$3+I4)2,($1+I2*$3*!E4)2}

und wir erhalten drei weitere fundamentale Invarianten:

fo = (= *I2+I3*I4)2
fs = (x1—22 —963-5-334)2
fa = (x1+x —563—334)2
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4. Berechne die Hilbert-Reihe von A = K [f1, fa, f3, f4] mit CoCoA und erhalte
1

HSa () = (1—2)(1—22)°

5. Analog finde mit ®3 die Invariante fs = 23 + 23 + 23 + 3.
6. Nun ergibt sich fiir B = K [f1, fa, f3, f4, f5] die Hilbert-Reihe

1423

BT oy

7. Also folgt P¢ = B.

4.6 Beispiel
Sei K = C. Die Gruppe Z/(3) X Z/(4) operiere auf V = C3 durch die Matrizen

-1 0 0 1 00
G:< 0 -1 0 =: 01, 0 =: 02>
i

0 0 1

mit 02 =1, 02 = 1 und o109 = 0207.

Wir berechnen die fundamentalen Invariante mit obiger Methode.

1. Die Molien-Formel liefert:

1 1 1 1
81 (1-2) 1-2)1+2) (1—-2)"(1—iz)
_ 1
(1-22)°
2. Die naheliegende Vermutung, dass es drei fundamentale Invarianten vom Grad 2 gibt ist falsch.
Betrachte
‘1)2 . PQ — (P2)2
q= clx% + C2T1ZT9 + C3T1X3 . clx% + C2T1T9 — C3T1T2 + c4x§ — C5T2%3 + 06x§ —q
—|—C4x§ + csxox3 + 06x§ cle + cox1x9 + icgx13 + C4$§ + ic5x013 — c6x§ —q

Es folgt c3 = ¢5 = ¢g = 0 und daher (P¢), = Ka% & Kzy2o ® Ka3. Fiir fi = 23, fo = 2125 und

f3 = JZ% gllt A= K[f17f2af3] g PG'
3. Die Hilbert-Reihe von A ist
HS, ()= T2 L hs
A(Z)—m# P (2)

Also gibt es noch weitere fundamentale Invarianten.

4. Es zeigt sich: ker (®3) = {0}, ker (4) = <f12, fif2, f1f3, f2f3, fg,xf%). Daher ist f4 =
fundamentale Invariante.

5. Fiir den Ring B = K [f1, f2, f3, f4] folgt nun
HSp(z) = —— =
B (%) .

und daher P¢ = B = K [f1, fo, f3, f4].

eine weitere
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