Kapitel III: Algorithmische Grundlagen Wintersemester 2005/2006

8 Wie berechnet man die Hilbert-Reihe einer graduierten Unter-
algebra?

Sei K ein Korper und P = K [z, ...,z,] graduiert durch deg (x;) = d; > 0 fiir i = 1,...,n. Ferner sei
I C P ein homogenes Ideal.
Ziel: Finde

HNp,r(2)

HSp/1(2) = gHFP/I (1) 2" = (1 —zd1) ... (1 — zdn)

mit

8.1 Satz (Macaulays Basissatz)

Sei o eine Termordnung. Dann bilden die Restklassen der Terme in O, (I) = T™\ LT, (I) eine K-
Vektorraumbasis von P/I.

Beweis:
Erzeugendensystem: Zu zeigen ist U = I + (O, (1)), = P.

Angenommen, es gilt U g P, d.h. es gibt ein Element f € P\U. Wéhle ein solches Element mit minimalem
Leitterm bzgl. o. Dann hat f—LC, (f) LT, (f) € P\U einen kleineren Leitterm. Dies ist ein Widerspruch
zur Annahme.

Lineare Unabhingigkeit: Sei f = cito + ...+ ¢csts € I mit tq,...,ts € O, (I) und ¢y, ...,cs € K\ {0},
d.h. es sei c1t1 + ... + ¢sts = 0 in P/I. Dann folgt LT, (f) € {t1,...,ts}, also LT, (f) € O, (I). Dies ist
ein Widerspruch zu f € I und daher LT, (f) € LT, (), da f # 0 gilt. O

8.2 Korollar
a) Man kann einzelne Werte HF p,; (i) berechnen mittels
HEp) () = #{t €O, (I)| deg(t) = i}
b) Es gilt
HFp); (i) = HFp/ur, ) (i) fir alleieZ

c) Es gilt
HSp;r (2) = HSp 11, (1) (2) = HSp (2) = HSpr, (1) (2)
MaW: Es geniigt, einen Algorithmus fiir die Berechnung von HSp,; () im Falle eines monomiales Ideals
J C P zu finden.
Beweis:
Zu (a): Die Terme O, (I), = T}\ LT, (I), bilden eine K-Basis von (P/I),.

Zu (b): Die Aussage folgt aus (a) und LT, (LT, (I)) = LT, (I). Somit ist O, (I) eine K-Basis fiir P/I
und fiir P/LT, (I).

Zu (c): Die Aussage folgt aus (b). O
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8.3 Bemerkung

Die Berechnung von Hilbert-Reihen verwendet Multiplikationssequenzen.
Sei R positiv graduiert und f € R homogen vom Grad d. Dann sei

R(=d) =D R(-d); =D R-ar:
i€Z i€z
der um —d gradverschobene R-Modul. Dann ist die Multiplikationsabbildung
pg:R(=d) — R
r — rf

eine homogene Abbildung, denn fiir ein Element r € R(—d), = R;_q gilt: rf € R;.

Ferner sei 0 :p f = {r € R| rf =0} der Annulator von f. Er ist ein homogenes Ideal in R. Insgesamt
ist die Sequenz

0= (0:r f)(=d) > R(=d) 25 R— R/ (f) —» 0
homogen und exakt. Also ist auch
0—[R/(0:g )] (=d) 25 R—R— R/ (f)— 0
€

homogen und exakt. Diese Sequenz (1) heifit die zu f gehorige Multiplikationssequenz zu f. Sie liefert
HF g,y (i) = HF R (i) — HF g (i — d) + HF ;5 (i — d)
Ist f ein Nichtnullteiler fiir R, f.h. ist 0 :z f = 0, so folgt
HF g/ (s (1) = A"HF g (i) = HF g (i) — HF g (i — d)
(1)

wobei wir (1) als die d-te Differenzenfunktion bezeichnen.
Fiir die Hilbert-Reihe folgt:

HSg/(s)(2) = (1 - zd) HSg (2) + 24 HSo.,f (2)
HSg (2) = 2*HSR)(0:ny) (2)

8.4 Theorem (Der klassische Hilbert-Zihler-Algorithmus)

Sei P = K [x1,...,x,] graduiert durch deg(z;) = d;. Sei I & P ein monomiales Ideal. Betrachte die
durch die folgenden Schritte definierte Prozedur MonHN(I):

(1) Sei {t1,...,ts} das minimale monomiale Erzeugendensystem von I. Ist s = 1, so setze d = deg (¢1),
gib 1 — 2% aus und stoppe. Andernfalls wihle p € {t1,...,t,} und sei J das von {t,...,t;}\ {p}
erzeugte monomiale Ideal.

(2) Rufe MonHN(J) und MonHN(J : p) auf und seien f; (z) und f;(z) die berechneten Ergebnisse.

Hierbei ist LoV
t.
J:p:< g (z,p)>
p t

(3) Sei d = deg(p). Gib f; (2) — 2%f (2) aus und stoppe.

i#P
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Dies ist eine Algorithmus (rekursiv definierte Funktion), die den Hilbert-Zéhler HNp,; (2) berechnet.

Dann gilt
HNp/r (2)

H (1 —2z%)

%

HSp/1(2) =

Beweis:

Endlichkeit: In Schritt (2) ruft sich MonHN(...) zweimal selbst auf. In beiden Féllen wir des Argu-
mentideal von weniger als s Monomen erzeugt. Also gilt irgendwann s = 1 und die Prozedure stoppt in
Schritt (1).

Korrektheit: Im Fall s =1 gilt I = (¢1) und die Multiplikationssequenz

Htq

0—P(—d)— P—P/I -0

liefert
1— 24

IT(a—=%)

%

HSp/r(2) = (1—2%)HSp (2) =

Sei nun s > 1. Mit Induktion nach s kénnen wir ausrechnen, dass HNp,; (2) = f1 (2) und HNp, s.(p) =
f2 (2) korrekt berechnet wird. Betrachte die Multiplikationssequenz

0— (P/J:(p))(—d) X P/J — P/T —0

und erhalte
HNP/[ (Z) = HNP/J (Z) — Zd HNP/J:(p) (Z) = f1 (Z) — deg (Z)
Also wird auch HNp/; (2) korrekt berechnet. O

8.5 Korollar

Die Hilbert Reihe einer endlich erzeugten, positiv graduierten K-Algebra R = P/I mit P = K [z, ..., 2]
graduiert durch deg (x;) = d; > 0 hat die Gestalt

HNg (2)

HSR(2) = (1 —201) ... (1—2%)

mit einem Polynom HNpg (z) € Z [2] mit HNg (0) = 1.
Beweis: Verwende HSg (2) = HSp/ 11, (1) (2) und Induktion {iber die Zahl der Schritte von MonHN(-).00

8.6 Beispiel
In Beispiel 4.3 betrachte A = K [f1, fa, f3] C K [21,22] mit

fi=at+al fo=afa und fy = z125 — o
1) Betrachte den K-Algebra Homomorphismus

Q:K[ylay27y3} - A
vi — fi
2) Berechne ker (®) = (y?y2 — 4y3 — y3) = J.
3) Fiir 0 = Lex erhalte LT, (J) = (y%yz)-
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4) Graduiere P = L [y1, 42, y3] durch deg (y1) = 2, deg (y2) = deg (y3) = 4. Dann ist ® homogen und es
gilt

HS4 (2) = HSﬁ/J (z) = HSP/ LT, (j) (2)
5) Verwende Theorem 8.4 und erhalte

HNP/LTU(J) (Z) =1- Zs

6) Also folgt:
1—28 1424

H84 (=) = (1—28)(1—24)2  (1-25(1-29)

8.7 Beispiel

a) In Beispiel 4.5 betrachte A = K [f1,..., fa] C K [z1,...,%4] mit

i = sitoatastoa=10h

fa = (11*$2+$3*$4)2:l§
fs = (w1 -2 — a3 +ag)’ =13
fa = (:171+x27x371'4)2:li

1) Berechne der Kern von

O:Kly,...,ys) — A
¥i —  fi

und erhalte J = ker (®) = (0).

2) Es folgt
1

HS4(2) = —— =HS5 (2
A = o =S G)
mit deg (y1) = 1, deg (y2) = deg (y3) = deg (y4) = 2.
b) Nun betrachte B = K [f1,..., f5s] C P mit fi,..., f4 wie oben und
fs = ai + a3+ a3 + 2]

1) Berechne den Kern von

\I/ZK[yl,...,yg,] — B
vi — fi
und erhalte
ker () = (y§ + 6yiyn + 9yy3 + 6ytys + ...+ 256y2) = J
2) Wihle o = Lex und erhalte LT, (J) = (y%).
3) Berechne HNp 117y (2) mit Theorem 8.4 und erhalte
HNp ) 1p, () (2) 1423

HSp (Z) = (1_2) (1_22) (1—2’3) = (172) (1722)3
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