Aufgabe 30: Die Zahl e ist transzendent iiber Q.

Beweis. Angenommen, e ist algebraisch iiber Q. Dann existieren Elemente
ag, - - -, Gy € 7 mit ag # 0 und

ame™ + -+ +aje+ag = 0.

Betrachte das Polynom

1

=) 2" Nz = 1) (2 —m)" € Q]

fz) =

vom Grad mn +n — 1 mit n € N und
F(z) = f(z)+ f'(@) + -+ fm = ().

Wende nun Lemma 7.7 an und erhalte fiir £k = 0, ..., m die Gleichung

/ ' f(t)e tdt = F(0) — F(k)e .
0

Multiplikation mit are® und Aufsummieren der Gleichungen liefert dann

m k m
Z ape” / f(t)e tdt = — Z arF (k). (%)
k=0 0 k=0

Untersuche zunichst die rechte Seite der Gleichung. Es ist () (0) = 0 fiir
1=0,...,n—2und f*1(0) = (=1)™m!™. Fiir | > n ist nach Lemma 7.6
jeder Koeffizient der I-ten Ableitung von 2" !(z — 1)"--- (x — m)" durch
n! teilbar. Dann ist f) € Z[z] mit durch n teilbaren Koeffizienten, d.h.
f®(0) = nry fiir ein r; € Z. Zusammen ergibt sich

mn+n—1

FO)= Y f90) = (=)™ m!" +nr € Z
=0

. —1
mit 7= > .

Weiter gilt f(l)(k:) =0firl=0,....n—1lund k=1,....m. Firl >n
ergibt sich mit obiger Argumentation f!)(k) = nr| fiir ein 7, € Z. Wir
erhalten damit

mn+n—1 mn+n—1

F(k) = Z FOk) = Z nr; =nr' €7
=0 l=n

mn—1

mit v’ =37~ r]. Fiir die rechte Seite in Gleichung (x) ergibt sich somit

m m
- E apF (k) = —(=1)™"m!"ag — n(rag + r’ E ax) € 7,
k=0 k=1



d.h. fiir n > |ag| mit ggT(n, m!) = 1 eine nicht durch n teilbare ganze Zahl,

also
‘— > apF(k)| > 1
k=0

Wir wollen nun die linke Seite in (%) abschéitzen. Im Intervall [0, m] gilt
fiir den Betrag von f die Abschitzung

mmn+n— 1

Damit erhalten wir

m k m k
Zakek/ fte tdt| < Z\ak\ / f(t)ektdt‘
k=0 0
mn+n 1 m et
< MU zrakr/ i
mn-l—n 1 m
= e Z’a’f’ke
anrn
< mZI%I

Der Betrag der linken Seite ist also durch eine Konstante beschrinkt, die
fiir gentigend grofie n kleiner als 1 ist. Wihle nun ein solches n mit n > |ag|
und ggT(n,m!) = 1 und erhalte einen Widerspruch. Also ist e transzendent
iiber Q. O



