Aufgabe 44:
Seien Hy, Ho Gruppen und sei ¢ € Hom(Hz, Aut(H;)). Dann gilt:

a) Ist G = Hy x Hjy semidirektes Produkt von H; und Ha, so besitzt jedes Element g € G
eine eindeutige Darstellung der Form g = hi1hs mit hy € H; und ho € Hs.
b) Auf G = H; x Hy sei durch
(h1, ha)(h1, ha) = (h1((h2))(h1), haha)
eine Multiplikation definiert fiir h1,h1 € H; und hg, hy € Hy. Dann ist G eine Gruppe,
und es existieren Untergruppen G1,Go von G mit G1 = Hy, Go = Hy und G = G1 x Gs.
Beweis. Fiir den Beweis von a) seien g € G, hy, ) € Hy und ho, hly € Hy mit g = hihg = hhl,.
Dann ist h’l_lhl = hhhy ' € Hy, also hy = h} wegen Hy N Hy = {e}. Damit ergibt sich auch
ho = hb,.
Sei nun G = H; X Hy und seien (f1, f2), (91, 92), (h1, he) € G. Zunichst ist G abgeschlossen bzgl.
der angegebenen Multiplikation, denn

(91, 92)(h1, h2) = (g1p(92)(h1), g2h2) € H1 x Ha.

Nachrechnen ergibt die Assoziativitét:

[(f1, f2)(g1, g2)](h1, h2) hi, ha)
gl)@(fwz)( 1), f2g2h2)
92)(h1)), fag2ho)
)s f292h2)
f1, f2)(g10(92) (h1), g2ho)

)

= (f1, f2)[(g91,92) (1, ha)].

Ist e; das neutrale Element von H; und ey von Ha, so erhalte (e, e3) als neutrales Element von
G, denn
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Das inverse Element zu (hy, he) ist (¢(hy')(h

1 ,h2€2; = §h161,h2§ = éh17h2§,
1),e2h2) = (erh1, ha) = (h1, ho).
1

b, hil) € G, denn

(P1, h2)(p(hy ) (h ') k') = (Pap(ha)((hy ) (B ), hahy ')
= (hy (h2h2 )(h1 ), e2)
= (h1h1v 2)
= (e1,€2),

(p(hy ) (hi 1) by )(hasha) = (kg ) (BT (g 1) (h), hy tho)
= (p(h 1)(h11h1)762)
= (p(hy")(er), e2)
= (e, e2).

Insgesamt ist G mit der angegebenen Multiphkatlon also eine Gruppe.
Betrachte nun die Teilmengen G; = Hyx{e2} und Gy = {e; } x Hy von G. Diese sind offensichtlich
zu Hy bzw. Hy isomorphe Untergruppen von G. Weiter gilt
(h1, ho) = (hip(e2)(er1), e2ha) = (h1, e2)(e1, ha),
d.h G = G1G5. Zudem ergibt sich fiir jedes h € Hy
(h1,ha)(h,e2)(hi,ho) ™" = (hip(ha)(h), haea)(p(hy ') (A1), by ')
= (hp(ha)(h)p(ha)(@(hy ) (hi!)), hahy ')
= (hap(ho)(h)hy ", e2) € Gu,

also ist G ein Normalteiler von G. Schliellich gilt noch G; N G2 = {(e1,e2}, und G ist damit
das semidirekte Produkt von G; und Gas. O



