Prof. Dr. Martin Kreuzer

Ubungsaufgaben zur Vorlesung
»Anwendungen der Computeralgebra*
Blatt 4

Im Folgenden sei K ein Korper und P = K [z1, ..., x,].

Aufgabe 15 (Ein Programm ohne Bugs ist nicht die normale Lage.)
Sei I ein O-dimensionales Radikalideal in P = K [z1, ..., x,].
a) Schreiben Sie eine CoCoA—Funktion IsNormalPos (...), die nachpriift, ob sich I fiiri € {1,...,n}
in normaler z;—Lage befindet und entweder das entsprechende i oder FALSE ausgibt.

b) Wenden sie Thre Funktion IsNormalPos (...) an um herauszufinden, ob sich die folgenden
O—dimensionalen Ideale fiir ein i € {1,...,n} in normaler z;,-Lage befinden.

L = P4y —1ldey—22—-2y+1) C Qlz,y
I, = <x2—y,x2—3x+2> C Qlx,y]
Is = (x+y+zy"+y yz+22"—2) C Qlz,y, 7

¢) Angenommen, das Ideal I befindet sich fiir kein ¢ € {1,...,n} in normaler x;—Lage. Schreiben
Sie eine CoCoA—Funktion NormalPosTrafo (...), die einen Index ¢ € {1,...,n} und ein Tupel
(c1,...,¢i—1,Cit1, - - ., Cn) berechnet, so dass die lineare Koordinatentransformation x; — x; fiir
j#Fiund x; — T, — 11— ... —Ci_1Ti_1 — Ciy1Tit1 — - . . — Cpy, das Ideal in ein Ideal in normaler
xr;—Lage transformiert.

d) Verwenden Sie Ihre Funktion NormalPosTrafo (...) um lineare Koordinatentransformationen
zu finden, die die folgenden Ideale in normale x;—Lage fiir ein ¢ € {1,...,n} bringen.

Jio= (@+y*+3, 22—y +1) C Qlz,y
Jy = (ay, &+, P’ +y° +y) C Falz,y]
J3 = <$3—1’7y2+y732—2> - Fg[l’,y,Z]

Aufgabe 16 (Besser man bleibt am Montag morgen im Bett liegen
statt die ganze Woche den Montagscode zu debuggen.)

Kombinieren Sie die bisher entwickelten CoCoA-Funktionen zu einer Funkton LexSysSolve (...), die
eine Liste von Polynomen F' = (fi,..., fs) € P® nimmt und das zugehorige algebraische Gleichungs-
system

fi(zy,...,z,) = 0
(%) :
fs(x1,...;z) = 0
im Sinne von Korollar 3.20 16st. Verwenden Sie dann Thre Funktion LexSysSolve um die folgenden
Systeme zu l6sen.

a) Fl = (22 4y+z—1l, e+’ 4+z2—1La+y+22—1)eQz,y, 2]’
b) Fy, das System aus Beispiel 3.7.17 in [KR1]
¢) Fy= (2 +1y2+22-9,32% — %2, 222 — 22+ 2) € Q[z,y, 2
d) =@+ - +aoy—a—vy, vz —yz, vy> —ay — > +y, 22y — 22 —ay +z, y* — 3°)

in Fs [z,y, 2]°



Aufgabe 17 (Bugs come in when you open Windows.)

Sei I = (f1, f2) € P = Q [z,y] das Ideal, das von f; = %:sztyz—l-axy— lund fy, = x2+%y2+bzy— 1
erzeugt wird. Berechnen Sie die O—Randbasis von I bzgl. O = {1, z,y,zy}, wobei a,b € Q beliebig
sind. Zeigen Sie, dass die O—Randbasis ,,stetig” von a und b abhéngt.

Aufgabe 18 (Hast Du die Wahl zwischen zwei Theorien, so wiahle die lustigere!)

Sei A die Menge aller Ideale I in P = Q [z, y], die eine {1, z}-Randbasis besitzen. Zeigen Sie, dass
A mit Q* identifiziert werden kann.

Aufgabe 19 (Diese alte Schachtel hat viele Rénder!)
Seien a,b € N, und sei O = {2%y? | 0 <i < a, 0 < j < b}. Bestimmen Sie 9*O fiir jedes k > 0.

Aufgabe 20 (Die Programmierer versuchen Ihre Programme narrensicher zu machen.
Aber die Narren sind erfindungsreicher.)

Implementieren Sie den Randbasis-Algorithmus in einer CoCoA—-Funktion BBAlgorithm (...). Ver-
wenden Sie Thre Funktion dann, um Randbasen der folgenden Ideale bzgl. der angegebenen Term-
ordnungen zu berechnen.

a) I = (2* +ay — 59° — 2 — 3y, y* —y, 2y’ — 2y) C Q[,y] bzgl. Deglex.

b) I = (2* —xy + 3, 2 — 2%y, 2y — xy®, xy® — y°, 2° +9°) C Q[x,y] bzgl. DegRevLex.
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o) Iy= (2> +y* —wy, 2° — 2%, y° —y?, 2%y — 2, vy’ —y) C Q[z,y] bzgl. Lex.



