Logik und
Computerbe-

weise

Holger Bluhm,

Prof. Dr.
Martin
Kreuzer,

Stefan Kiihling

Logik und Computerbeweise
Schnupperuni 2007

Holger Bluhm,
Prof. Dr. Martin Kreuzer,
Stefan Kiihling

02.08.2007

Inhaltsverzeichnis

1 (Aussagen—)Logik

Logik, was ist das eigentlich?

Grundlagen . . . . . ..

Aussagenlogische Ubersetzungen

2 (Computer—)Algebra

Algebraisches Vorgeplankel . . . . . . . . . ..o
Von der Logik zur (Computer—)Algebra

3 CoCoA
4 Drei Beispiele
5 Aufgaben

6 Loésungen

- W o~ =

15

17

27

33



1 (Aussagen—)Logik

Logik, was ist das eigentlich?
Schldgt man den Begriff im Lexikon nach, so bekommt man folgende Antworten:

»Logik, Lehre vom folgerichtigen (logischen) Denken.*
Witte Schiilerlexikon, 18. Auflage 1957, Freiburg.

»Logik, 1) Fihigkeit, richtig zu denken;
2) Wissen vom Wesen und der Bildung der Begriffe und Urteile. “

Knaurs Lexikon a-z, 1969, Miinchen.

»Logik, [griechisch >Wort<, >Vernunft<|, allgemein die Fihigkeit, richtig zu denken;
im engeren Sinn die Kunst so zu argumentieren, dafl sich aus gesicherten Vorausset-
zungen tber einen Sachverhalt richtige, das heifit logisch schliissige Folgerungen ziehen
lassen.
Durch logisches Denken lernt man klare, eindeutige Beziehungen zwischen einzelnen
Aussagen herzustellen. Ohne den logischen Gebrauch der Sprache wirde die menschli-
che Verstindigung erschwert; auch Computer kénnten ohne Logik nicht funktionieren.*
Der Jugend Brockhaus, 1985, Wiesbaden.

Diese Zitate vermitteln schon einen relativ guten Eindruck, was mit Logik gemeint ist. Dieses Bild
wollen wir nun mathematisieren.

In der formalen Logik widmen wir uns dem Studium der formalen Beziehungen zwischen Denkin-
halten. Der Prototyp einer mathematischen Beschreibung solcher Denkinhalte ist der der Aussage,
fiir die wir die folgende Pseudodefinition verwenden.

Definition 1.1

Eine (logische) Aussage ist ein sprachliches Gebilde, das entweder wahr (kurz w oder 1) oder
falsch (kurz £ oder 0) ist.

Mit den hier vom Himmel fallenden Begriffen wahr und falsch werden die iiblicherweise mit
einer Aussage verbundenen Wahrheitswerte bezeichnet. In einem gewissen Sinn beschéftigt sich
die formale Logik mit ,, Aussagen iiber Aussagen*.

Beispiel 1.2 Die folgenden sprachlichen Gebilde stellen Beispiele fiir Aussagen dar.

A = | Berlin ist die Hauptstadt von Deutschland.*
B = ,Der Wal ist ein Fisch.”

C = ,Fir jede Zahl z € R gilt 2 > 0.¢

D = | Das Programm MyProg (...) terminiert.“

Hingegen stellen die folgenden sprachlichen Gebilde ,, Aussagen iiber Aussagen“ dar.

E = ,Die Aussagen A und B sind beide wahr.*
F = _Die Aussage B gilt nicht.* = | Der Wal ist kein Fisch.“

Das sprachliche Gebilde ,,Morgen wird es regnen ist jedoch keine Aussage im Sinn von Definiti-
on 1.1, denn ihr Wahrheitswert hingt vom Standpunkt des Betrachters ab.

In der mathematischen Logik wird eine Symbolisierung der Aussagen vorgenommen. Anstelle einer
Aussage betrachten wir also ein Aussagensymbol (z.B. A oder B). Diese Aussagensymbole kénnen
wir dann mit Junktoren (d.h. Verkniipfungen wie ,,und zugleich“ A, ,oder* V oder ,nicht* =) zu
komplizierteren logischen Formeln zusammensetzen. Je nachdem, mit welchen Wahrheitswerten
die Aussagensymbole belegt werden, erhalten solche logischen Formeln ebenfalls Wahrheitswer-
te. Die Regeln, nach denen Aussagensymbole oder allgemeiner so genannte atomare Formeln zu
komplizierteren Formeln zusammengesetzt werden, nennt man die Syntaz eines logischen Systems.
Die Regeln, nach denen logische Formeln mit Wahrheitswerten versehen werden, nennt man die
Semantik eines logischen Systems.

SchlieBlich bleibt noch eine Aufgabe: Wie kann man feststellen, ob eine logische Formel unter
allen moglichen Belegungen der atomaren Formeln mit Wahrheitswerten stets den Wahrheitswert
,wahr liefert? Oder ob sie stets den Wahrheitswert ,falsch* liefert? Dies ist die Aufgabe eines
logischen Kalkiils.

Definition 1.3
Ein logisches System besteht aus den folgenden Teilen.

a) Gewisse formale Ausdriicke werden als atomare Formeln bezeichnet. Die Syntax des
logischen Systems legt fest, wie man die atomaren Formeln mit Hilfe gewisser Junktoren
oder Operatoren zu komplizierteren Formeln zusammenfiigen darf. Die sich ergebenden
logischen Formeln sind dabei erst einmal nur nach gewissen Regeln erstellte Zeichenketten
ohne ,Inhalt“ oder ,Bedeutung®.

b) Die Semantik des logischen Systems besteht aus einer Reihe von Regeln, die festlegen, wie
die Formeln mit Wahrheitswerten versehen werden koénnen. Dadurch erhalten die Formeln
eine gewisse , Bedeutung oder ,Interpretation®. Eine Belegung der atomaren Formeln mit
Wahrheitswerten, fiir die eine Gesamtformel F' den Wert wahr® ergibt, nennt man ein
Modell fiir F'. Besitzt I kein Modell, so heifit F' eine unerfiillbare Formel. Liefert F' bei
jeder Belegung den Wert ,,wahr“, so heifit F' eine Tautologie oder eine allgemein giiltige
Formel.

¢) Optional gibt es fiir ein logisches System auch ein logisches Kalkiil (oder einfach Kalkiil).
Ein Kalkiil besteht aus einer Reihe von mechanisch anzuwendenden, starren Regeln fiir die
Umformung von Formeln. Das Ziel der Anwendung eines logischen Kalkiils ist es, die Un-
erfiillbarkeit einer vorgegebenen Formel nachzuweisen oder ein Modell fiir sie zu konstruieren.
Kalkiile eignen sich meist fiir die algorithmische Implementierung im Computer.

Das einfachste logische System ist die Aussagenlogik, die im néchsten (Unter—)Abschnitt ausfiithr-
lich untersucht werden wird. Fiir die Aussagenlogik gibt es mehrere Kalkiile. Bestandteil solcher
Kalkiile sind meist Regeln fiir Aquivalenzumformungen von Formeln. Dies bedeutet, dass man For-
meln in andere Formeln iiberfiihrt, die bei jeder Belegung (d.h. den elementaren Wahrheitswerten
der einzelnen Aussagen) denselben Wahrheitswert liefern und deswegen fiir die Untersuchung der
Unerfiillbarkeit bzw. Allgemeingiiltigkeit als zu der Ausgangsformel gleichwertig betrachtet wer-
den konnen.

Auf dem ersten Blick mag es iiberraschen, dass man bei einem logaschen Kalkiil i.A. nur die
Unerfiillbarkeit einer Formel bzw. einer Formelmenge nachzuweisen sucht. Jedoch ist eine Formel
F genau dann allgemein giiltig, wenn ihre Negation —F unerfiillbar ist. Ebenso ist eine For-
mel G genau dann eine Folgerung aus einer Menge von Formeln {F}, ..., F,}, wenn die Formel
Fy A+« N F, A =G unerfiillbar ist. Alle drei Aufgaben sind also dquivalent.



Grundlagen

Jetzt wollen wir die Definition 1.3 mit Leben erfiillen, dafiir brauchen wir erstmal eine genauere
Definition der Syntax eines logischen Systems.

Definition 1.4 (Die Syntax der Aussagenlogik)

a) Eine atomare Formel ist von der Form A; mit ¢ € N, d.h. atomare Formeln sind nur die
einfachen Aussagen.

b) Eine beliebige Formel entsteht induktiv aus atomaren Formeln, wobei die folgenden Schritte
erlaubt sind:

bl) Jede atomare Formel ist eine Formel.
b2) Sind F, G zwei Formeln, so sind auch (F' A G) sowie (F'V G) Formeln.
b3) Fiir jede Formel F ist auch =F eine Formel.

Hierbei heift F A G die Konjunktion von /' und G,
FV G die Disjunktion von F und G, und
-F die Negation von F'.

Seien z.B. Aj, Ay, A3 elementare Aussagen, so sind (—A; V (Az A Az)) und ((A; A Ag) V A3z) (aus-
sagenlogische) Formeln, wohingegen A; V As A Az keine Formel ist, da die Klammerung fehlt (die
Junktoren A und V binden gleich stark).

Zur Vereinfachung der Konstruktion von Formeln fithren wir die folgenden Abkiirzungen ein.
Notationen 1.5

a) Fiir Aussagen verwenden wir statt Ag, Ay, As, ... auch A, B, C etc.
Seien nun die Formeln Fy, Fy, F3, ... gegeben.

b) Fiir (=F; V F3) schreiben wir auch (F; = Fb). Wir nennen F; = F eine Folgerung.

¢) Fiir (Fy A F3)V (=F) A =F3) schreiben wir auch (F} < F,). Wir nennen F} < F; eine Aqui-
valenz.

Nachdem wir jetzt ein paar Regeln haben, wie wir kompliziertere Formeln sinnvoll aus anderen
Formeln bauen koénnen, brauchen wir noch Vorschriften, die uns sagen, wie wir den Wahrheits-
wert einer solchen komplizierteren Formel aus den Wahrheitswerten der Einzelformeln bestimmen
konnen. Dies regelt die Semantik.

Definition 1.6 (Die Semantik der Aussagenlogik)

a) Die Elemente der Menge {wahr, falsch} heifien die Wahrheitswerte. Wir schreiben auch
1 statt wahr und 0 statt falsch.

b) Sei M eine Menge von atomaren Formeln. Eine Belegung von M ist eine Abbildung
a: M —{0,1}.

c¢) Sei M die Menge aller Formeln, die mit Hilfe der atomaren Formeln in M gebildet werden
konnen, und sei a : M — {0,1} eine Belegung. Dann erweitern wir « zu einer Abbildung
a: M — {0,1} gemaf den folgenden Vorschriften.

3

cl) Fiir atomare Formeln A € M gilt & (A) = a (A).
¢2) Fiir Formeln F,G € M gilt

1 fallsa(F)=1und a(G) =1,
0 sonst.

a(rne) -

¢3) Fiir Formeln F, G € M gilt

1 fallsa(F) =1 oder a(G) =1 (oder beides),
0 sonst.

arvay={

c4) Fiir F € M gilt fiir nicht F

A [ 1 fallsa(F) =0,

a(~F) = { 0 sonst.

Im Folgenden schreiben wir der Einfachheit halber « statt a. Ist eine Belegung der in ei-
ner Formel vorkommenden Aussagensymbole gegeben, so ist der Wahrheitswert der Formel
geméif dieser Definition leicht zu ermitteln.

Wenn die Formeln nicht zu kompliziert (gro) sind, dann lisst sich der Wahrheitswert einer Formel
mit Hilfe der Wahrheitstafelmethode bestimmen, dabei geht man gemifl den Definitionen 1.4
und 1.6 und ggf. mit Hilfe der Notation 1.5 auf die Wahrheitswerte der Elementarereignisse zurtick.

Bemerkung 1.7 (Wahrheitstafeln)

Seien F,G zwei Formeln und « : M — {0,1} eine Belegung der in F und G vorkommendnen
atomaren Formeln.

a) Der sprachliche Gebrauch von ,und® im Sinne von ,sowohl als auch® wird mit A bezeich-
net, der Gebrauch von ,oder® im nicht exklusiven Sinne wird mit V symbolisiert und fiir
,nicht* schreiben wir —. Diese drei Operation werden durch die folgenden Wahrheitstafel

beschrieben:
a(A) a(B)|a(A/\B) a(A) a(B)|a(AvB) a(A)‘a(ﬂA)
1 1 1 1 1 1 1 0
1 0 0 1 0 1 0 1
0 1 0 0 1 1
0 0 0 0 0 0
b) Die in Notation 1.5 beschriebenen Verkiipfungnen = und < werden mit
a(A) a(B)‘a(A:>B) a(A) a(B)|a(A<:)B)
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1

beschrieben. Man beachte hierbei, dass man bei = aus etwas falschem (a (A) = 0) alles
folgern kann.



Definition 1.8
Sei F eine aussagenlogische Formel und sei o : M — {0, 1} eine Belegung.
a) Sind alle in F' vorkommenden atomaren Formeln in M enthalten, so heifit « zu F' passend.

b) Ist o zu F' passend und gilt o (F)) = 1, so schreiben wir o |= F. Wir sagen, dass F' unter der
Belegung « gilt und nennen « ein Modell fiir F.

c¢) Ist F eine Menge aussagenlogischer Formeln, so heifit « ein Modell fiir F, wenn fiir alle
F e F gilt: o |= F. In diesem Fall schreiben wir a = F.

d) Eine Menge F von Formeln heiit erfiillbar, falls F mindestens ein Modell besitzt. Ansonsten
heit F unerfiillbar.

e) Eine Formel F heifit allgemein giiltig oder eine Tautologie, wenn jede zu F passende
Belegung ein Modell fiir F' ist.

Satz 1.9

Eine Formel F ist genau dann eine Tautologie, wenn —F unerfillbar ist.

Beweis

Genau dann ist F' eine Tautologie, wenn fiir alle zu F' passenden Belegungen o : M — {0, 1} gilt
a = F, also genau dann, wenn fiir alle zu F passenden Belegungen « nicht gilt o = —F. Dies
bedeutet gerade, dass —F unerfiillbar ist. O

Definition 1.10
Zwei Formeln F und G heiflen (semantisch) dquivalent, wenn fiir alle zu F' und G passenden
Belegungen o : M — {0,1} die Gleichung a (F) = a (G) gilt. In diesem Fall schreiben wir F' = G.

Satz 1.11 (ohne Beweis) (Die fundamentalen Aquivalenzen der Aussagenlogik)
Fiir aussagenlogische Formeln F,G, H gelten die folgenden Aquivalenzen.:
a) (FAF)=F sowie (FVF)=F
(Idempotenz)
(FANG)=(GAF) sowie (FVG)=(GVF)
(Kommutativitét)

b)

¢) (FANG)ANH)=(FA(GAH)) sowie ((FVG)VH)=(FV(GVH))
(Assoziativitit)

d) (FA(FVG))=F sowie (FV(FANG)=F
(Absorption)

e) (FA(GVH)=({(FAG)V(FAH)) sowie (FV(GANH))=(FVG)A(FVH))
(Distributivitiit)

f) —F=F
(Doppelnegation)

g) " (FAG)=(=FV-G) sowie = (FVG)=(—FA-Q)
(de Morgansche Regeln)

h) Ist F eine Tautologie, so gilt (F'V G) = I sowie (FAG) =G.
(Tautologieregeln)

i) Ist F unerfillbar, so gilt (F'V G) = G sowie (FANG)=F.
(Unerfiillbarkeitsregeln)

In Anbetracht der Assoziativitit konnen wir im Weiteren iiberfliissige Klammerpaare in aussagen-
logischen Formeln weglassen.

Folgerung 1.12 (Unerfiillbarkeitsproblem)

Wenn man zeigen mdachte, dass eine Formel G immer aus einer Formelmenge {Fy, ..., F,} folgt,
also dass (Fy A --- N F,) = G eine Tautologie ist, so zeigt man die Unerfillbarkeit von

.5.b

S(FA-AE)=>G) ) S(n(FA---AF)VG)
1.11.g)
= (R A AE)A-G
1.11.f)

1.11.c)
= FA---ANF,A-G.

Wir zeigen also die Unerfillbarkeit der Voraussetzungen zusammen mit der negierten Behauptung.

Bemerkung 1.13 (exklusives oder)

Die Formel = (F < G) bzw. (—F < G) oder (F < —G) ist gleichbedeutend mit dem , exklusiven
oder® zwischen F' und G, d.h. entweder es gilt F' oder es gilt GG, aber nicht beides:

o

(FVG)A=(FAG)

= ((FVG)A-(FAG))

ML L (S(FVG) V= (FAG))
11l.g)

= (P A=G) V(P AG)
"2 L (FAG)V (-F A-G))
1.5.c)

-~ (Fed).
Also ist das ,exklusive oder* das Gegenteil der Aquivalenz:

a(F) a(G’)|a(F©G)|a(ﬁ(F<:>G))
1

1
0
1
0

S == O

1
1 0
0 0
0 1

Andere géngige Symbole fiir das ,,exklusive oder” sind auch

®, XOR und V.



Aussagenlogische Ubersetzungen

Wenn man ein sprachliches Gebilde (z.B. einen Aufgabentext) in logische Formeln iibersetzen
mochte, geht man immer nach dem gleichen Rezept vor.

1) Festlegung der Abkiirzungen: Jeder Elementaraussage wird eine Abkiirzung zugeordnet.
Wie z.B. A =, Anton kommt zur Geburtstagsfeier.

2) Ubersetzung der Aussagen: Mit Hilfe der Elementaraussagen werden dann die Aussagen
zu Formeln iibersetzt. Hierbei gibt es folgende Ubersetzungsregeln.

e ,A gilt (dann), wenn B gilt“ oder ,wenn B gilt, dann gilt auch/folgt A“:
B= A
e A gilt genau dann, wenn B gilt“:

A& B.

e ,, A gilt nur (dann), wenn B gilt“, d.h. ich weif, dass A gilt, also muss auch B (als
Voraussetzung) eingetreten sein:
A= B.

Gelten mehrere Aussagen zusammen, so werden sie mit ,und“ A zusammengesetzt.

3) =, & und ,entweder oder* werden mittels ihrer Definitionen iibersetzt und ersetzt:

,, Folgerung*
A=B 2 -AvB
,,Aquivalenz“
AeB = (A= B)A(B=4)
"2 CAVB)A(BVA)
"2 (AAB)V (=AA-B)
wentweder oder*
~(AeB) 2 (AVB)A-(AAB).

4) Das Unerfiillbarkeitsproblem wird wie in Folgerung 1.12 beschrieben formuliert.

5) Die fundamentale Aquivalenzen (Satz 1.11) werden benutzt um die Formel in einheit-
liche Gestalt zu bringen, d.h. zu vereinfachen.

6) Auswertung/Kalkiil.

Jetzt fehlt nur noch ein Kalkiil zum Auswerten der Formeln (Kapitel 3), hierzu benutzen wir die
Computeralgebra. Dafiir sind auch wieder ein paar Vorbereitungen (Kapitel 2) zu treffen.

Beispiel 1.14 (Philosophisches)

Platon hatte Recht mit seiner Einschitzung des Sokrates genau dann, wenn Sokrates kein grofier
Philosoph war. Wenn Sokrates ein grofier Philosoph war, dann hatte Aristoteles Recht mit seiner
Einschiatzung des Platon. Aristoteles hatte nur dann Recht mit seiner Einschidtzung des Platon,
falls Platon Recht hatte mit seiner Einschitzung des Sokrates.

1) Festlegung der Abkiirzungen:

S = ,Sokrates war ein grofler Philosoph.*
A
P

,Aristoteles hatte Recht mit seiner Einschidtzung des Platon.”

,Platon hatte Recht mit seiner Einschitzung des Sokrates.*

2), 3) Ubersetzung der Aussagen:

e Platon hatte Recht mit seiner Einschidtzung des Sokrates genau dann, wenn Sokrates
kein grofier Philosoph war.*
F = (P <~ _'S)
e  Wenn Sokrates ein grofler Philosoph war, dann hatte Aristoteles Recht mit seiner
Einschitzung des Platon.*

Fi=(S= A)=(~SVA)

e Aristoteles hatte nur dann Recht mit seiner Einschidtzung des Platon, falls Platon
Recht hatte mit seiner Einschétzung des Sokrates.

F3:=(A= P)=(-AVP)

e Alle Aussagen zusammen werden beschrieben durch die Formel
F:=F ANFy A Fs.
6) Somit ergibt sich fiir die Formel
F:=(P&-S)A(-SVA)A(-AVP)

folgende Wahrheitstabelle.

a(P) a(S) a(Ad)|a(Pe—S) a(-SVA) a(mAVP)|a(F)
1 1 1 0 1 1 0
1 1 0 0 0 1 0
1 0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1 1
0 1 1 1 1 0 0
0 1 0 1 0 1 0
0 0 1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 1 0

Also sind die Belegungen o (P) = a(A) =1, a(S) = 0und o(P) =1, a(S) = a(4) =0
Modelle fiir F'.



2 (Computer—)Algebra

Das Wort Computer—Algebra ist aus den Worten Algbra und Computer zusammengesetzt. In
dieser speziellen Richtung der Algebra geht es um Berechnungen, die sich besonders gut mit dem
Computer durchfithren lassen. Es bleibt also noch zu kliren, was die Algebra eigentlich fiir eine
Art der Mathematik ist.

s Algebra (w.), urspriinglich Lehre von den Gleichungen, jetzt allgemein die Buchsta-
benrechnung*
Witte Schiilerlexikon, 18. Auflage 1957, Freiburg.

s Algebra [arab.], Lehre von den Gleichungen, verwendet Buchstabenrechnung. — Al-
gebraische Funktion, cine mathematische Funktion, die nach d. Regeln der Algebra
zusammengesetzt ist.*

Knaurs Lexikon a-z, 1969, Miinchen.

,Algebra, Teilgebiet der Mathematik, das sich mit Gleichungen und Ungleichungen
beschiftigt. Das Rechnen mit Gleichungen ist sehr alt. Die dltesten Aufgaben iber qua-
dratische Gleichungen, die man kennt, finden sich auf Keilschrifttafeln der Babylonier
(2000 v.Chr.). Von der Beschiftigung der Agypter mit Gleichungen zeugt das > Rechen-
buch des Ahmes<, eine Papyrosrolle von 20m Linge und 30 cm Breite, das um etwa
1700 v.Chr. entstand.
Bei den Griechen beschiftigten sich vor allem Heron von Alezandria, Diophant und
Euklid mit der Gleichungslehre. So loste Euklid (um 325 v.Chr.) die quadratische Glei-
chung auf rein geometrische Weise durch Flichenverwandlung. Heron (60 n.Chr.) und
Diophant (um 250 n.Chr.) gaben rechnerische Liosungen der quadratischen Gleichung
an. Neben Gleichungen verwendeten griechische Mathematiker, so z. B. Euklid, Dio-
phant und Archimedes (um 250 v.Chr.), auch schon Ungleichungen.
Das Erbe der Griechen iibernahmen die Inder und Araber. Die Inder, die mit negativen
Zahlen rechnen konnten, stellten das paarweise Auftreten der Liosungen quadratischer
Gleichungen fest.
In der Friihzeit der Mathematik wurden alle Rechnungen und Formeln in Worten aus-
gedriickt. Erst allmdhlich fihrte man Abkiirzungen fiir hiufig gebrauchte Ausdriicke
ein. So bezeichnete Diophant unbekannte Zahlen mit dem Zeichen ¢ (griechisches
SchluB-s).
Erst Leonardo von Pisa (um 1200) verwendete in griferem AusmafS Buchstaben als
Platzhalter. Die ausschliefiliche und folgerichtige Benutzung von Buchstaben ist dem
Franzosen Frangois Viéte (*1540, 11576) zu verdanken. Im 16. Jahrh. gelang die
Losung der Gleichungen 3. und 4. Grades mit Hilfe der cardanoschen Formeln, nach
dem italienischen Mathematiker Geronimo Cardano (* 1501, 11576).
Den grundlegenden Satz der Algebra, auch Fundamentalsatz der Algebra genannt
fand 1799 Carl Friedrich Gauf. Der Satz besagt, daf jede Gleichung n—ten Grades
genau n Losungen hat, daf also z. B. eine Gleichung 3. Grades genau 3 Lisungen be-
sitzt.”

Der Jugend Brockhaus, 1985, Wiesbaden.

Wenn man sich den Vortrag mal anschaut, dann tauchen dort die Begriffe ,, Kérper® als Rechen-
raum, ,Ideal* und ,Ring“ beim Aufruf von CoCoA auf. Diese Begriffe haben in der Mathematik
andere Bedeutungen als im alltdglichen Leben. Diese miissen erst ein Mal Stiick fiir Stiick bereit
gestellt werden.

Algebraisches Vorgeplankel

In einer Menge konnen Elemente in einem gewissen Zusammenhang stehen. So ldsst sich fiir ganze
Zahlen x,y z.B. entscheiden, ob x kleiner als y oder z ein Teiler von y ist. In der Mathematik
heiflen solche Zusammenhénge auch Relationen und sind wie folgt definiert.
Definition 2.1
Seien M, My, My Mengen.
a) Eine Teilmenge R von M; x M heit Relation zwischen M; und M,. Im Fall M; = M,
sprechen wir von einer Relation auf Mj.
Ist (z,y) € R, so sagen wir x und y stehen in Relation und schreiben = ~g y oder kurz
T~y
b) Eine Relation ~ auf M heifit Aquivalenzrelation, wenn fiir beliebige z,y, z € M gilt:
(A1) Reflexivitit:

(Az) Symmetrie:
T~y =S y~n

(A3) Transitivitét:
rz~yundy~z = x~ 2.

¢) Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M und 2 € M, so heift die Menge
T={yeM|z~y}

die Aquivalenzklasse von z (beziiglich der Relation ~).

Beispiel 2.2

a) Die Allrelation M x M und die identische Relation Iy, (z ~ y :& o = y) sind Aquivalenz-
relationen.

b

=

Die Teilmenge {(z,y) € Z* | x teilt y} von Z? ist eine reflexive, transitive Relation. Sie ist
aber nicht symmetrisch, denn 2 teilt 4, aber 4 ist kein Teiler von 2.

c¢) Sein € N fest gewéhlt. Dann wird durch
x~y & nist Teiler von x —y

eine Aquivalenzrelation auf Z definiert. Dabei stehen zwei ganze Zahlen also genau dann in
Relation, wenn sie bei Division mit n den gleichen Rest lassen. Bei dieser Relation ist die
Schreibweise @ = y mod n (,,z ist kongruent zu y modulo n*) gebriuchlich.

Bzgl. dieser Relation gibt es genau n Aquivalenzklassen. Die Menge dieser Aquivalenzklassen
wird mit Z /nZ bezeichnet.

Fiir n = 2 teilt man so die ganzen Zahlen in die geraden (0) und ungeraden (1) Zahlen ein.

Die Menge Z /nZ ist im Folgenden von besonderer Bedeutung. Sie liefert uns fiir n = 2 den
Zahlenraum, den wir fiir unsere spéteren Berechnungen bendtigen. Wichtig ist, dass es sich dabei
nicht nur um eine Menge mit n Elementen handelt, sondern dass diese Menge eine gewisse Struktur
besitzt, so dass wir mit den Elementen rechnen kénnen.

In der realen Welt, in der man sich hauptséchlich mit den Mengen Z, Q und R beschéftigt, rechnen
wir mit Zahlen, d. h. wir kénnen z. B. addieren und multiplizieren. Anders ausgedriickt lassen sich
Zahlen verkniipfen und diese Verkniipfungen geniigen gewissen Regeln. Die einfachste Struktur,
die wir auf eine solche Weise erhalten, ist eine Gruppe, die wie folgt definiert ist.
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Definition 2.3

Sei G eine nichtleere Menge und o eine Verkniipfung auf G. Dann heiit (G, o) bzw. G eine Gruppe,
falls gilt:

(G1): o ist assoziativ auf M, d.h. zo (yoz) = (zoy) oz fir alle z,y,z € G,

(G2): es existiert ein neutrales Element e in G, d.h. fir allex € G gilt xoe =2 =ecou;

(G3): fiir alle x € G existiert ein inverses Element 27! € G mit oz ' =e=z2"1oux.

Eine Gruppe G heifit abelsch oder kommutativ, wenn zusétzlich gilt

(Gy): o ist kommutativ auf M, d.h. x oy =y oz fiir alle 2,y € G.

Beispiel 2.4

a) (Z,+), (R,+) und (R \ {0}, ") sind Gruppen.
b) (Np,+) und (N,-) sind keine Gruppen.
¢) Auf der Menge der Aquivalenzklassen Z /nZ bzgl. der Relation aus Beispiel 2.2.a) ldsst sich

wie folgt eine Addition definieren. Fiir ganze Zahlen x,y sei T + 7 := x + y. Zusammen mit
dieser Verknpfung bildet Z /nZ eine abelsche Gruppe.

Im Allgemeinen kénnen auf einer Menge mehrere Verkniipfungen definiert sein, z.B. eine Addition
und eine Multiplikation. Dazu erweiteren wir den Begriff der Gruppe und erhalten einen soge-
nannten Ring.

Definition 2.5

Ein Ring ist eine nichtleere Menge R mit zwei Verkniipfungen + und - (Addition und Multipli-
kation), so dass

(Ry): (R,+) eine abelsche Gruppe ist
(ihr neutrales Element bezeichnen wir als Nullemelent 0);

(Ry): - assoziativ auf R ist;

(Rs3): die Distributivgesetze gelten:
x(y+z)=zy+uaz, (z+y)z=xz+yz fiir alle z,y,z € R.

Ein Ring R heifit kommutativ, falls die Multiplikation in R kommutativ ist.

Das neutale Element von R bzgl. -, falls es {iberhaupt existiert, heift Einselement — wir be-
zeichnen es mit 1 — und R heifit dann Ring mit 1 (mit Einselement oder Eins).

Beispiel 2.6

a) Z, Q und R sind zusammen mit der iiblichen Addition und Multiplikation Ringe.
b) Die Menge Q [z] aller Polynome in einer Variablen iiber Q bildet einen Ring.

c) Auf Z /nZ ist durch T -3y := T -y eine Multiplikation definiert. Mit dieser wird Z /nZ zZu
einem kommutativen Ring mit 1.

Im spéteren Verlauf, insbesondere bei den Berechnungen mit CoCoA, kommt der Begriff des Ideals
vor. Ein Ideal ist einfach eine Teilmenge eines Ringes, die gewissen Eigenschaften geniigt.
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Definition 2.7

Sei R ein kommutativer Ring und [ eine Teilmenge von R. Dann heifit I ein Ideal in R, falls gilt:

a) (I,+) ist abelsche Gruppe,
b) fir allez € I und y € R gilt zy € 1.

Beispiel 2.8

a) R und {0} sind stets Ideale in R.
b) nZ = {nk | k € Z} ist ein Ideal in Z fiir jedes n € Z.

Wir haben gesehen, dass die Mengen Z, Q und R Ringe sind. Jedoch unterscheiden sich die letzten
beiden Mengen wesentlich von der ersten. Denn in @Q und R besitzt jedes von Null verschiedene
Element ein multiplikatives Inverses. Es handelt sich also um besondere Ringe, sogenannte Korper.

Definition 2.9

Ein kommutativer Ring (R, +,-) mit 1 heit Korper, falls jedes Element von R\ {0} ein multi-
plikatives Inverses besitzt, d.h. wenn fiir alle z € R\ {0} ein y € R existiert mit zy = 1.

Beispiel 2.10

a) Q und R sind Korper.
b) Ist p € N eine Primzahl, so ist Z /pZ ein Korper. Auch die Umkehrung ist korrekt.

Also ist Z /2Z ein Korper mit zwei Elementen. Er wird auch mit Fy bezeichnet. Mit diesem

Koérper werden wir im Folgenden arbeiten, denn wir werden mit den Elementen 0 und T gerade
die Wahrheitswerte falsch und wahr identifizieren.
Zuletzt wollen wir noch auf einige spezielle Rechenregeln hinweisen:

1-1=1 1-0=0 1+0=1 1+1=0

oder allgemeiner

fir alle z € Fy.
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Von der Logik zur (Computer—)Algebra

Wir wollen nun mit Hilfe der Computer—Algebra aussagenlogische Formeln auf ihre Erfiillbarkeit
hin testen. Die Computer-Algebra erlaubt es uns, komplizierte Berechnungen mit Polynomen
und Idealen bestehend aus Polynomen durchzufiihren. Wir miissen nun lediglich die Formeln in
algebraische Ausdriicke iibersetzen. Die Idee dabei ist, eine Formel mit einem Ideal aus Polynomen
zu identifizieren. Da wir dabei im Zahlenraum Fy rechnen werden, kommen als Nullstellen von
Polynomen nur 0 und 1 in Frage. Mit CoCoA koénnen wir nun die gemeinsamen Nullstellen aller
Polynome bestimmen und erhalten so ein Modell fiir unsere Formel.

Genauer gehen wir wie folgt vor. Jede atomare Aussage A; identifizieren wir mit dem Polynom
x; — 1. Damit iibersetzen wir die Tatsache, dass a(A) = 1 ein Modell liefert, in die Tatsache,
dass 1 Nullstelle von x; — 1 ist. Junktionen von atomaren Formeln werden durch Idealoperation
dargestellt. Die folgende Ubersicht zeigt die Vorgehensweise:

Logik Nullstellensuche

Aussagensymbole Variablen
A, B,C oder A, ..., A, r,y,z oder xy,...,1,
Erfiillbarkeit von Nullstelle von
A bzw. B (x—1)=F bzw. (y—1)=G
-A F+l==x
AV B F-G=@-1)(y—1)
AANB=-(-AV-B) (F+1)(G+1)+1=(zy+1)

Beispiel 2.11
Nehmen wir z.B. die unerfiillbare Formel A A=A, die Aussagen A und —A haben dann die Uber-
setzungen
(x—1) und ((z—1)+1)=u=.
Damit hat dann die Formel A A ~A die Ubersetzung
((z=1)+1)-(x+1)+1

- (r+1)+1
22+zr+1
= 22—x+1

Dieses Polynom hat weder 0 noch 1 zur Nullstelle, also ist die zugehorige Formel nicht erfiillbar.
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3 CoCoA

Natiirlich ist diese Ubersetzung mit anschlieBender Vereinfachung und Nullstellentest per Hand
langsamer als die Wahrheitstafelmethode.

Jedoch haben wir fiir die Vereinfachungen und Nullstellensuche das Computeralgebra—System
CoCoA zur Verfiigung.

Sl

'vl — =0 X
File Edt CoCos  Settings Help
DE0BES DeXED K« SO

== _f _f hY -

-- /! _N S Ay PN --

-- Ay | (IS | | hY --

- . .S A -—-

- Version : 4.4 -

- Online Help : type ? or “keyword -

- Webh site : http: /fcocoa. dina. unige. 1t -

-- The current ring is R ::= Q[x v 2],

Interactive [0} ]

‘ Ready [127ms] |L\ne 1cak1[Hi 1 ‘ww Morrnal [AC: OFF

CoCoA-Befehle werden immer grofl geschrieben und mit einem Semikolon beendet.

So legt dann Use Z/(2) [x,y,z]; fest, dass wir in Fy rechnen und die Variablen x,y,z zur
Verfiigung haben. Ebenso verursacht z.B. Use Z/(2) [x[1..6]]; die Festlegung von 6 Variablen
ry,...,xs iiber Fy.

Als Erstes setzen wir immer

K:=Ideal(x"2-x,y 2-y,z"2-2);
oder
K:=Ideal(x[1]"2-x[1],...,x[6]1 2-x[6]);

Dieses Korperideal brauchen wir spéter.

Fiir das Aussagensymbol A verwenden wir das Polynom x — 1 und dieses geben wir dann als
I1:=Ideal(x-1); in CoCoA ecin.

Natiirlich konnen so auch bereits iibersetzte, grofiere Formeln/Polynome eingegeben/verwendet
werden.

Mit A,B, eingegeben als 11,12, kénnen wir auch

AANB mit J1:=I1+I2;
AV B mit J2:=Intersection(I1,I2);
—-A mit J3:=K:I1;

eingeben.
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Mit ReduceGBasis(J); wird dann das Ideal J ausgewertet.

Als Ausgabe erhalten wir dann (hier nur fiir eine Variable z)

(1

[z]

[z +1]
2+ 2]

I

die Formel ist unerfiillbar

die Formel gilt fiir z = 0, also fiir o (A) =0
1

1

die Formel gilt fiir = 1, also fiir a (A) =

I

die Formel gilt immer (Tautologie)

Beispiel 3.1
Wir wollen die Formel
F = (P& -S)A(-SVA)A(-AVP)
= (=PV-S)A(PVS)A(=SVA)A(-AV P)

auf Erfiillbarkeit testen.

Wir verwenden die Variablen x fiir P, y fiir S und z fiir A:

Use Z/(2) [x,y,2];

K:=Ideal(x"2-x,y 2-y,z"2-2);

Um das Eingegebene besser mit der Formel vergleichen zu kénnen, verwenden wir
P:=Ideal (x-1); fiir P,

S:=Ideal(y-1); fiir S,

A:=Ideal(z-1); fiir A.

F = («PV=8)A(PVS)A(=SVA)A(=AV P)

F := Intersection(K:P,K:S)
+ Intersection(P,S)
+ Intersection(K:S,A)

+ Intersection(K:A,P);

Wertet man F' mit ReducedGBasis (F); aus, so erhéilt man
[y, 2’2 + z, x + 1]
und sortiert
[x +1,y, 272 + 2],
was unserem bekannten Ergebnis von Seite 8 entspricht:

a(P)=1,a(S)=0und a(A) ist beliebig.

" tr=@+l)a=(—-1)-azinlF,
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4 Drei Beispiele

Aufgabe 4.1 (Beurteilungen)

In einer Firma gibt es drei Abteilungen A, B, C| die fiir die Durchfithrung eines Projekts in Frage
kommen. Sie begutachten sich gegenseitig wie folgt:

e Abteilung A schreibt: ,Die Abteilungen B und C' schaffen das Projekt nicht.“
e Abteilung B schreibt: ,,Abteilung A kann das Projekt durchfithren, Abteilung C' aber nicht.*
e Abteilung C' schreibt: ,, Abteilung A kann das Projekt durchfiihren, nicht aber Abteilung B.*“

Der Chef weif, dass eine zu dem Projekt fihige Abteilung die anderen Abteilungen korrekt
einschéitzen kann und dass es mindestens eine fahige Abteilung gibt.

a) Stellen Sie eine aussagenlogische Formel auf, deren Erfiillbarkeit damit dquivalent ist, dass
der Chef eine geeignete Abteilung finden kann.

b) Losen Sie das Problem des Chefs.

Losung 4.1
a) e Festlegung der Abkiirzungen:

A = | Abteilung A kann das Projekt durchfithren*,
B =, Abteilung B kann das Projekt durchfithren®,
C' = ,Abteilung C kann das Projekt durchfithren.

o Ubersetzung der Aussagen/Informationen:

— ,Abteilung A schreibt: ,Die Abteilungen B und C' schaffen das Projekt nicht.® “:
Fi:=A= (-BA-C).

— ,Abteilung B schreibt: ,Abteilung A kann das Projekt durchfiihren, Abteilung C'
aber nicht.‘ “:
FQ =B = (A/\“C)

— ,Abteilung C' schreibt: Abteilung A kann das Projekt durchfiithren, nicht aber
Abteilung B. “:

e Zusitzlich:

— ,Es gibt mindestens eine geignete Abteilung*:
Fy:=(AvBvV().
o Also:

F = Fl/\FQ/\F3/\F4
= (A= (-BA-C)AN(B=(AAN-C)A(C=(AN-B)AN(AVBVC)
= (mAV(=BA-C)A(=BV(AN-C)ANCV((AN-B)ANAVBVC).
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b) Wenn F erfiillbar ist, kann der Chef eine fihige Abteiliung finden:
a(~AV (~BA-C)) a(-BV (AA-C))a(-CV(AA-B)) a(AVBVC)

«

)a(B) a(C)

(A
0
0
0
0
1
1
1
1

Nur Abteilung A kann das Projekt durchfiihren.

== QOIol= = O o

= O rRor oo

=== = F S

or koo~
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CoCoA

Die Formel F ist bereits in iibersetzungsfreundlicher Gestalt:

F = (mAV(=BA-C)A(=BV(AAN=C))A(=CV(AAN=B)A(AVBVC).

o Festlegung des Grundringes:
Use Z/(2) [x,y,2];

e Ideale:
K:=Ideal(x 2-x,y 2-y,z 2-2);
A:=Ideal (x-1);
B:=Ideal(y-1);
C:=Ideal(z-1);

o Ubersetzungen der Teilformeln:
— F,=(—AV (=BA-C))
J1:=Intersection(K:A, (K:B+K:C));

— F,=(=BV (AA=0))

J2:=Intersection(K:B, (A+K:C));
— F3=(=CV (AA=B))

J3:=Intersection(K:C, (A+K:B));
- F,=(AvBVC)

J4:=Intersection(A,Intersection(B,C));
oder (einfacher)
J4:=Intersection(A,B,C);

e Gesamtformel:
J:=J1+J2+J3+J4;

e Auswertung:
ReducedGBasis(J) ;
liefert
[z, y, x + 1] bzw. [x + 1, y, z].

e FErgebnis:

Dies gibt die Nullstellen x = 1, y = z = 0, also ist die einzig mogliche Belegung o (A4) = 1
und « (B) = a (C) = 0, d.h. nur Abteilung A kann das Projekt bis zum Ende der Woche

durchfiihren.
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Aufgabe 4.2 (Der Bulle von Transsylvanien: Lucy in the sky with diamonds)
Inspektor Craig hat wieder einmal schwierige Fiille zu l6sen. Sein augenblickliches Revier ist Trans-
sylvanien, ein Land, das gleichermafen von Vampiren wie Menschen bewohnt wird. Hinzu kommt,
dass ein betrichtlicher Teil der Bevolkerung von einer grausamen Geisteskrankheit heimgesucht
wird, die ihre Opfer so sehr verwirrt, dass diese immer das Gegenteil dessen sagen, was sie eigent-
lich meinen. Erschwerend fiir seine Ermittlungen wirkt sich auch die Tatsache aus, dass Vampire
im Gegensatz zu Menschen auch noch liigen (ein geisteskranker Vampir sagt also wieder die Wahr-
heit).

In seinem ersten Fall handelt es sich um zwei Schwestern namens Lucy und Minna. Inspektor
Craig muss herausfinden, wer von ihnen ein Vampir ist. Er weif}; dass eine der beiden Schwestern
ein Vampir ist und die andere ein Mensch. Uber den Geisteszustand der Betreffenden ist nichts
bekannt. Hier ist das Transkript der Untersuchung:

Insp. Craig (zu Lucy): ,Erzihlen Sie mir etwas, das Sie beide betrifft.“
Lucy: ,,Wir sind beide verriickt.
Insp. Craig (zu Minna): ,Stimmt das?*
Minna: ,Natiirlich nicht.“
Hieraus konnte Inspektor Craig zu jedermanns Zufriedenheit nachweisen, welche der Schwestern
ein Vampir war. Sie auch?
Losung 4.2
Wir benutzen die folgenden Abbkiirzungen:
Ly = ,Lucy sagt die Wahrheit®,

Ly = ,Lucy ist ein Mensch*,

L, = ,Lucy ist geistig gesund®,
My, = ,Minna sagt die Wahrheit*,
My; =, Minna ist ein Mensch®,

M, = ,Minna ist geistig gesund“.

Der iibersetzte Aufgabentext ergibt die folgende Formel:

F= (LW - (L}w - Lq)) A (]\/[11 <~ (]\ka <~ ]\/L])) A (Lw <~ ‘\Af}w)

=F =F =:F3
A (LW’ <~ (“L,/ A "A[q)) A (]\JW g "Lw’) .
=:Fy =:F5

Gesucht ist ein Modell fiir F.

Um eine Wahrheitstafel mit 26 = 64 ( (2 Wahrheitswerte)® M ™) Zeilen zu vermeiden formen

wir die Formel F' um: Wir benutzen F3 und F5, um M), durch —L,; und My, durch =Ly in F,
zu ersetzen. Da ein Modell gesucht ist, d.h. eine Belegung von Ly, Lar, Ly, My, Mas, My, so dass
a(F) = 1 ist, miissen auch o (F3) = 1 = a (F5) sein. Also ist der Wahrheitswert von Ly, gleich
dem von — M)y, und der Wahrheitswert von My, gleich dem von —Ly,. Wir erhalten somit

F' = (Lw' 4 (L[u <~ Lg)> A (“LW <~ ("L[\,j g Afg)) A (LW =4 (ﬁLy A ‘!qu))

=F —F} =F
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und eine Wahrheitstabelle mit nur noch 2* = 16 Zeilen:

, CoCoA
a(Lw) a(La) a(Lg) a(My)| a(Lyr < Ly) a(Fr)| a(=Ly < Mg) o (Fy)| oo (—Lg A =Myg) o (Fy)| o (F7) -
0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 Zuerst muss die Formel F” mit Hilfe der Definition der Aquivalenz (Notation 1.5.c)) umge-
0 0 0 1 1 0 1 1 0 1 0 schrieben werden:
0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0
\ 8 0 (1) (1] 8 ! ! ! 0 [1] (1) | F' = (Lws (Lu s L) A(—Lw < (~Ly & M,)) A (Lw < (—Ly A ~M,))
0 Lo 1 0 1 0 0 0 1 0 = [(Lw e Ly L) A[(~Lw & (7Ly & M) )] A[(Lw < (—=Ly A =M,))]
— e
0 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 G G
0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 0 - ! 2
(Lt 0 ¢ — " : : e =" [(Tw A GV (L A=G)] Al(~Lw A Ga) V (Liw A =G)]
10 1 0 0 0 0 1 0 0 | o AN(Lw A (mLg A=My)) V (=L A= (=Lg A = M,))] -
1 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 1 0 1 1 0 mit
1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0
1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 G = (LyeL)
1 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 5
.5.c)
= [(LM A Lg) \ (_‘LM A _‘Lg)]
Es gibt also zwei Moglichkeiten: Gy = (-Ly & M,)
1) a(Lw) = a(Ly) =0, a(Ly) = a(M,) = 1. Mit Fy folgt: (M) = 1 und mit F5 folgt 15.0) Lo A M 7 M
a (Mw) = 1. Also: Lucy ist ein geistig gesunder, liigender Vampir, Minna ist ein gesunder, L1Lf) [(=Las A My) V (Lag A ~My)]

die Wahrheit sagender Mensch.
o Festlegung des Grundringes:

2) a(Lw) =1, a(Ly) = a(Ly) = a(M,) = 0. Mit F; und F; folgen: o (My;) = 1 und Use 2/(2) [x[1..6]1;

a(My) = 0. Also: Lucy ist ein verwirrter, die Wahrheit sagender Vampir, Minna ist ein
verwirrter, liigender Mensch. o Ideale:

In jedem Fall ist Lucy der Vampir und Minna der Mensch. K:=Ideal(x[1]"2-x[1],x[2] "2-x[2],x[3]"2-x[3],x[4] "2-x[4]);
LW:=Ideal (x[1]-1);
LM:=Ideal(x[2]-1);
LG:=Ideal (x[3]-1);
MG:=Ideal(x[4]-1);

o Ubersetzungen der Teilformeln:
— Gi=[(Lmu ALg) V (mLy A—Ly)]
I1:=Intersection((LM+LG), (K:LM+K:LG));
Gy = [(_'LM A Mg) V (LM N —|Mg)]
I2:=Intersection((K:LM+MG) , (LM+MG)) ;

— Fi =[(Lw AGy) V (Lw A =G1))
J1:=Intersection((LW+I1), (K:LW+K:I1));
Fy = [(=Lw A G2) V (Lw A =Ga)]
J2:=Intersection((K:LW+I2), (LW+K:I2));
= Iy =[(Lw A (=Lg A=My)) V (=L A = (=Lg A =M,))]
J4:=Intersection((LW+K:LG+K:MG), (K:LW+K: (K:LG+K:MG))) ;
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e Gesamtformel:

J:=J1+J2+J4;

e Auswertung:

ReducedGBasis (J);

liefert

[x[4]°2 + x[4], x[3] + x[4], x[2], x[1] + x[4] + 1].

Dies sind zwei Losungen in einer.

x[4]1°2 + x[4] bedeutet, dass x[4]1® + x[4] = 0 sein muss, also, dass beide
Zusténde von x [4] vorkommen.

x[3] + x[4] heifit, dass in der Losung x[3] und x[4] dquivalent sind, dies ent-
spricht der Gleichung x[3] + x[4] = 0 und, da wir in [y rechnen, x[3] = x[4].
x[2] heifit, dass auf jeden Fall x[2] = 0 gelten muss, d.h. Lucy ist kein Mensch,
also ist sie ein Vampir und nach der Voriiberlegung bedeutet dies, dass Minna der
Mensch ist.

x[1] + x[4] + 1 heifit, dass x[1] und x[4] sich gegenteilig verhalten, d.h. wenn
x[1] =1 gilt, dann ist x[4] = 0 und umgekehrt.

o Ergebnis:

Da auf jeden Fall v (Lys) = 0 gilt, ist Lucy der Vampir und Minna der Mensch.
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Aufgabe 4.3 (Die Geburtstagsfeier)

Emil mochte seinen Geburtstag feiern. Leider sind seine Freunde Anne, Bernd, Christine und
Dirk recht schwierig. Und zwar ist es so, dass Anne nur kommt, wenn auch Bernd kommt. Bernd
kommt nur, wenn Christine kommt. Wenn wiederum Christine kommt, kommt auch Dirk. Wenn
allerdings Bernd und Dirk kommen, kommt Christine nicht. Dirk kommt nur, wenn Anne oder
Bernd kommen.

a) Stellen Sie eine aussagenlogische Formel auf, die die obige Situation beschreibt.

b) Zeigen Sie, dass keiner dieser vier Freunde zu Emils Geburtstagsfeier kommt.

Losung 4.3

a) e Abkiirzungen:

=, Anne kommt zu Emils Geburtstag®,
= ,Bernd kommt zu Emils Geburtstag*,

,Christine kommt zu Emils Geburtstag*,

OQw
Il

= ,Dirk kommt zu Emils Geburtstag*.

o Ubersetzung der Aussagen:

— ,Anne kommt nur, wenn Bernd kommt*:
F:=(A=B)=(-AVDB).
— ,Bernd kommt nur, wenn Christine kommt*“:
F,=(B=0C)=(-BV().
— ,,Wenn Christine kommt, kommt auch Dirk“:
F3:=(C=D)=(=-CVD).
— ,Wenn Bernd und Dirk kommen, kommt Christine nicht*:
Fi:=((BAD)=-C)=(=(BAD)V~-C)=(-BV-DV-C).
— ,,Dirk kommt nur, wenn Anne oder Bernd kommen*:
Fs:=(D=(AVvB))=(-DVAVB).
Die gesamte Aussage wird durch die Konjunktion der Teilformeln beschrieben:
F = FINF,ANFSANFE N F
= (RAVB)A(=BVC)A(=CVD)A(=BV-DV-C)AN(-DVAVB).

b) e Wir wollen zeigen, dass keiner von Emils Freunden zu seiner Geburtstagsfeier kommt,
also dass F' = G mit G := (mAA B A —=C A —=D) eine Tautologie ist. Nach Folge-
rung 1.12 nehmen wir das Gegenteil an (,, Einer seiner Freunde kommt zu Emils Party®)
-G = (AVBVCVD)und fithren dies zu einem Widerspruch:

F' = FA-G
= (mAVB)A(=BVC)A(=CV D)A
(=BV =DV -C)AN(-DVAVB)AN(AVBVCVD,).
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CoCoA

Die Formel F ist bereits in Ubersetzungsfreundlicher Gestalt:

F' = (RAVB)A(=BVC)A(=CV D)A
(=BV =DV -C)A(=DVAVB)A(AVBVCVD,).

o Festlegung des Grundringes:
Use Z/(2) [x[1..4]11;

e Ideale:
K:=Ideal (x[1] " 2-x[1],x[2] " 2-x[2],x[3] "2-x[3],x[4] 2-x[4]);
A:=Ideal (x[1]1-1);
B:=Ideal (x[2]-1);
C:=Ideal(x[3]-1);
D:=Ideal (x[4]-1);

o Ubersetzungen der Teilformeln:

- Fi=(-AVB)

J1:=Intersection(K:A,B);
- F,=(=BVC)

J2:=Intersection(K:B,C);
— Fy=(=-CV D)

J3:=Intersection(K:C,D);
— Fy=(-BV-DV-C)
J4:=Intersection(K:B,K:D,K:C);
— F;=(-DVAVB)
J5:=Intersection(K:D,A,B);
— Fs=(AvBVCVD)
J6:=Intersection(A,B,C,D);

o Gesamtformel:
J:=J1+J2+J3+J4+]J5+J6;

o Auswertung:
ReducedGBasis (J);
liefert

[1].

o Ergebnis:

Also ist die Formel unerfiillbar, d.h. F' = G ist eine Tautologie, somit kommt
keiner von Emils Freunden zu seiner Geburtstagsfeier.
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5 Aufgaben

Aufgabe 5.1 (Von der Schwierigkeit, Frauen zu verstehen)

Anne sagt: ,Bettina sagt die Wahrheit.“
Bettina sagt: ,Claudia liigt.*
Claudia sagt: ,,Anne und Bettina sagen beide die Wahrheit oder liigen beide.*

Wer liigt denn nun und wer sagt die Wahrheit?

Aufgabe 5.2 (Die Firma I)
In einer Firma werden zur Zeit die drei Projekte A, B und C' bearbeitet. Um herauszufinden,
welche Projekte bis zum Ende der Woche abgeschlossen werden, befragt der Chef der Firma die
jeweiligen Projektleiter und erhiilt folgende Angaben:
1) Es kénnen nicht alle Projekte fertiggestellt werden.
Um Projekt B fertigstellen zu konnen, muss Projekt A fertiggestellt sein.
Es wird auf jeden Fall Projekt B oder Projekt C' fertiggestellt.
Projekt C' kann nur fertiggestellt werden, wenn Projekt B fertiggestellt ist.

Stellen Sie eine aussagenlogische Formel auf, die die Bedingungen fiir die Fertigstellung der
Projekte beschreibt.

b) Bestimmen Sie diejenigen Projekte, die bis zum Ende der Woche fertiggestellt werden.

Aufgabe 5.3 (Herakles heroische Heldentaten, Orakelspriiche)

Schon kurz nach der Geburt der Zwillingsbriider Herakles und Eurystheus entstand ein Streit, wer
von den beiden der rechtméfige Herrscher sei. Dazu wurden die drei bekanntesten Orakel befragt.

Das Ammonion gab bekannt, dass die Orakelspriiche aus Klaros grundsitzlich falsch seien. Ebenso
lieB das Orakel aus Klaros verlauten, dass die Orakelspriiche aus Delphi samt und sonders unzu-
treffend seien. Das Orakel aus Delphi jedoch behauptete, sowohl die Spriiche des Ammonions als
auch die des Orakels in Klaros seien unwahr.

Wem sollten die armen Griechen nun glauben?

Aufgabe 5.4 (Der Tick mit dem Trick des vertrackten Naschens)

Donald war erbost: ,, Wer von euch hat von der Torte genascht?* Seine Neffen blickten betreten
auf das Backwerk, dessen kunstvolle Dekoration von kleinen Entenfingern (wie auch immer die
aussehen) iibel zugerichtet war. Einerseits wollten sie nicht petzen oder sich selbst beschuldigen,
andererseits wollten sie ihren Onkel auch nicht beliigen.

Nach einigen Anliufen qudlte Tick aus sich heraus: ,,Trick oder ich waren es.*
Dann druckste Trick: ,Entweder war es Track oder ich.*

Track gab an: ,Entweder hat Tick (nicht) oder ich nicht genascht.“

Zum Erstaunen der drei wusste Donald sofort, wer genascht hatte. Namlich?
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Aufgabe 5.5 (Die Firma II)

Ein neuer Mitarbeiter der Produktionsabteilung soll eine Maschine bedienen, deren Funktionsweise
er jedoch nicht kennt. Zu seinem Ungliick ist auch die Bedienungsanleitung nicht mehr vollsténdig
vorhanden. Aus ihr erfihrt er lediglich, dass er unbedingt den roten Knopf betitigen muss. Um
auch die restlichen notwendigen Einstellungen der Maschine zu erfahren, befragt er schliellich
seine Kollegen und erhilt folgende Antworten:

1) Genau dann, wenn der rote Knopf gedriickt wird, muss auch der gelbe Knopf gedriickt
werden.

2) Wenn der rote Knopf gedriickt und der griine Hebel gezogen wird, dann muss auch das blaue
Pedal getreten werden.

3) Wenn der gelbe Knopf gedriickt wird, muss auch der griine Hebel gezogen werden.
Da er aus diesen Anweisungen nicht schlau wird, wendet er sich an seinen Meister, welcher sagt:
,Ganz klar, du musst auf jeden Fall das blaue Pedal treten.*

a) Ubersetzen Sie alle Anweisungen in aussagenlogische Formeln und geben Sie eine Formel an,
deren Unerfiillbarkeit die Folgerung des Meisters bestétigt.

b) Benutzen Sie CoCoA um das Unerfiillbarkeitsproblem zu lésen.

Aufgabe 5.6 (Sofies Welt)

Nachdem Sofie schon einiges gelernt hat, reflektiert sie noch einmal iiber die alten Griechen. Nur
dann, wenn Sokrates ein grofier Philosoph war, war auch sein Schiiler Platon ein groier Philosoph.
Wenn Sokrates ein grofler Philosoph war und den Michtigen von Athen gefahrlich erschien, dann
musste er den Schierlingsbecher (Becher mit Gift) trinken. Sokrates erschien den Méchtigen Athens
genau dann gefihrlich, wenn auch Platon ein grofler Philosoph war.

Stellen Sie eine aussagenlogische Formel auf, die zeigt, dass aus den obigen Uberlegungen folgt,
dass Sokrates den Giftbecher bekam, wenn er den Méchtigen von Athen gefihrlich erschien. Zeigen
Sie, dass dies zwangsldufig aus den Tatsachen folgt.
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6 Losungen

CoCoA
Losung 6.1 (Von der Schwierigkeit, Frauen zu verstehen) Zuerst muss die Formel F' mit Hilfe der Definition der Aquivalenz umgeschrieben werden:
Intuitiv F = [AeB|A[Be -ClA[Cs (As B)
e Angenommen, Anne sagt die Wahrheit. Dann sagt Bettina die Wahrheit und somit liigt L5.)
Claudia. D.h. Claudias ,wahre“ Aussage lautet: (Anne oder Bettina liigt) und (Bettina oder = [(AAB)V(=AA=B)A[(BA=C)V (=B A==0)]
Anne sagt die Wahrheit). Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, aus der folgt, dass Anne A [(C A((AAB)V (=AN-D)) ) \ (ﬁc A= ((AAB)V (=AAN=B)) )]
und Bettina die Wahrheit sagen. = (A B) = (A B)
e Also sagt Anne nicht die Wahrheit. Dann liigt Bettina. Somit sagt Claudia die Wahrheit. Da MEM) [((AAB)V (=AA-B)]A(BA-C)V (=B AC)
Claudia u.a. behauptet hat ,Beide liigen* ist alles in Ordnung: Claudia sagt die Wahrheit, 1.5.c)
Anne und Bettina liigen. AN[(CA(A< B)V(-CA- (A< B)).
Mit Wahrheitstafeln e Festlegung des Grundringes:
e Die Aussagen A, B, C' seien folgendermaBen definiert: Use Z/(2) [x,y,2];
A = Anne sagt die Wahrheit*, o Ideale:
B = | Bettina sagt die Wahrheit*, K:=Ideal(x"2-x,y"2-y,2"2-2);
C = ,Claudia sagt die Wahrheit*. SR

B:=Ideal(y-1);

C:=Ideal(z-1);
e Damit iibersetzten sich die Aussagen zu folgender Formel:

o Ubersetzungen der Teilformeln:
F:=(A&B)A(B&-C)\(C& (A= B)).

e Wir suchen jetzt mit einer Wahrheitstafel ein Modell fir F: J1:=Intersection((A+B), (K:A+K:B)):
a(A) a(B) a(C)|a(A&B) a(B&-C) a(Cs (A< B)|a(F) - _ .
0 0 0 1 0 0 0 S (Bl Gl
[0 0 L 1 1 L L] J2:=Intersection((B+K:C), (K:B+C));
0 1 0 0 1 1 0
0 1 1 0 0 0 0 - F=[Cs (A< B)
1 0 0 0 0 1 0
1 0 1 0 1 0 0 J3:=Intersection((C+J1), (K:C+K:J1));
1 1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 0 1 0 e Gesamtformel:
J:=J1+J2+J3;
Es muss also @ (A) = a(B) = 0 und « (C') = 1 sein. Somit liigen Anne und Bettina, wihrend
Claudia die Wahrheit sagt. o Auswertung:
ReducedGBasis(J) ;
liefert
[z+1,y, x1 bzw. [x, y, z + 1].
e Ergebnis:

Die einzig mdgliche Belegung, so dass « (F) = 1 gilt, ist «(A) = 0, «(B) = 0 und
a(C) =1, d.h. Claudia sagt die Wahrheit und Anne und Bettina liigen.
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Losung 6.2 (Die Firma I)

e Festlegung der Abkiirzungen:

A = | Projekt A wird bis Ende der Woche fertig*,
B = ,Projekt B wird bis Ende der Woche fertig*,
C = ,Projekt C' wird bis Ende der Woche fertig*.

o Ubersetzung der Aussagen:

— ,,Es konnen nicht alle Projekte fertiggestellt werden*:
F, .= =(AABACQ).

— ,,Um Projekt B fertigstellen zu konnen, muss Projekt A fertiggestellt sein®:
F, == (B=A).

— ,Es wird auf jeden Fall Projekt B oder Projekt C' fertiggestellt*:
F; .= (BV ().

— ,Projekt C' kann nur fertiggestellt werden, wenn Projekt B fertiggestellt ist®:
Fy .= (C= B).

e Gesamtformel:

F = FlAFzAE;AF4
= —(AABAC)A(B= A)A(BVC)A(C = B)

' (mAV =BV -=C)A(=BVA)A(BVC)A(=CV B)

1<
A2

1.

.
-

o
-8

e Wahrheitstafel:

a(A) a(B) aC)|a(-AVv-BV-C) a(-BVA) a(BVC) a(-CVB)|alF)
1 1 1 0 1 1 1 0
[ 1 1 0 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 0 0
1 0 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 0 1 1 0
0 1 0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 1 1 0 0
0 0 0 1 1 0 1 0

e Antwort: Die einzig mogliche Belegung ist
a(A)=a(B)=1und a(C) =0,

also werden die Projekte A und B bis zum Ende der Woche fertig.
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CoCoA

F = ~(AANBAC)A(=BVA)A(BVC)A(=CV B).

Festlegung des Grundringes:
Use Z/(2) [x,y,z];

Ideale:
K:=Ideal(x 2-x,y 2-y,z 2-2);
A:=Ideal(x-1);
B:=Ideal(y-1);
C:=Ideal(z-1);

Ubersetzungen der Teilformeln:
- K :—|(A/\B/\C)
J1:=K: (A+B+C) ;

— [, =(-BVA)
J2:=Intersection(K:B,A);
- F;=(BVC()
J3:=Intersection(B,C);
— F,=(=CV B)
J4:=Intersection(K:C,B);
Gesamtformel:
J:=J1+J2+J3+J4;
Auswertung:
ReducedGBasis(J) ;
liefert

[y +1, x+1, z1 bzw. [x+ 1, y+ 1, z].

Ergebnis:

Die einzig mogliche Belegung, so dass a (F) = 1 gilt, ist a(A)
a(C)=0.
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Losung 6.3 (Herakles heroische Heldentaten, Orakelspriiche)

CoCoA
Umganssprachliche Losung Zuerst muss die Formel F mit Hilfe der Definition der Aquivalenz (Notation 1.5.c)) umge-
Es gibt zwei Moglichkeiten, entweder das Orakel von Ammonion spricht die Wahrheit oder es irrt schrieben werden:
sich.
1. Moglichkeit: Das Orakel von Ammonion irrt sich nicht, d.h. das Orakel von Klaros liegt falsch. F = (As-K)A(K & -D)A (D& (-AA-K))
Also lautet die korrigierte Aussage, dass die Orakelspriiche aus Delphi war sind. Daraus 1.5.0)
ergibt sich, dass die Spriiche des Ammonion und aus Klaros falsch sind. Die erste Folgerung 1‘151}) [(AA=K) vV (mAANK) A (K A=D) Vv (-K A D)]
widerspricht der Annahme, dass sich das Orakel von Ammonion nicht irrt. A(D A (A A—K)) V (=D A = (=A A =K))].
2. Moglichkeit: Das Orakel von Ammonion irrt sich, d.h. die Aussage ist falsch. Also irrt sich
das Orakel von Klaros nicht. Daraus ergibt sich, dass der Orakelspruch von Delphi falsch o Festlegung des Grundringes:
ist. Somit sagen die Orakel von Ammonion oder das von Klaros die Wahrheit. Das Erste Use 2/(2) [x,y,2];
widerspricht zwar der Grundannahme, aber dass das Orakel von Klaros die Wahrheit spricht
ist kein Widerspruch. o Ideale:
Insgesamt fithrt die 2. Moglichkeit zu keinem Widerspruch, falls das Ammonion irrt, der Spruch N:=Ideal (x 2-x,y 2-y,z"2-2);
aus Klaros wahr ist und Delphi falsch liegt. Also sollte man auf das Orakel von Klaros horen. A:=Ideal (x-1);

D:=Ideal(y-1);

Losung mit Wahrheitstabelle
K:=Ideal(z-1);

e Festlegung der Abkiirzungen:

A = ,Ammonion liegt richtig.“ o Ubersetzungen der Teilformeln:
D = ,Delphi liegt richtig.* — Fi = (AA-K)V (~AAK)
K = Klaros liegt richtig.“

J1:=Intersection((A+N:K), (N:A+K));

e Ubersetzung der Aussagen: F,=(KA-D)V(-KAD)
— 9 = = -

— ,Das Ammonion gab bekannt, dass die Orakelspriiche aus Klaros grundsétzlich falsch J2:=Intersection( (K+N:D), (N:K+D)) ;

seien®:
F=As K. — F=(DA(—AAN-K))V (=D A= (mAN-K))
— ,Ebenso lie das Orakel aus Klaros verlauten, dass die Orakelspriiche aus Delphi samt J3:=Intersection((D+N:A+N:K), (N:D+N: (N:A+N:K)));
und sonders unzutreffend seien*:
Fy = K & —D. o Gesamtformel:

J:=J1+4J2+J3;
— ,Das Orakel aus Delphi jedoch behauptete, sowohl die Spriiche des Ammonions als
auch die des Orakels in Klaros seien unwahr*: o Auswertung:

ReducedGBasis(J);
F;:=D & (mAN-K). educedGBasis (J)

Alle doei A . liefert
— Alle drei Aussagen zusammen: [z+1,y, x1 bzw. I[x,y, z+ 1].

FJZFl/\FQ/\Fg. )
e Wahrheitstabelle: e Ergebnis:

a(4) a(D) a(K)|a(F)= a(Fy) = a(F) = a(F) Die einzig mogliche Belegung, so dass a (F') = 1 gilt, ist, dass die Orakel von Ammonium
a(Ae-K) a(Ke-D) a(-AN-K) a(D s (~AA-K)) und Delphi liigen (a (A) = a (D) = 0) und das Orakel von Klaros die Wahrheit sagt
0 0 0 0 0 1 0 0 (a(K) =1).
[0 0 1 I 1 0 I T
0 1 0 0 1 1 1 0
0 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 1 0 1 0
1 1 0 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0

e Antwort: Das Orakel von Klaros spricht die Wahrheit.
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Losung 6.4 (Der Tick mit dem Trick des vertrackten Naschens)

Die Aussagensymbole A, B, C' mogen fiir die folgenden Aussagen stehen:

A = Tick hat genascht,
B Trick hat genascht,
C Track hat genascht.

Dann iibersetzen wir die Aussagen der drei Neffen folgendermaflen in aussagenlogische Formeln:

e Trick oder ich [Tick] waren es“:
= AvB.

e  Entweder war es Track oder ich [Trick]“:
F, =-(C < B)
e  Entweder hat Tick nicht oder ich [Track] nicht genascht®:
F; = -(mA&s-0) = ~A&C.

Wir gehen alle 22 = 8 Moglichkleiten durch:

a(4) a(B) a(0)|a(r)= o)
a(AVB) a(=(BsC) a(-AsC)

Il
Q
=

I

o (Fy A Fy A Fy)

—l—lr—~ocococo
—lmloo~ oo
=IOoOl—= Ok OO
JEY U (N =)
ol—lroo~~o
o|lrlorm = o~o
olr|locococoo

Also hatten Tick und Trick genascht.
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CoCoA

Zuerst muss die Formel F' mit Hilfe der Definition der Aquivalenz umgeschrieben werden:

F = Fl/\Fz/\Fg

e

1.5.c)
i

11.5)

o

o Festlegung des Grundringes:
Use Z/(2) [x,y,z];

o Ideale:
K:=Ideal(x 2-x,y 2-y,z 2-2);
A:=Ideal(x-1);
B:=Ideal(y-1);
C:=Ideal(z-1);

o Ubersetzungen der Teilformeln:

— F, =[AV B]

(AVB)A—(C & B) A= (=A & —C)
[AVB]A=[(CAB)V (~CA-B)] A=[(~AA=C)V (AAC)].

J1:=Intersection(A,B);

— F,==[(CAB)V(=CA-B)

J2:=K:Intersection((C+B), (K:C+K:B));

- B =-[(-AA-C)V(AAC)

J3:=K:Intersection((K:A+K:C), (A+C));

o Gesamtformel:

J:=J1+J2+J3;
o Auswertung:
ReducedGBasis(J) ;
liefert
[z, x+1, y+1] bzw. [x + 1, y + 1, z].
e Ergebnis:

Die einzig mogliche Belegung, so dass a (F)
a(C) =0, d.h. Tick und Trick haben genascht.
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Losung 6.5 (Die Firma II) Man sieht jetzt schon an der Formel, dass o (R) = 1 gelten muss, damit die Formel erfiillbar
ist, dies nutzen wir nun aus, d.h. nach einigen Umformungen kénnen wir nach Satz 1.11 die

e Festlegung der Abkiirzungen: R eliminicren:

R = ,Der rote Knopf wird gedriickt", 7 L1la).e) RA SRV (RA(~HY PV AR AR (R A HY A <P
G = ,Der gelbe Knopf wird gedriickt*, ) 1: : I( —~R) Vv ( (= IR —R)V( A=
H = ,Der griine Hebel wird gezogen*, =" RA(=HVP)ANHA=P.
P = ,Das blaue Pedal wird getreten®. Mit H eliminieren wir jetzt das =H aus (=H V P):
o Ubersetzung der Aussagen: r LiLe) RA[H A H) Y (PAH)| AP
— ,,Der rote Knopf muss unbedingt gedriickt werden*: . E1.i) RAPAHA P

Fy = R.
0 e Da zur Erfiillbarkeit der Formel P und =P zusammen gelten miissten, ist F' unerfiillbar,

— ,,Genau dann, wenn der rote Knopf gedriickt wird, muss auch der gelbe Knopf gedriickt also stimmt die Behauptung, d.h. das blaue Pedal muss getreten werden.

werden:

F1 = (R@G)

— ,Wenn der rote Knopf gedriickt und der griine Hebel gezogen wird, dann muss auch
das blaue Pedal getreten werden*:

F, = (RANH)=P).
— ,Wenn der gelbe Knopf gedriickt wird, muss auch der griine Hebel gezogen werden*:
F; .= (G=H).
— Behauptung: ,,Das blaue Pedal wird getreten*:
F, = P.

e Unerfiillbarkeitsproblem:

Zu zeigen ist, dass aus Fp, ..., Fy die Formel Fy immer folgt, also dass
(FoNFyNFy N F3) = Fy
eine Tautologie ist. Wir zeigen nach Folgerung 1.12 die Unerfiillbarkeit von

F = [(Fo AN Fi AN F>y A F3) = Fy
FoANFiANFy N Fy AN—F)y

= RA(ReG)A(RANH)= P)A(G= H)A-P

.H..
s i

e Vereinfachung der Formel:

Da nach F; die Aussagen R und G dquivalent sind, ersetzen wir in der gesamten Formel die
Aussage G durch R.

|

AN(RNH)= P)N(R= H)AN-P

g
S

A(=RV ~HV P)A (=R V H) A —=P.

H
=
ot

e
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CoCoA

Zuerst muss die Formel F' mit Hilfe der Definition der Folgerung und der der Aquivalenz
umgeformt werden:

F

RARS G)AN((RANH)= P)AN(G= H)\—-P

P2 RAIRAG)V (RA=G) A~ (RAH)V P|A[~G V H] A —P.

e

» ©)

o Festlegung des Grundringes:
Use Z/(2) [x[1..4]1]1;

o Ideale:

K:=Ideal (x[1] "2-x[1],x[2]"2-x[2],x[3] "2-x[3],x[4] " 2-x[4]);
G:=Ideal (x[1]-1);
H:=Ideal (x[2]-1);
R:=Ideal(x[3]-1);
P:=Ideal (x[4]-1);

o Ubersetzungen der Teilformeln:
- =R
JO:=R;
— B =[(RANG)V (=R A-G)]
J1:=Intersection((R+G), (K:R+K:G));
— B =[-(RANH)VP]
J2:=Intersection(K: (R+H),P);
— F3=[-GV H]
J3:=Intersection(K:G,H);

— F,=-P

J4:=K:P;

e Gesamtformel:
J:=J0+J1+J2+J3+J4;

e Auswertung:
ReducedGBasis (J);
liefert
[1].
o Ergebnis:

Also ist = ((Fy A Fy A Fy A F3) = Fy) unerfiillbar, d.h. (Fo A Fy A Fy A F3) = F} ist eine
Tautologie, somit folgt zwangsldufig aus den Voraussetzungen und Bedingungen (F; bis
Fy), dass das blaue Pedal (F5) getreten werden muss.
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Losung 6.6 (Sofies Welt)
e Festlegung der Abkiirzungen:

S = ,Sokrates war ein grofier Philosoph*,

P = ,Platon war ein grofler Philosoph*,

M = | Sokrates erschien den Méchtigen Athens gefdhrlich®,
G = ,Sokrates muss den Schierlingsbecher trinken*.

o Ubersetzung der Aussagen:

— ,Nur dann, wenn Sokrates ein grofier Philosoph war, war auch [...] Platon ein grofier
Philosoph*:
F = (P=S) = (-PVS).

— ,Wenn Sokrates ein grofier Philosoph war und den Michtigen von Athen geféhrlich
erschien, dann musste er den Schierlingsbecher (Becher mit Gift) trinken®:

B o= (SAM)=G) = (=(SAM)VG).

— ,Sokrates erschien den Michtigen Athens genau dann geféhrlich, wenn auch Platon ein
grofler Philosoph war®:
F, .= (M< P).

— Behauptung: ,Sokrates bekam den Giftbecher, wenn er den Méchtigen von Athen
geféhrlich erschien®:
H = M=G) = (-MVQ).

e Unerfiillbarkeitsproblem:

Zu zeigen ist, dass (Fy A Fy A F3) = H eine Tautologie ist, also zeigen wir die Unerfiillbarkeit
von

F = _‘((Fl/\FQ/\F3) :>H) = _‘(_‘(Fl/\FQ/\E;)VH)

F1 /\ F2 A F3 /\ _‘H

= (PVSA(SAM)VG)ANM < P)A-(-MVG).

Vereinfachung der Formel:

Da nach Fj die Aussagen M und P &quivalent sind, ersetzen wir iiberall P durch M. An-
wenden der de Morganschen Regeln liefert dann

F = (-MVS)AN(=SV-MVG)ANMA-G.

Da zur Erfiillbarkeit der Formel o (M) = 1 gelten muss, 16schen wir das =M in den
V—Verkniipfungen (Satz 1.11.e),1)):

F = SA(ESVGE)AMA-G.
Das gleiche machen wir jetzt mit —.S:

F = SANGAMA-G.

Da zur Erfiillbarkeit der Formel G und =G zusammen gelten miissten, ist F' unerfiillbar,
also stimmt die Behauptung, d.h. Sokrates bekam den Schierlingsbecher.
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CoCoA

Die Formel F muss nur noch mit Hilfe der Definition der Aquivalenz umgeformt werden:

F (~PVS)A(~(SAM)VG)A (M & P)A—(-MVG)

! (=PVS)A(=(SAM)VG)A[(MAP)V(=MA=-P)]A=(=MVQG).

o
e i

)

e Festlegung des Grundringes:
Use Z2/(2) [w,x,y,2z];

o Ideale:
K:=Ideal(w 2-w,x 2-x,y 2-y,z 2-z);
G:=Ideal(w-1);

M:=Ideal (x-1);
P:=Ideal(y-1);
S:=Ideal(z-1);

o Ubersetzungen der Teilformeln:
— F,=(PVS)
J1:=Intersection(K:P,S);
- FKE=-(AM)VQG)
J2:=Intersection(K: (S+M),G);
— Fy=[(M AP)V (=M A=P)]
J3:=Intersection((M+P), (K:M+K:P));
— F,=-(-MVQ)
J4:=K:Intersection(K:M,G);

e Gesamtformel:
J:=J1+J2+J3+J4;

o Auswertung:
ReducedGBasis (J);

liefert

[1].

e Ergebnis:
Die Formel ist unerfiillbar, somit ist die negierte Formel eine Tautologie, d.h. aus den
Bedingungen (F; bis F3) folgt zwangsldufig, dass Sokrates den Giftbecher bekam, wenn
er den Méchtigen Athens gefihrlich erschien (F}).
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