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1 Einfiihrung zu Misere Spielen

1.1 Neutrale kombinatorische Spiele

Die kombinatorische Spieltheorie beschéftigt sich mit sequenziellen 2-Personen
Spielen mit perfekter Information fiir beide Spieler. Eine Klasse von solchen
Spielen, die duflerst interessant ist, sind neutrale Spiele: Spiele, bei denen bei-
den Spielern dieselben Spielziige zu jeder Zeit des Spiels zur Verfiigung stehen.
Im Folgenden sind einige Beispiele von neutralen kombinatorischen Spielen auf-
gefiihrt. Die vorliegende Arbeit befasst sich ausschliefllich mit solchen Spielen.

Beispiel 1.1.1 (NIM) Das Fundament der kombinatorischen Spieltheorie ist
das Spiel NIM: Es besteht aus beliebig vielen Haufen, welche jeweils beliebig
viele Steine besitzen. Die Anzahl der Steine eines Haufens nennt man Grofle des
Haufens. Ein Spielzug eines Spielers besteht darin einen oder mehrere Steine
von einem Haufen zu entfernen. Der Spieler, der den letzten Stein vom letzten
verbleibenden Haufen entfernt, gewinnt. Ein Beispiel eines NIM Spiels ist in
Grafik(1) zu sehen: Die sieben Teilgrafiken zeigen sieben aufeinanderfolgende
Stellungen eines NIM Spiels. Ein mit X versehener Stein représentiert dabei
einen Stein, welcher von dem Spieler, der an der Reihe ist, ausgew&hlt wurde
entfernt zu werden.

Grafik(1)
1 O | EX
111 L L [T
g ;
U O O
(a) H (b) ©
O 5

@ i ® i ® ®

Beispiel 1.1.2 (Kayles) Kayles besteht wie Nim aus beliebig vielen Haufen,
die jeweils beliebig viele Steine enthalten. Ein Spielzug eines Spielers besteht
darin, einen oder zwei nebeneinander gelegene Steine von einem Haufen zu ent-
fernen. Falls ein Spieler einen oder zwei nebeneinanderliegende Steine aus der
Mitte eines Haufens entfernt, dann werden die “Resthaufen”des “Originalhau-
fens”, die links und rechts von dem entfernten Stein bzw. von den entfernten
Steinen entstehen, zu zwei einzelnen separaten Haufen. Der Spieler, der den
letzten Stein vom letzten verbleibenden Haufen entfernt, gewinnt das Spiel.

Beispiel 1.1.3 (Dawson‘s Kayles) Dawsons‘s Kayles ist identisch zu Kay-
les bis auf zwei Unterschiede: (1) Ein Spielzug besteht darin, genau zwei ne-
beneinander liegende Steine von einem Haufen zu entfernen. (2) Die Gewinn-
Bedingung wird umgekehrt: Der Spieler, der den letzten Spielzug macht, verliert.

Bemerkung 1.1.4 Man kann neutrale kombinatorische Spiele in zwei Varian-
ten spielen:



e Normales Spiel: Der Spieler, der den letzten Spielzug macht, gewinnt.
o Misere Spiel: Der Spieler, der den letzten Spielzug macht, verliert.

Diese Variationen haben einen grofien Einfluss auf die Schwierigkeit eines Spiels.
Eine effiziente Gewinnstrategie fiir NIM bzw. Kayles wurde bereits 1902 bzw.
1956 gefunden. Fiir Dawson‘s Kayles ist dies immer noch ein offenes Problem.
Was macht Dawson‘s Kayles so viel schwerer? Es ist genau die Eigenschaft, dass
der Spieler mit dem letzten Spielzug verliert. Allgemein kann man sagen, dass es
bei Spielen im Misere Spiel deutlich schwerer ist eine effiziente Gewinnstrategie
zu finden.

1.2 Grundlagen
In diesem Abschnitt werden die wesentlichsten Definitionen behandelt.

Definition 1.2.1 (Oktalcode und Oktalspiel) Ein Oktalcode ist eine Folge
von Ziffern 0.dydads ... mit 0 < d; < 8 fiir alle i € N\ {0}.

Ein Oktalcode in der Kombinatorischen Spieltheorie reprisentiert die Regeln
eines bestimmten Oktalspiels. Oktalspiele sind eine Klasse von kombinatorischen
Spielen. Ein Oktalspiel wird mit Haufen, die wiederum aus Steinen bestehen,
gespielt und der Oktalcode beschreibt wie viele Steine unter welchen Umstédnden
von den Spielern entfernt werden diirfen.

Die Ziffer dj, charakterisiert dabei unter welchen Bedingungen k Steine entfernt
werden diirfen.

Betrachten wir dj als Dualzahl: di, = €g + €1 - 2 + €3 - 4, mit ¢; = 0 oder 1, fiir
alle i € {0,1,2}.

e Man darf einen gesamten Haufen der Gréfie k entfernen, genau dann wenn
€ = 1.

e Man darf k& Steine vom Ende eines Haufens entfernen, wobei man dabei
mindestens einen Stein des Haufens {ibrig lédsst, genau dann wenn €; = 1.

e Man darf k& nebeneinanderliegende Steine aus der Mitte eines Haufens
entfernen, wobei man dabei mindestens einen Stein an jedem Ende des
Haufens iibrig ldsst und die beiden “Resthaufen”an den Haufenenden zu zwei
separaten Haufen werden, genau dann wenn e; = 1.

Beispiel 1.2.2 Fiir die Beispiele aus dem Abschnitt 1.1 gilt damit:

(i) NIM wird reprisentiert durch 0.3.
(ii) Kayles wird représentiert durch 0.77.
(iii) Dawson‘s Kayles wird reprisentiert durch 0.07.

In Kapitel 1 und 2 dieser Arbeit geht es ausschliefflich um Oktalspiele. Ins-
gesamt beschréinken wir uns in diesen beiden Kapiteln also auf neutrale Oktal-
spiele.

Definition 1.2.3 Sei n > 0. Dann bezeichnet *n einen Haufen der Grofie n.
Wir schreiben 0 bzw. * als Abkiirzung fiir *0 bzw. *1.

Definition 1.2.4 (Stellung) Seik € N\{0} undn; € Nfurallei € {1,2,...,k}.
Gegeben ein Oktalspiel mit Oktalcode 0.d1dads ... heifit das k + 1 - Tupel
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eine Stellung.

Interpretation: Eine Stellung (¥n1,...,*ng,0.d1dads . . .) beschreibt eine Spiel-
lage in einem neutralen Oktalspiel: Die Spiellage besteht aus k Haufen, welche
die Groflen n; bis ny besitzen, wobei wir uns in dem Oktalspiel mit dem Oktal-
code 0.d1dads ... befinden.

Ist eine Stellung S gegeben, nennen wir die Stellungen, welche man genau mit
einem Spielzug erreichen kann, die Optionen von S.

Eine Methode, eine Stellung S graphisch zu reprisentieren, ist ihr Spielbaum:
Die Wurzel des Spielbaums entspricht der Stellung S. Die Optionen von S sind
dabei alle Kinder der Wurzel.

Im weiteren Verlauf des Spielbaums werden die Optionen Oq, ..., O; einer jeden
Stellung S’ wie folgt dargestellt: Der Knoten S’ hat die Kinder Oq, ..., O;.

Zum Beispiel kann die Stellung S, welche aus einem Haufen mit drei Steinen
besteht und in 0.3 gespielt wird, durch den folgenden Spielbaum dargestellt wer-
den:

0 bezeichnet hierin und im Folgenden die Stellung (0,...,0,0.d1dads ... ), al-
so eine Stellung mit keinen moéglichen Spielziigen.

0 ist also sowohl eine Abkiirzung fiir die Stellung (0,...,0,0.d1dads...) als
auch fiir x0. Im jeweiligen Zusammenhang sollte aber immer klar sein, wofiir
die Abkiirzung 0 steht.

Definition 1.2.5 (Identische Stellungen) Zwei Stellungen S und 7" werden
als identisch bezeichnet, falls S =T gilt.

Definition 1.2.6 (Isomorphe Stellungen) Zwei Stellungen S und 7" heilen
isomorph, falls sie isomorphe Spielbdume besitzen.

Falls S und T isomorph sind, schreiben wir S = T

Erinnerung: Zwei Baume heiflen isomorph zueinander, falls man einen der bei-
den Biume zu dem anderen Baum umwandeln kann, indem man rechte und
linke Kinder von seinen Knoten vertauscht.

Beispiel 1.2.7 Es gilt:
(x2,%1,0.3) =2 (x1,%2,0.3).



Definition 1.2.8 (Ausgang) Wir bezeichnen ab jetzt mit P bzw. P-Spieler
den Spieler, der den letzten Spielzug gemacht bzw. den iibernéchsten Spielzug
inne hat, und mit N bzw. N-Spieler den Spieler, der den nichsten Spielzug inne
hat. Sei A eine Menge an Stellungen. Sei S € A.

Der normale Ausgang o : A — {P,N} bildet eine Stellung S € A auf den
Spieler ab, der im normalen Spiel eine gewinnbringende Strategie besitzt. Das
heifdt:

e 01 (8) = P, falls, bei normalem Spiel, der Spieler mit dem iibernéichsten
Spielzug S mit geeigneter Strategie unabhéingig von den Spielziigen des
anderen Spielers immer gewinnen kann.

e 07 (S) = N, falls, bei normalem Spiel, der Spieler mit dem nichsten Spielzug
S mit geeigneter Strategie unabhéingig von den Spielziigen des anderen
Spielers immer gewinnen kann.

Analog ist der Misere Ausgang o~ : A — {P,N} definiert: Er bildet eine
Stellung S € A auf den Spieler ab, der im Misere Spiel eine gewinnbringende
Strategie besitzt. Das heifit:

e 07 (8) = P, falls, bei Misere Spiel, der Spieler mit dem iibernéichsten
Spielzug S mit geeigneter Strategie unabhéngig von den Spielziigen des
anderen Spielers immer gewinnen kann.

e 07 (S) = N, falls, bei Misere Spiel, der Spieler mit dem n#chsten Spielzug S
mit geeigneter Strategie unabhéngig von den Spielziigen des anderen Spielers
immer gewinnen kann.

Wir fithren folgende Begrifflichkeiten fiir S ein:

e S heiit (normale) P-Stellung, falls o+ (S) = P.
e S heiit (normale) N -Stellung, falls o (S) = N.
o S heifit (Misere) P-Stellung, falls o= (S) = P.
e S heiit (Misere) N'-Stellung, falls o= (S) = N.

Beispiel 1.2.9 Sei A := {(xn,0.3) : n € N}, das heifit wir betrachten NIM,
bzw. NIM im Misere Spiel, mit einem einzelnen Haufen und untersuchen welche
Stellungen P- bzw. N-Stellungen sind:

e o1(0) = P: Falls es keine Steine mehr gibt, dann war der letzte Spielzug der
den Sieg bringende Spielzug (Der Spieler mit dem letzten Spielzug hat den
letzten Stein entfernt).

e ot (xn) = N fiir alle n > 0: Da es nur einen Haufen gibt, kann der Spieler mit
dem néchsten Spielzug alle verbleibenden Steine nehmen und damit gewinnen.
e 07 (0) = N: Falls es keine Steine mehr gibt, dann hat der Spieler mit dem
letzten Spielzug den letzten Stein entfernt und somit verloren. Der Spieler mit
dem niichsten Spielzug hat also gewonnen.

e 0~ (*) = P: Falls nur ein Stein iibrig ist, dann muss der Spieler mit dem
néchsten Spielzug diesen nehmen und verliert damit. Der Spieler mit dem
letzten Spielzug hat also gewonnen.

e 0 (xn) = N fiir alle n > 1: Hier ist der Sieg bringende Spielzug, alle
verbleibenden Steine bis auf einen zu entfernen.

Definition 1.2.10 (Disjunkte Summe von Stellungen) Seien S und T
Stellungen. Die (disjunkte) Summe von S und T', S+T, ist die folgende Stellung;:



Lege eine Kopie von S und eine Kopie von T nebeneinander. Ein Spielzug in
S + T besteht dann darin, genau eine der beiden Komponenten auszuwéhlen
und einen normalen Spielzug in ebendieser Komponente zu téitigen.

Durch diese Definition wird tatséchlich eine Stellung definiert. Der erste Satz
setzt fest, aus welchen Haufen die Spiellage besteht. Der zweite Satz setzt fest,
mit welchen Spielregeln eines welchen Oktalspiels ein jeweiliger Haufen zu be-
handeln ist.

Falls S und T Stellungen in demselben Oktalspiel mit Oktalcode 0.d;d2ds . . .
sind, also S = (*ny, ..., *ng, 0.didads ... ) und T = (xmyq, ..., *my,0.d1dads . .. ),
dann ist die (disjunkte) Summe von S und T, S + T, die folgende Stellung;:

(%11, ..« *kNg, kM, ..., kmy, 0udydads . ).
Bemerkung 1.2.11 Sei S eine Stellung. Dann gilt:
ot (S+0)=0"(S) und 0= (S +0) =~ (9).

Bemerkung 1.2.12 Widmen wir uns nun der Spielstrategie fiir NIM.

Sei S eine Stellung in NIM (0.3). Schreibe die Grifle eines jeden Haufens als
Dualzahl auf und addiere all diese Binér-Zahlen mit XOR-Addition zum
Ergebnis s.

S ist eine P-Stellung genau dann, wenn s = 0.

Aus diesem Fakt folgt direkt die gewinnbringende Strategie von NIM, welche
lautet:

Entferne so viele Steine wie moglich von einem Haufen, sodass sich nach
deinem Spielzug s = 0 ergibt.

Beispiel 1.2.13 Betrachte nochmals die Stellung S aus der Grafik(1)(a) in
NIM (0.3): Die GroBen der Haufen sind jeweils 5,3,2 und 1. Daraus folgt:

Grafik(2)
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s ist ungleich 0 und damit ist S eine N-Stellung.

1.3 Normales Spiel

In diesem Abschnitt bewegen wir uns im normalen Spiel.

Definition 1.3.1 (Aquivalenz von Stellungen) Seien S, T Stellungen. Wir
bezeichnen S und T als dquivalent, und schreiben S ~ T', genau dann wenn,

o (S+ X) = o™ (T + X) fiir alle Stellungen X.

Merke, dass falls S =2 T gilt, dann muss auch S ~ T gelten.



Proposition 1.3.2 Es gilt:
(i) S+ 0=~ S fir alle Stellungen S.
(ii) S+ S = 0 fiir alle Stellungen S.

Beweis. Ausgearbeitet auf Grundlage von [1], p.7.
(i): 0 zu addieren dndert die Struktur von S nicht. Daraus folgt, dass S +0 2 S
und damit S+ 0=~ S.

(ii): Folgendes ist zu zeigen:
ot (S+ S+ X) =0t (0+X) "E" 67 (X) fiir alle Stellungen X.

Fall 1: Angenommen o+ (X) = P. Dann kann der P-Spieler S+ S+ X wie folgt
gewinnen:

Immer wenn der A/-Spieler einen Spielzug in X macht, dann benutze dort die
gewinnbringende Strategie (aus Annahme). (Damit wird die Komponente X
vom P-Spieler gewonnen, da dieser sicher den letzten Spielzug auf X bekom-
men wird wegen seiner gewinnbringenden Strategie in X.) Falls der A/-Spieler
einen Spielzug in einer der Kopien von S macht, dann mache den identischen
Spielzug in der anderen Kopie von S. (Der P-Spieler wird auch die Komponente
S + S gewinnen, da er den letzten Spielzug auf S + S haben wird wegen der
Symmetrie von S und S.)

Fall 2: Angenommen o7 (X) = N. Dann kann der N-Spieler S + S + X wie
folgt gewinnen:

Spiele die gewinnbringende Strategie auf X, aufler der P-Spieler macht einen
Spielzug in einer der Kopien von S, dann mache den identischen Spielzug in der
anderen Kopie von S.

Mit analoger Argumentation wie in Fall 1 wird der N-Spieler S+ S+ X gewin-
nen.

Damit gilt 0" (S + S + X) = o7 (X) in beiden Féllen. O

Beispiel 1.3.3 Ein einfaches Beispiel dafiir, um zu sehen wie niitzlich disjunkte
Summen sind, um Oktalspiele zu untersuchen, ist NIM (0.3) mit Haufen der
Grofe 19, 23, 16, 45, 23 und 19.

Wegen Proposition 1.3.2(ii) sind die zwei Haufen der Groe 19 dquivalent zu 0,
ebenso die zwei Haufen der Grofle 23.

Also ist diese Stellung dquivalent zu NIM (0.3) mit einem Haufen der Grofie 16
und einem Haufen der Grofle 45.

Proposition 1.3.4 Seien S,T Stellungen. Dann gilt:
ST <ot (S+T)="P.

Beweis. Ausgearbeitet auf Grundlage von [1], p.8.
7 =7 : Wegen S = T gilt:

ot (S+ X)=0"(T + X) fiir alle Stellungen X.

Daraus folgt mit der Assoziativitdt und der Kommutativitdt der disjunkten
Summe:

ot (S+S+X)=0"(S+ (S+X) )=t T+ (S+X) )=
—— ——
ist eine Stellung X ist eine Stellung X

ot (S+ T+ X') fiir alle Stellungen X'.



Dies bedeutet S+ S~ S+ 1T. (0)
GemiB Proposition 1.3.2(ii) gilt S + S &~ 0. Damit und mit Bemerkung 1.2.11
folgt fiir X' = 0:

ot (S+T)=0"(S+T+0)=0"(S+T+X')=0"(S+ S5+ X') =
ot (0+ X') =0T (0+0) =01(0) =P (siche Beispiel 1.2.9).

7

<7 : Wir zeigen zuerst:
ot (X)=0"(S+ T + X) fiir alle Stellungen X. (1)

Fall 1: Angenommen o1 (X) = P, dann kann der P-Spieler S+ T + X wie folgt
gewinnen:

Benutze immer in der Komponente (X oder S + T'), in der der N-Spieler sei-
nen Spielzug macht, die jeweilige gewinnbringende Strategie. Der P-Spieler hat
némlich sowohl in S+ T (aus Vor. der Richtung) sowie in X (aus Annahme des
Fall 1) die gewinnbringende Strategie. Insgesamt wird er also auf jeden Fall den
letzten Spielzug haben und das Spiel gewinnen.

Fall 2: Angenommen o7 (X) = N, dann kann der A/-Spieler S+T + X wie folgt
gewinnen:

Spiele immer die gewinnbringende Strategie in X (aus Annahme des Fall 2),
auBer wenn der P-Spieler einen Spielzug in S + T spielt, dann werde fiir einen
Spielzug selbst zum ”P-Spieler von S +T” und wende dabei die gewinnbringen-
de Strategie in S+ 7T (aus Vor. der Richtung) in diesem einen Spielzug an. Somit
hat der NV-Spieler in beiden Komponenten (X und S+ T') die gewinnbringende
Strategie und wird dadurch insgesamt auf jeden Fall den letzten Spielzug haben
und das Spiel gewinnen.

Somit ist (1) gezeigt. Hieraus folgt mit Bemerkung 1.2.11:

ot (X)=0T(0+ X)=0"(S+ T+ X) fiir alle Stellungen X.

Das heifit S + T ~ 0. Geméf Proposition 1.3.2(ii) gilt auch T'+ T ~ 0.
Mit selber Argumentation wie bei (0) und Proposition 1.3.2(i) gilt insgesamt:

T=0+T~S+T+T~=S+0~S.
O

Definition 1.3.5 (mex einer Menge) Sei M eine endliche Menge von nicht-
negativen ganzen Zahlen. Man bezeichnet die kleinste nicht-negative ganze Zahl,
die nicht in M enthalten ist, als mez(M ).

Beispiel 1.3.6 Es gilt:

(i) mex({1,2,3}) =0
(i) mex({0,1,3,6,7}) = 2.

Theorem 1.3.7 (mex Regel) Seien ay,as,...,ar € N und sei T eine Stellung
in NIM (0.3), die die folgenden und nur die folgenden Stellungen als Optionen
hat:

(xa1,0.3), (xaz,0.3), ..., (xag,0.3).
Sei S eine Stellung mit S =2 T. Dann gilt:

S = (*¥m,0.3), mit m = mex({ai,...,ar}).



Beweis. Ausgearbeitet auf Grundlage von [1], p.8.
Geméf} Proposition 1.3.4 reicht es zu zeigen, dass .S+ x*m eine P-Stellung ist. Die
Ausgangslage fiir den N-Spieler, S+*m, hat in Baumform folgende Darstellung:

S xm

*ap kM kag kM ...  xaxm ... *ax*m SO0 Sx ... Sx8 ... Sxm-—1

Es gibt zwei Fille:

Fall 1: Der N-Spieler macht seinen Spielzug in S, wihlt also eine der k Optionen
von S. Diejenige Option, die er wéhlt, bezeichnen wir als x«. Fiir den P-Spieler
ist dann die Stellung *« + *m gegeben:

*Qu ¥M
0xm ... xa—1+*m *xa0 ... sxaxm—1
Da m ¢ {ay,...,ar}, muss a # m. Falls & > m, dann kann der P-Spieler mit

seinem Spielzug in *m + xm (eines der blauen Kinder im Spielbaum) kommen.
Falls @ < m kann er in *a + *« (eines der roten Kinder im Spielbaum) kommen.
In beiden Fillen entsteht eine P-Stellung, da der N-Spieler nun den ersten
Spielzug in *m + xm bzw. xa + *a) hat. Der P-Spieler kann das Spiel nun
gewinnen, indem er jeden Spielzug, den der A/-Spieler auf der einen Komponente
macht, exakt auf der anderen Komponente kopiert.

Fall 2: Der N-Spieler macht seinen Spielzug in *m, wodurch fiir den P-Spieler
die Stellung S + %8 mit 8 < m gegeben ist:

S *f
S0 Sx ... S«p-1
Wegen m = mex({a1,...,ar}), muss 8 = q; fiir ein ¢ € {1,...,k} gelten.

Deswegen kann der P-Spieler in %8+ %( (eines der griinen Kinder im Spielbaum)
kommen und es entsteht dann mit derselben Argumentation wie in Fall 1 eine
P-Stellung.

Somit ist S + *m immer eine P-Stellung. O

Nun folgt die wichtigste Erkenntnis im normalen Spiel, das Sprague-Grundy
Theorem.

Theorem 1.3.8 (Sprague-Grundy Theorem) Fiir jede beliebige Stellung S
gibt es ein m > 0, so dass S ~ (xm,0.3).

Beweis. Siehe [2], Theorem 1.3.2. O
Direkt aus diesem Theorem leiten wir den Grundy-Wert ab.

Definition 1.3.9 (Grundy-Wert) Sei S eine Stellung. Man bezeichnet die
eindeutige ganze Zahl m, so dass S = (*m,0.3) gilt, als Grundy-Wert G*(9)
von S. Dabei gilt:

0 falls S keine Optionen hat,
mex({GT(S’) : ' ist eine Option von S}) sonst.

G*(s) :{

10



1.4 Misere Spiel

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Misere Spiel. Im gesamten Abschnitt
bewegen wir uns also ausschliefflich in ebendiesem.

Die Aquivalenz im Misere Spiel wird analog zur Aquivalenz im normalen Spiel
definiert:

Definition 1.4.1 (Misere Aquivalenz von Stellungen) Seien S, T Stellun-

gen. Wir bezeichnen S und T als (misere) dquivalent, und schreiben S = T,
genau dann wenn,

o (S+ X) =0 (T + X) fiir alle Stellungen X.
Proposition 1.4.2 Es gilt:
S+0~S fir alle Stellungen S.
Beweis. Geht analog zum Beweis von Proposition 1.3.2(i). O

Proposition 1.4.3 Proposition 1.3.2(ii) gilt im Misere Spiel im Allgemeinen
nicht.

Beweis. Ausgearbeitet auf Grundlage von [1], p.12.
Es liisst sich folgendes Gegenbeispiel finden: Sei S die Stellung (2, 0.3).
Wir zeigen:

S+ 5= %24 %250,

Betrachten wir *2 + x2 in Baumform:

*2 %2
x2 0 *2 %
* 0

Man sieht, dass *2-+x*2 eine P-Stellung ist, da egal was der A/-Spieler mit seinem

ersten Spielzug macht, der P-Spieler kann immer zu * + 0 % x kommen. Dann
muss der A-Spieler den letzten Stein mit seinem Spielzug entfernen und der
P-Spieler gewinnt das Spiel.

Daraus folgt sofort, dass #*2 4+ %2 % 0 gilt, denn fiir X = 0 erhilt man mit

Beispiel 1.2.9:
1.2.11

o” (24 %2+ X) =0 (x2+x24+0) = o (x2+%2) =P £
N=0=0)"E"6=(0+0) =0 (0+ X).

Proposition 1.4.4 Es gilt in 0.3:

x4 % A 0.

11



Beweis. Ausgearbeitet auf Grundlage von [1], Proposition 2.6.
Es gilt zu zeigen:

o= (04 X) "E" 67 (X) = 0 (x + * + X) fiir alle Stellungen X.

Fall 1: 07 (X) = N. Der N-Spieler kann dann * 4+ * + X wie folgt gewinnen:
Befolge die gewinnbringende Strategie auf X (aus Annahme des Fall 1), aufler
wenn der P-Spieler eine Kopie von * entfernt, dann entferne die andere Kopie
VOn *.

Diese Strategie garantiert, dass der P-Spieler verliert: Falls der P-Spieler nur
in der Komponente X spielt, bis die Komponente X wegfillt, muss er mit dem
Wegfall von X die Komponente * + * hinterlassen, da X laut der Annahme des
Fall 1 eine N-Stellung ist und folglich der P-Spieler mit seinem Spielzug den
letzten Stein des letzten Haufens von X entfernen muss.

Falls der P-Spieler vor dem Wegfall der Komponente X einen Spielzug in der
Komponente * 4+ * macht, wird die Komponente * + % wegfallen und er muss
am Ende des weiteren Spiels 0 hinterlassen, da X oder eine Folgestellung von
X, also was nach dem Wegfall von * + * vom Spiel verbleibt, laut Annahme des
Fall 1 eine N-Stellung ist.

In jedem Fall muss der P-Spieler also irgendwann mit einem Spielzug entweder
0 oder * + * hinterlassen.

0 und * + * sind aber beides N -Stellungen gemif Beispiel 1.2.9. Der N-Spieler
gewinnt also in jedem Fall das Spiel * + * + X.

Fall 2: 07 (X) = P. Geht analog zu Fall 1. O

Proposition 1.4.5 Es gilt in 0.3:
%2 + %2 + %2 + %2 ist eine P-Stellung.

Beweis. Ausgearbeitet auf Grundlage von [1], Proposition 2.7.
Betrachten wir die Stellung in Baumform:

*2 %2 %2 %2

/\

*2 %2 %2 % *2 %2 %2

AN

%2 %2 % k... *2 %2

Der N-Spieler hat nur zwei Optionen: Wenn er *2 + %2 + *2 wihlt, kann der
P-Spieler mit seinem Spielzug zu *2+ x2 kommen, was eine P-Stellung ist (siehe
Proposition 1.4.3).

Wenn er %2 + %2 4+ *2 4 *x wihlt, kann der P-Spieler mit seinem Spielzug zu
*2 + %2 4+ * + * kommen.

Mit Proposition 1.4.4 und Argumentation wie in (0) gilt 2+ %2+ 4% A #24%2.
Fiir X = 0 gilt dann:

07 (%2 4+ *2 4 % + %) 1211 0" (x24+ 24+ x4+x4+0) =0 (x2+ 2+ x+x+ X) =

1.2.11

oT(x2+ %24+ X) =07 (x2+%24+0) = o~ (*x2+x2) =P.

Das heifit: Egal welche Option der AV/-Spieler mit seinem ersten Spielzug wihlt,
der P-Spieler kann das Spiel in eine P-Stellung bringen. O
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Bemerkung 1.4.6 Nun folgt die gewinnbringendene Strategie fiir Misere NIM,
welche lautet:

Spiele genau so wie in NIM, aufler dein Spielzug wiirde nur Haufen der Grofle
0 oder 1 hinterlassen. In diesem Fall hinterlasse eine ungerade Anzahl an
Haufen der Grosse 1 mit deinem Spielzug.

Bemerkung 1.4.7 Es ist méglich zu zeigen, dass in 0.3 fiir alle m > 0 gilt,

dass %2 + *2 % xm. Das ist ein klarer Unterschied zum normalen Spiel, wo
jede Stellung Aquivalent zu einem Haufen bestimmter Grofie in 0.3 ist (siche
Theorem 1.3.8).
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2 Misere Quotienten

2.1 Herleitung

Im gesamten Kapitel behandeln wir weiter das Misere Spiel.

Die bisher kennengelernte Misere Aquivalenz von Stellungen ruft eine unhand-
same Theorie hervor, denn ein Analog des Sprague-Grundy Theorems im Misere
Spiel ist zum Beispiel wegen Bemerkung 1.4.7 nicht moglich. Wie konnen wir
aber dann Stellungen im Misere Spiel in eine Struktur bringen? Die Losung
hierfiir sind die so genannten Misere Quotienten.

Das Problem bei der Misere Aquivalenz von Stellungen ist, dass diese Aquiva-
lenz eine zu starke Relation ist, da man verlangt, dass dquivalente Stellungen
sich in jedem moglichen Kontext identisch verhalten.

Alternativ kénnen wir uns im Voraus auf ein Oktalspiel (bzw. auf eine Ein-
schrinkung eines Oktalspiels) festlegen und dann bei der Betrachtung einer
Stellung dieses Oktalspiels (bzw. dieser Einschriankung eines Oktalspiels) nur
beriicksichtigen, wie diese Stellung mit allen Stellungen des Oktalspiels (bzw.
der Einschrinkung des Oktalspiels) interagiert. Das bedeutet, dass Stellungen,
die nicht im festgelegten Oktalspiel (bzw. in der festgelegten Einschrinkung des
Oktalspiels) vorkommen, hierbei irrelevant sind.

In diesem Sinn definieren wir eine Menge A von Stellungen. (A ist entweder
die Menge aller Stellungen eines beliebigen Oktalspiels oder eine Einschréinkung
dieser Menge.) Wir nehmen an, dass jedes A, das in diesem Kapitel vorkommt,
unter der disjunkten Summe abgeschlossen ist.

Definition 2.1.1 (A-Aquivalenz von Stellungen) Seien S,T € A. Wir be-
zeichnen S und T als A — dquivalent, und schreiben S ~4 T, genau dann
wenn,

o (S+X)=0"(T+X) fir alle X € A.

Mit der A - Aquivalenz von Stellungen eréffnet sich uns nun eine handsamere
Theorie.

Bemerkung 2.1.2 =~ 4 ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis. Wir zeigen die fiir eine Aquivalenzrelation notigen Eigenschaften:

o Reflexivitdt: Sei S € A.

Dann gilt: 0= (S + X) = 0~ (S + X) fiir alle X € A.

Damit gilt: S~ 4 S.

o Symmetrie: Seien S, T € A mit S ~4 T.

Dann gilt: 07 (S + X) =0 (T + X) fiir alle X € A.

Damit gilt: T =4 S.

o Transitivitit: Seien S, T, U € Amit S~ T und T ~4 U.

Dann gilt: 0= (S+ X) =0 (T + X) =0~ (U + X) fiir alle X € A.

Damit gilt: S ~4 U. O

Bemerkung 2.1.3 Fiir die Aquivalenzrelation ~4 fithren wir notationell das
Folgende ein:

Wenn wir die Aquivalenzklasse modulo ~4 von S € A betrachten, dann schrei-
ben wir [S]4 bzw. [S].
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Fiir Stellungen S, T', mit S a4 T', schreiben wir auch: [S]a = [T 4.
Weiter bezeichnen wir die Menge der Aquivalenzklassen modulo ~4 als Ax .

Natiirlich sind mit analogem Beweis wie in Bemerkung 2.1.2 sowohl = als

auch & ebenfalls Aquivalenzrelationen. Die Tatsache, dass ~4 eine Aquivalenz-
relation ist, eréffnet uns aber eine neue Theorie:

Wir werden némlich sehen, dass uns die Aquivalenzklassen modulo ~4 zum
Konzept der Misere Quotienten fithren, welche das wichtigste Hilfsmittel sind,
um neutrale Oktalspiele im Misere Spiel zu strukturieren und zu analysieren.

Dafiir ist aber eine etwas stédrkere Bedingung als Abgeschlossenheit unter der
disjunkten Summe fiir A notig:

Definition 2.1.4 ((Erbliche) Abgeschlossenheit)

(i) Eine Menge O von Stellungen heiflt erblich abgeschlossen, falls fiir alle S € O
und fiir jede Option S’ von S gilt: S’ € O.

(ii) Eine Menge O von Stellungen heifit abgeschlossen, wenn sie sowohl erblich
abgeschlossen als auch abgeschlossen unter der disjunkten Summe ist.

Bemerkung 2.1.5 Falls O die Menge aller Stellungen ist, die in einem Oktal-
spiel vorkommen, dann ist O abgeschlossen.

Unsere Annahme bis zum Ende des Kapitels ist nun also, dass jedes A, das
in diesem Kapitel vorkommt, abgeschlossen ist.

Definition 2.1.6 (Summe von Aquivalenzklassen modulo ~,) Seien
[S]4, [T]a Aquivalenzklassen modulo = 4.

Die Summe von [S]4 und [T].4, [S]a + [T).4, ist wie folgt definiert:
[Sla+ [T]a =[S+ T]a.
Da wir ja festgelegt haben, dass A abgeschlossen ist, gilt der folgende Satz:
Satz 2.1.7 (A~ ,,+) ist ein kommutatives Monoid

Beweis. Wir zeigen die fiir ein kommutatives Monoid nétigen Eigenschaften:

o Wohldefiniertheit: Seien S, T, R € A mit S ~4 T. Es gilt:
o (S+R+X)=0 (T'+R+X) fir alle X € A.
S~—— ——
€A €A
Also: S+ R~ T+ R. (3)
Seien nun U,U,V,V € Amit U~ U und V ~ 4 V.

Mit zweimaliger Anwendung von (3) folgt zusammen mit der Kommutativitét
der disjunkten Summe:

U+VaqU4+V UV baw. [U+V]g=[U+V]4.
o Abgeschlossenheit: Seien [S]4,[T)4 € Ax,. Dann gilt: S,T € A.

Wegen der Abgeschlossenheit von A ist A abgeschlossen unter der disjunkten
Summe. Damit folgt: S+ T € A.

Und letztlich: ([S]a + [T]a) =[S +T)a € Ax .
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o Assoziativitit: Seien [S]a, [T, [U)a € Ax,. Dann gilt: S,T,U € A.
Mit der Assoziativitéit der disjunkten Summe folgt:

oS+ T+U)+X)=0"((S+T)+ U+ X) fur alle X € A.
Damit: S+ (T+U) =4 (S+T)+U.

Und letztlich: [Sa + ([T]a + [Ula) == [S + (T + U)]a = [(S + T) + Ul =
([S]a + [T]a) + [U] a.

e Neutrales Element: Wenn A abgeschlossen ist, ist A erblich abgeschlossen.
Daraus folgt 0 € A und [0]4 € A~ .

0 ist das neutrale Element beziiglich der disjunkten Summe modulo =4, das
heifit:

S+0=4 S firalleSeA,

denn wegen Bemerkung 1.2.11 gilt:

07 (S+0+X)=0"(5+ X) fir alle X € A, fiir alle S € A.

Das heifit: [S]4 + [0].4 := [S + 0]4 = [S].4 fir alle [S]4 € A~ ,.

o Kommutativitit: Seien [S]a,[T)a € A~ ,. Dann gilt: S,T € A.

Mit der Kommutativitéit der disjunkten Summe folgt:

ocT(S+T+X)=0 (T+S5S+X) fir alle X € A

Damit: S+ T =4 T+ S.

Und letztlich: [S]a+ [T]a =[S+ T|a=[T+Sla=:[T]a+[5]a O

Bemerkung 2.1.8 Wir bezeichnen das kommutative Monoid (A~ ,,+) als
Qua={[SJa:SeA}L

Fir S,T € A, mit S =~ T, folgt wegen 0 € A (aus der erblichen Abgeschlos-
senheit von A): 0 (S 4+ 0) =0 (T +0).
Daraus folgt:

S ist eine P-Stellung < T ist eine P-Stellung.
Damit kénnen wir die Teilmenge P4 C Q4 wie folgt definieren:
Pa:={[S]a: S € Aist eine P-Stellung}.

Definition 2.1.9 (Misere Quotient) Das Paar (Q4,P4) heifit der Misere
Quotient von A und wir bezeichnen ihn als Q(A).

Dabei heifit Q4 der Q-Teil des Misere Quotienten von A und P4 der P-Teil
des Misere Quotienten von A.

Bemerkung 2.1.10 Im Misere Spiel bilden gemiB Satz 2.1.7 die Aquivalenz-
klassen modulo = 4 ein kommutatives Monoid, welches der Q-Teil des Misere
Quotienten von A ist. Es stellt sich nun die Frage, wie Aquivalenzklassen mo-
dulo &4 im normalen Spiel zu interpretieren sind:

Falls A also im normalen Spiel gespielt wird (und demnach alle Begriffe im
Abschnitt 2.1 mit dem normalen Ausgang anstatt dem Misere Ausgang defi-
niert werden), dann entsprechen die Aquivalenzklassen modulo ~ 4 genau den
Grundy-Werten der Stellungen, die in A vorkommen (siehe Theorem 1.3.8).
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2.2 Beispiel fiir einen Misere Quotienten

In diesem Abschnitt beschiiftigen wir uns ausschliefllich mit der Menge an Stel-
lungen

A:={(m-%,03)+ (n-%2,0.3) : m,n € N}.
Alle Ergebnisse dieses Abschnitts sind also in diesem Kontext zu betrachten.

Untersuchung 2.2.1 In dieser Untersuchung versuchen wir die Aquivalenz-
klassen modulo ~ 4 zu berechnen:

e x340,da0 e Agilt und * + 0 = * eine P-Stellung und 0+ 0 ~ 0 eine
N-Stellung ist (siche Beispiel 1.2.9).
o x2 % 4 %, da 0 € Agilt und x2+0 & %2 eine N-Stellung ist und * + 0 & %
eine P-Stellung ist (siehe Beispiel 1.2.9).
Weiter ist #2 % 4 0, denn fiir X = %2 € A ist x2 + X = %2 4 %2 eine P-Stellung
(siehe Proposition 1.4.3), aber 0+ X & %2 ist eine N'-Stellung (siehe Beispiel
1.2.9).
o x2+x% %, da0e Agilt und x+0 % x eine P-Stellung ist (siche Beispiel
1.2.9) und *2+ %+ 0 % %2 4+ % eine N-Stellung ist, denn wenn der A/-Spieler
beide Steine des *2-Haufens entfernt, dann muss der P-Spieler im néchsten
Spielzug den einzigen Stein des x-Haufens entfernen, welcher gleichzeitig der
letzte Stein der gesamten Spiels ist. Somit gewinnt der N-Spieler das Spiel.
Weiter ist #2 + x % 4 0, denn fiir X = x € A ist *2 + * + X = %2 + % + x eine
N-Stellung, vgl. die folgende Baumform:

*2 %k

T

* % * % ok *2 %

Der N-Spieler kann die Option * + * + * wihlen, welche selbst eine P-Stellung
ist, denn die beiden Spieler miissen mit ihren Spielziigen abwechselnd jeweils
einen *-Haufen entfernen, wodurch der P-Spieler das Misere Spiel gewinnt.
Daraus folgt, dass *2 + * + x eine A/-Stellung ist. Jedoch ist 0 + X = 0 + * LU
eine P-Stellung (siehe Beispiel 1.2.9).
Weiter ist 2 + * %64 %2, denn fiir X = %2 € Aist 2+ * + X = %2 + * + %2
eine N -Stellung, vgl. die folgende Baumform:

*2 % %2

%\

*¥2 % K2 %k %2 %2

Der N-Spieler kann die Option %2 + *2 wihlen, welche selbst eine P-Stellung
ist (siehe Proposition 1.4.3). Daraus folgt, dass 2 + *2 + * eine N -Stellung ist.
Jedoch ist #2 + X = %2 + %2 eine P-Stellung (siehe Proposition 1.4.3).

Damit haben wir vier Aquivalenzklassen modulo ~ 4:

[0] N-Stellung
[¥] P-Stellung
[*2] N-Stellung
[¥2 4+ %]  N-Stellung

Zusétzlich zu diesen findet man noch folgende:

17



o %2 + %2 ist eine P-Stellung (siehe Proposition 1.4.3) und ist somit entweder
A-dquivalent zu * oder eine neue Aquivalenzklasse modulo ~ 4.

Es gilt 2 + %2 56 4 *, denn fiir X = (%2 4 x2) € A ist * + X = x + (%2 + x2)
eine N/-Stellung (siehe oben). Jedoch ist %2 + %2 + X = %2 4 %2 + %2 + *2 eine
P-Stellung (siehe Proposition 1.4.5).

Das bedeutet, dass %2 + %2 eine neue Aquivalenzklasse modulo ~ 4 ist.

e Mit dhnlicher Argumentation kann man zeigen, dass %2 + %2 + * eine weitere
Aquivalenzklasse modulo & 4 ist.

Wir haben also insgesamt mindestens sechs Aquivalenzklassen modulo = 4:

0] N-Stellung
[¥] ‘P-Stellung
[*2] N-Stellung

[%2 + %] N-Stellung
[*2 + *2] P-Stellung
[*2 ++2 4 %]  N-Stellung

Wir zeigen nun, dass diese sechs Aquivalenzklassen modulo ~_4 die Einzigen
sind.

Satz 2.2.2 Sein > 1. Dann gilt:
n - x2 ist eine P-Stellung < n ist gerade.

Beweis. Ausgearbeitet auf Grundlage von [1], Lemma 2.12.

7«7 : Wenn n gerade ist, dann kann der P-Spieler die Stellung n-*2 gewinnen,
indem er mit seinem m-ten Spielzug dafiir sorgt, dass die von ihm hervorgerufene
Stellung ausschliellich von der Form

(n—2m) - %2

ist.
Betrachten wir die Stellung in Baumform:

*2 %2 .
«2 %2 *2 %2 . <<2 *¥2 ... %2 % %
*2*2...*2*%2*2...*2** *¥2 %2
*2 %2 . *
¥2 %2 *2 %2 ... %2

*2 %2 ... %2

*2 %2 .
$2 62 2w 22 <k2*2 2wk
*2 %2 ... *2<
*2 %2 ... %2 *2 %2 .
*2 %2 ... %2 %
*2 *2 *2<
*2 %2

*2 %2 ... %2

Aufgrund von Proposition 1.4.4 gilt

%, JRE, SUTUSI, ST ), JEE, SNSRI, JURY) PCR, SUE, ST, |
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Die Strategie entspricht also immer der blauen Option in obiger Baumform.
Bei einer Weiterfithrung des obigen Spielbaums wird schnell klar, dass jede die-
ser blauen Optionen immer denselben Spielbaum hat.

Schliellich wird der P-Spieler mit seinem "T*Q—ten Spielzug die Stellung %2 + *2
hinterlassen, welche geméfl Proposition 1.4.3 eine P-Stellung ist.

7 =7 : Wir zeigen die Kontraposition dieser Richtung, also die folgende Aus-
sage:

n ist ungerade = n - *2 ist eine N/-Stellung.

Sei n ungerade.

Fall 1: Angenommen n > 3. Dann kann der AN-Spieler die Stellung n - 2 ge-
winnen, indem er die Option (n — 1) - %2 wihlt, welche eine P-Stellung ist, da
(n — 1) gerade ist (siehe 7 < 7).

Fall 2: Angenommen n = 1, somit betrachten wir die Stellung *2. Diese ist
gemif Beispiel 1.2.9 eine N -Stellung. O

Satz 2.2.3 Sein > 1. Dann gilt:
n - *2 + * ist eine N -Stellung.

Beweis. Ausgearbeitet auf Grundlage von [1], Lemma 2.13.

Fall 1: Angenommen n ist gerade. Dann kann der N-Spieler n- %2+ * gewinnen,
indem er die Option n - %2 wihlt, welche laut Satz 2.2.2 eine P-Stellung ist.
Fall 2: Sei n ungerade.

Fall 2.1: Angenommen n > 3. Dann kann der A-Spieler n - 2 + * gewinnen,
indem er die Option (n—l)-*2—|—*—|—*g (n—l)-*2+Og (n —1) - %2 wahlt,
welche wiederum ein P-Stellung ist, da (n — 1) gerade ist (siehe Satz 2.2.2).
Fall 2.2: Angenommen n = 1. Dann kann der A-Spieler n - 2 + * gewinnen,
indem er die Option * wihlt, welche eine P-Stellung ist (siche Beispiel 1.2.9).
Damit sind alle méglichen Félle bearbeitet. O

Korollar 2.2.4 Sei die Stellung S Xk +n-*2 und die Stellung
m

T~m'-x+n' 2. Fallsm > 1, dann hingt 0= (S + T) nur von den Parititen
von m 4+ m' und n+n' ab.

Beweis. Ausgearbeitet auf Grundlage von [1], Corollary 2.14.
Es gilt:

S+TRm -s4+n-+24+m -x+n 422 (m+m') %+ (n+n') 2=
k1 - x4+ ko - %2, wobei (m +m') :=k; und (n 4+ n’) := ko.

Wegen n > 1 gilt auch ko > 1 (, womit die Voraussetzung der Sétze 2.2.2 und
2.2.3 erfiillt ist und diese in der folgenden Fallunterscheidung angewendet wer-
den diirfen):

Fall 1: Angenommen k; ist gerade und ks ist ungerade. Dann gilt mit Proposi-
tion 1.4.4

Ky stk k2 = (k) + (x#) 4+ -+ (%) F ko %2 R 0404+ - +04kg-%2 R ky-2.

ko - %2 ist gemif Satz 2.2.2 eine N -Stellung, da ks ungerade ist.
Fall 2: Angenommen ky ist gerade und ko ist gerade. Dann gilt mit Proposition
1.4.4
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ky-xtko-x2 = (k4%)+ (x4%)+- - 4 (x+%) ko %2 R O+04 - -+0-+ko 52 2 kg-#2.

ko - %2 ist gemafB Satz 2.2.2 eine P-Stellung, da ko gerade ist.
Fall 3: Angenommen k; ist ungerade und ks ist beliebig. Dann gilt mit Propo-
sition 1.4.4

kjl-*-i—kg-*?:(*+*)+(*+*)—|—-~-—|—(*+*)+*—|—]{;2~*2g
0404+ 0+ %+ ko - 2 2 % + ko - %2,

* + ko - %2 ist gemiB Satz 2.2.3 eine N-Stellung. O

Korollar 2.2.5 Sei die Stellung S Am/ -k +n' - *2 und die Stellung
T2 m" % +n" - %2. Falls n',n" >1,m =m"” mod?2 undn' =n" mod 2, dann
gilt:

S ~ A T.
Beweis. Wir wollen zeigen:
o (S+X)=0"(T+X) fir alle X € A.

Also:

om(m -x+n - #24+m-x+n-x2)=0c" (M -x+n" - x24+m-x+n-+2) =
o ((m' +m)-x+(n +n)-x2)=c"((M"+m) x4+ (n" +n) *x2) &

o (k1 x4+ ko x2) =0 (K] - x4+ kb - x2), (2)
wobei (m' +m) =: ki, (n' +n) =: ko, (m” +m) =k} und (n” +n) =: k.

Mit der Voraussetzung gilt:

m' =m’” mod 2 = k; = k] mod 2,

n' =n"” mod 2 = kg = k) mod 2.

Damit:

k1 gerade bzw. ungerade = k| gerade bzw. ungerade,

ko gerade bzw. ungerade = k) gerade bzw. ungerade.

Dadurch folgt die Gleichheit in (2), da der Misere Ausgang der beiden Stellun-
gen ki - x + ko - %2 und k] - x + kb - 2, geméB der Fallunterscheidung im Beweis
von Korollar 2.2.4, der Gleiche ist, wenn sowohl die Parititen von ki und kj
iibereinsimmen als auch die Paritdten von ko und k) {ibereinstimmen, was hier
somit der Fall ist. O

Lemma 2.2.6 Sei die Stellung S 2ok
(i) Falls m =0 mod 2, dann gilt: S ~4 0.
(i) Falls m =1 mod 2, dann gilt: S =4 *.

Beweis. (i): Es gilt m = 0 mod 2. Somit ist m also gerade. Daraus folgt mit
Proposition 1.4.4

m-*:(*+*)+(*—|—*)+~-~+(*—|—*)g0+0+--~+0g0.

Und damit: m - % =4 0.

(ii): Es gilt m = 1 mod 2. Somit ist m also ungerade. Daraus folgt mit Propo-
sition 1.4.4

Mok = (%) (kb 5) 4o (k) TR0+ 0+ 40+ % &k,
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Und damit: m - x /24 *. O
Satz 2.2.7 Es gibt genau sechs Aquivalenzklassen modulo ~ 4.

Beweis. Ausgearbeitet auf Grundlage von [1], Corollary 2.16.
Sei S € A, das heifit:

m
Sxcm-x+n-*x2.

Fall 1: Angenommen n > 1. Dann ist S, gemafl Korollar 2.2.5, A-dquivalent zu
m' -« +n' - *2 fiir ein (m/,n’) € {0,1} x {1,2}.

Daraus folgt:

{[S]a:S aus Fall 1}| < 4.
Fall 2: Angenommen n = 0. Dann gilt:

SR m- .

S ist dann, gemifl Lemma 2.2.6, A-dquivalent zu

m’ - * fiir ein m’ € {0,1}.
Daraus folgt:

[{[S]4 : S aus Fall 2}| < 2.
Insgesamt (aus Fall 1 und Fall 2) folgt dann:

{[S]la:S €A <6.

Wir hatten am Anfang des Abschnitts sechs paarweise verschiedene Aquivalenz-
klassen modulo = 4 gefunden. Daraus folgt:

{[S]a: S €A} =6

Somit ist klar, dass es genau sechs Aquivalenzklassen modulo ~4 gibt. O

Daraus folgt, dass wir in Untersuchung 2.2.1 bereits alle Aquivalenzklassen
modulo ~ 4 gefunden hatten.
Der Misere Quotient Q(.A) hat somit die folgende Gestalt:

Q. = {[0], [#], [¥2], [*2 + =], [*2 4+ *2], [*2 + *2 + *]}, P4 = {[*], [*2 + *2]}.

Dieser Misere Quotient Q(.A) wird auch 73 genannt (mehr dazu in
Abschnitt 2.3).
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2.3 Zahmbheit

Definition 2.3.1 Seien Q, Q" kommutative Monoide und P C Q,P' C Q’.
Die beiden Paare (Q,P) und (Q’,P’) heifien isomorph zueinander, falls es einen
Monoid-Isomorphismus ¢ : @ — Q' gibt, bei dem fiir alle S € Q gilt:

SeP e ¢(S)eP.

Beispiel 2.3.2 Betrachten wir nun noch einmal den Misere Quotienten Q(.A)
bzw. (Q4,P4) aus dem Abschnitt 2.2.
Weiter sei

Q' = (a,b:a?>=1,b%=b) = {1,a,b,ab, b, ab*}.
ein kommutatives Monoid mit der Teilmenge
P = {a,b*} C Q.

In Q4 ist sowohl [#] + [¥] = [0] (siehe Proposition 1.4.4) als auch
[¥2] + [*2] + [#2] = [*2] (siehe Korollar 2.2.5) der Fall.
Damit ist ersichtlich, dass Q(.A) isomorph zu (Q’, P’) ist.

Definition 2.3.3 Sei S eine Stellung. Die Menge sub(SS) ist definiert als
{8’ : 5" ist eine Stellung im Spielbaum von S}.

Definition 2.3.4 ((Erblicher) Abschluss) Sei O eine Menge von Stellungen.
Der erbliche Abschluss von O, hel(0), ist definiert als

Ugco sub(S).
Der Abschluss von O, ¢l(0Q), ist definiert als
{39, Si:So,...,8; € hel(0),j € N}.
Proposition 2.3.5 Es gilt in 0.3:
cl({+2}) entspricht der Menge {m -*+n-*2:m,n € N}.
Beweis. Wir haben:

hel({#2}) = Ugeuay sub(S) = sub(+2) = {0, , x2}.
Und mit Proposition 1.4.2 gilt:

d({#2}) = {20, Si: So,...,8; € {0,%,%2},j € N} =

{1-04m-%x4+n-+28m-%+n-+2:1,m,n €N}

Bemerkung 2.3.6 Sei S eine Stellung.
Wir bezeichnen Q(cl({S})) meist als Q(S).

Bemerkung 2.3.7 Wie in Abschnitt 2.2 bewegen wir uns in 0.3.
Wir setzen:
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T, = Q(x2"1) fiir n > 1,
Too = Q(Oa*,*27*37' . ) = Q(A)’

mit A := {5 : S ist eine Stellung in Misere NIM }.

Wir haben dann:

To ist isomorph zu (
T1 ist isomorph zu (
Tz ist isomorph zu ({a,b: a
Ty ist isomorph zu ({a, by, bo, ... bn,l a®> =1,
b3 =b1,b3 =bo,..., b3, zbn,hb% =bi=03=
Too ist isomorph zu ({a,b1,ba, - : a? =1,

b213 :bhbg :bZa-”ab% :b% :b2 = >a{a7b%})

o:a =) =(1.a). )
= 1.6 =) {a. %)),

= bn71>’ {a7b%})7

Die Misere Quotienten 7, stehen in Zusammenhang mit einer bedeutenden Fi-

genschaft, welche als Zahmheit bezeichnet wird:

Definition 2.3.8 (Zahmbheit) Eine Menge A von Stellungen heifit zahm, falls
der Misere Quotient von A isomorph zu 7, fiir ein n € NU {oo} ist. Ansonsten

heifit A wild.

Interpretation: Sei A die Menge aller Stelllungen eines beliebigen Oktalspiels.
Grob gesagt wird A als zahm bezeichnet, wenn die gewinnbringende Strategie
im Misere Spiel von diesem Oktalspiel beschrieben werden kann durch die ge-
winnbringende Strategie von Misere NIM aus Bemerkung 1.4.6.
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3 Analyse von Chomp
3.1 Was ist Chomp?

Chomp ist ein neutrales kombinatorisches Spiel im Misere Spiel, das man wie
folgt darstellen kann:

Betrachten wir eine m x n -Matrix als Schokoladentafel und ihre Eintréige als
deren Stiicke, wobei das Stiick (bzw. der Eintrag) (1,1) giftig ist.

Spieler wihlen abwechselnd ein verbleibendes Stiick der Schokoladentafel. Mit
der Wahl eines Stiicks (4,j) miissen die Spieler gleichzeitig alle noch vorhandenen
Stiicke (L,k) € {i,...,m} x {j,...,n} essen bzw. entfernen.

Der Spieler, der das giftige Stiick isst, verliert das Spiel. Natiirlich wird kein
Spieler das giftige Stiick freiwillig essen. Ein Spieler, der gewinnen méchte, wird
das giftige Stiick also nur dann essen, wenn er vom Gegner dazu gezwungen wird.

Chomp lésst sich nicht in die Klasse der Oktalspiele einordnen.
Eine Stellung in Chomp hat deswegen eine andere Gestalt als in Definition 1.2.4:

Definition 3.1.1 (Stellung) Seien s, s9, ..., Sy € N und auflerdem
S§1 > 89 > -+ > Sy > 0. Dann heifit das m - Tupel

(S1,82y -+ Sm)
eine Stellung.
Interpretation: Eine Stellung (s1, 82, . .., Sm) beschreibt eine Spiellage in Chomp
mit einer m X n Schokoladentafel. Sie gibt an, welche Stiicke der Schokoladen-
tafel im Moment noch nicht gegessen sind. Hierbei entspricht s; der Anzahl der
Stiicke in der k-ten Zeile der Schokoladentafel.

Ein Stiick, welches ein Spieler zum Essen wihlt, bezeichnen wir als (3,5).

Beispiel 3.1.2 Seien m = 4 und n = 3, dann haben wir eine Ausgangslage wie

in Grafik(3)(a).

Grafik(3)
X X X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X

o

b

=_.
£

Wenn der N-Spieler das Stiick (4,3) wihlt, dann hinterldsst er Grafik(3)(b),
also die Stellung (3,3, 3,2). Falls er das Stiick (2,2) wéhlt, dann hinterlédsst er
Grafik(3)(c), also die Stellung (3,1,1,1), etc.

Bemerkung 3.1.3 Chomp ist also kein Oktalspiel. Die Theorie aus den Ka-
piteln 1 und 2 kann aber mit Definition 3.1.1 auf Chomp iibertragen werden.
Es wiére also durchaus interessant den Misere Quotienten von Chomp mit einer
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bestimmten m x n Schokoladentafel zu finden.
Die Menge aller moglichen Stellungen von einem solchen Spiel ist

A= hed({(n,n,...,n)}).

Die Menge A’ ist zwar erblich abgeschlossen, aber nicht abgeschlossen unter der
disjunkten Summe. Die Menge

A:=cd{(n,n,...,n)})

besteht aus endlichen disjunkten Summen von Elementen aus A’ und ist sowohl
erblich abgeschlossen als auch abgeschlossen unter der disjunkten Summe. Hier-
zu gibt es also einen Misere Quotienten.

Dieser Misere Quotient, Q(A) bzw. Q((n,n,...,n)), bezieht sich aber nicht auf
das Spiel

Chomp mit einer m x n Schokoladentafel
sondern auf das
Parallele Spielen von k Chomp mit m x n Schokoladentafeln, k € N.

Dies ist wenig aufschlussreich, da wir lediglich Chomp mit einer m x n Schoko-
ladentafel untersuchen wollten.

Es gibt zwar eine Methode, die den gewiinschten Misere Quotienten berechnen
kann (siehe [8]). Diese basiert aber auf einer uniiblichen Herangehensweise an
neutrale kombinatorische Spiele, auf welche wir aus Griinden der Ubersichtlich-
keit nicht ndher eingehen.

Chomp ist offensichtlich in unterschiedlichen Varianten spielbar, je nachdem
welche Matrix als Schokoladentafel gewéhlt wird. Wir werden uns mit einigen
Varianten auseinandersetzen und genau untersuchen, welche Stellungen P- bzw.
N-Stellungen sind.

Bevor wir damit beginnen, widmen wir uns einem eher theoretischen Argument,
welches auch als Strategiediebstahl bekannt ist:

Satz 3.1.4 Fir jede m xn Schokoladentafel, aufler einer 1 x1 Schokoladentafel,
hat der N -Spieler eine gewinnbringende Strategie.

Beweis. Ausgearbeitet auf Grundlage von [4], p.169.

Angenommen der P-Spieler hat eine gewinnbringende Strategie, egal was der
N-Spieler mit dem allerersten Spielzug des Spiels macht. Nehmen wir dann an,
dass der A-Spieler mit seinem allerersten Spielzug das Stiick (m,n) wihlt. Mit
unserer Annahme hat der P-Spieler einen Antwortspielzug, mit dem er zum Sieg
kommen kann. Aber wenn ein solcher gewinnbringender Spielzug existiert, dann
hitte der N -Spieler diesen Spielzug schon als allerersten Spielzug gespielt und
wére damit zum Sieg gekommen. Der P-Spieler kann also keine gewinnbringende
Strategie haben. O

Das Problem an Satz 3.1.4 ist es, dass eine allgemeine gewinnbringende Stra-
tegie fiir eine m x n Schokoladentafel unbekannt ist. Satz 3.1.4 ist also nicht
konstruktiv. Beginnen wir nun mit der Untersuchung des Spiels beziiglich ver-
schiedener Schokoladentafeln.
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3.2 Chomp mit einer m x m Schokoladentafel

Bemerkung 3.2.1 Im Falle einer m x m-Matrix als Schokoladentafel existiert
eine triviale gewinnbringende Strategie fiir den N -Spieler:
Wenn der N-Spieler das Stiick (2,2) wihlt, dann bleibt nach seinem Spielzug
eine “L”-férmige symmetrische Schokoladentafel. Dann wird der A/-Spieler ge-
winnen, indem er nach jedem Spielzug des P-Spielers dessen Spielzug auf dem
einen Arm des “L” auf dem anderen Arm des “L” kopiert.

3.3 Chomp mit einer 2 x n Schokoladentafel

Ebenfalls trivial ist Chomp mit einer Schokoladentafel mit zwei Zeilen und be-
liebig vielen Spalten, wie man mit folgendem Satz feststellen kann:

Satz 3.3.1 Es gilt:
(i) Fiir jedes a > 1 ist Py(a) = (a,a — 1) eine P-Stellung.
(1) Gilt a>b>0 und a—b # 1, so ist P,(b) = (a,b) eine N -Stellung.

Beweis. Ausgearbeitet auf Grundlage von [4], Proposition 0.

Wir beweisen beide Teile zusammen mit vollstindiger Induktion:
Induktionsanfang: Wir haben fiir a = 1: Pi(1) = (1,0), das heifit die Schoko-
ladentafel besteht nur aus dem gifigen Stiick. Dies ist eine P-Stellung, da der
N-Spieler das giftige Stiick mit seinem Spielzug also essen muss.
Induktionsannahme: Sei n € N\ {0}. Wir nehmen an: (i) mit P; (k) gilt fir alle
ke{l,...,n}.

Induktionsschritt: Wir betrachten Py (k') fiir &' € {0, ..., n}. Der N-Spieler kann
jede Stellung Py (k') mit seinem Spielzug in eine Stellung P; (k) mit

ke {1,...,n} bringen:

e Im Fall £’ = a, wihlt der N-Spieler einfach das Stiick (a,a).
e Im Fall k' < a — 1, wéhlt der A/-Spieler einfach das Stiick (1,k'+2).

Da laut Induktionsannahme Py(k) ein P-Stellung ist, folgt, dass Py(k’) eine
N-Stellung ist.

Insgesamt folgt also: (ii) mit Po(k’) gilt fiir alle ¥’ € {0,...,n}. (4)
Nun betrachten wir Pj(n + 1) = (n + 1,n). Die Optionen von (n + 1,7n) sind
(n,n),(n—1,n—1),...,(1,1),(0,0) und (n+ 1,n—1),(n+ 1,n — 2),
(n+1,n—=3),...,(n+1,0). All diese Stellungen erfiillen die Voraussetzungen
von Py(k') aus (ii) mit &' € {0,...,n}. All diese Stellungen sind also laut (4)
N-Stellungen. Wenn alle Optionen einer Stellung A-Stellungen sind, dann ist
die Stellung selbst natiirlich eine P-Stellung.

(i) gilt also fiir Py(n + 1).

Damit folgt, dass P;(n) fiir alle n € N gilt und, wie im Beweis gezeigt, auch
dass Py(n) fiir alle n € N gilt. O

Korollar 3.3.2 Sei (a,b) eine Stellung. Dann ist der gewinnbringende Spielzug,
bei a = b, die Schokoladentafel (a,a — 1) zu hinterlassen und, bei a — b > 2, die
Schokoladentafel (b+ 1,b) zu hinterlassen.

Beweis. Folgt direkt aus Satz 3.3.1(i) O

Bemerkung 3.3.3 Mit Satz 3.3.1 folgt auch die gewinnbringende Strategie fiir
Chomp mit einer 2 x n Schokoladentafel: Die Ausgangsstellung eines solchen
Spiels ist (n,n). Der N-Spieler hat dann folgende gewinnbringende Strategie:
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Bringe mit deinem Spielzug das Spiel in die Stellung (a,a — 1) fiir das a > 1,
fiir das ein solcher Spielzug moglich ist.

Im Beweis von Satz 3.3.1 wurde ndmlich gezeigt, dass der A/-Spieler das Spiel
bei obiger Strategie in jedem Fall mit seinem Spielzug in eine Stellung (a,a —1)
fiir ein @ > 1 bringen kann. Weil in jedem Spielzug Stiicke entfernt werden, gilt
mit obiger Strategie irgendwann a = 1, es entsteht also die Stellung (1,0) mit
dem P-Spieler am Zug, das heifit der A/-Spieler gewinnt das Spiel.

3.4 Chomp mit einer 3 x n Schokoladentafel

Nicht mehr trivial ist Chomp mit einer Schokoladentafel mit drei Zeilen und
beliebigen Spalten. Eine Stellung in diesem Spiel hat also folgende Form: (a, b, ¢)
mita>b>c>0.

Untersuchung 3.4.1 Im Fall ¢ = 0 sind wir wieder in Abschnitt 3.3.
Deswegen untersuchen wir zunéchst den Fall ¢ = 1 und welche Stellungen darin
P-Stellungen sind.

Wir wissen, dass (b + 1,b,1) eine N-Stellung ist, da die Wahl des N-Spielers
von (8,1) die Stellung (b + 1,b,0) hinterldsst, welche laut Satz 3.3.1(i) eine
P-Stellung ist.

Wir wissen auch, dass (1,1,1) und (a,0,0),a > 1, N-Stellungen sind, da die
P-Stellung (1,0,0) von ihnen aus erreichbar ist.

Aus Abschnitt 3.3 erfuhren wir, dass (a,a,0) und (a,b,0) mit a — b > 2 beide
N-Stelllungen sind.

Was sind die “kleinsten” P-Stellungen mit ¢ < 17

Wir sehen, dass alle méglichen Stellungen mit vier Stiicken, (4,0,0), (3, 1,0),
(2,2,0) und (2,1,1), N-Stellungen sind.

Unter den Stellungen mit fiinf Stiicken sind (5,0,0) und (4,1, 0) N-Stellungen,
da erstere Stellung mit einem Spielzug zur Stellung (1,0,0), einer P-Stellung,
gebracht werden kann und letztere Stellung mit einem Spielzug zu (2, 1, 0), einer
P-Stellung, gebracht werden kann.

Aus Abschnitt 3.3 ist auch klar, dass (3,2,0) eine P-Stellung ist.

Weiter konnen wir auch zeigen, dass (2,2,1) und (3,1,1) beides P-Stellungen
sind, da in beiden Féllen alle ihre Optionen N-Stellungen sind.

Da (2,2,1) und (3,1,1) also P-Stellungen sind, ergibt sich aber auch folgendes:
Die Stellungen (24 «,2+ 3,1) mit « > 8 > 0 und o > 1 sind N-Stellungen, da
man mit einem Spielzug von ihnen zu der Stellung (2,2, 1) gelangen kann.
Analog sind die Stellungen (3+«,1,1),a > 1, N-Stellungen, da man mit einem
Spielzug von ihnen zu der Stellung (3,1, 1) gelangen kann.

Es ist einfach zu sehen, dass diese N-Stellungen alle moéglichen Stellungen mit
mehr als fiinf Stiicken und ¢ < 1 abdecken. Daraus folgt:

Satz 3.4.2 Die einzigen P-Stellungen (a,b,c) mit ¢ = 1 sind (2,2,1) und
(3,1,1).

Jede N -Stellung (a,b,c) mit ¢ = 1, und mit mindestens sechs Stiicken, ent-
spricht genau einer der folgenden beiden Formen:

B+ao,L,)(a>1) und 24+ o,24+ 8, 1)(a >8>0, > 1).

Gewinnbringende Spielziige sind bei diesen N -Stellungen jeweils:

(3,2,1) — (3,1,1) oder (2,2,1),
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(3,3,1) — (3,1,1) oder (2,2,1),
B+a,1,1) = (3,1,1),
(2+a,2+8,1) = (2,2,1).

Untersuchung 3.4.3 Mit dem Fall ¢ = 1 nun abgeschlossen, widmen wir uns
dem Fall ¢ = 2.

Aus Abschnitt 3.3 wissen wir, dass (b + 1,b,0) eine P-Stellung ist. Somit ist
(b + 1,b,2) eine N-Stellung, da man durch Wihlen des Stiicks (%,1) zu der
Stellung (b + 1,b,0) kommt.

Ebenso ist (3,2,2) bzw. (2,2,2) eine N-Stellung, da man von ihr zur P-Stellung
(3,1,1) bzw. (2,2,1) kommen kann.

Analog ist (3, 3,2) auch eine N-Stellung, da man von ihr zur P-Stellung (3,1,1)
kommen kann.

(4,2,2) ist eine P-Stellung, da alle ihre Optionen N-Stellungen sind. Demnach
ist (4,2,2) die P-Stellung mit den wenigsten Stiicken. Letzteres impliziert, dass
(4,3,2) und (4,4, 2) N-Stellungen sind.

Weiter ist (5, 3, 2) eine P-Stellung, da alle ihre Optionen N/-Stellungen sind. Das
impliziert erneut, dass (5,4,2) und (5 + «,3,2),a > 1, N-Stellungen sind.

Die Stellung mit den wenigsten Stiicken, die bis jetzt noch nicht behandelt
wurde, ist (6,4,2). Man kann herausfinden, dass alle Optionen von (6,4, 2)
N-Stellungen sind. Es folgt also, dass (6, 4,2) eine P-Stellung ist.

Indem man diesem Schema folgt, wird man auch sehen, dass (7,5, 3) eine
N-Stellung ist. Es ist also naheliegend, dass folgender Satz gelten muss:

Satz 3.4.4 Eine Stellung (a,b,2) ist eine P-Stellung < a —b = 2.
Beweis. Siehe [4], Proposition 2. O

Untersuchung 3.4.5 Setzt man solche Untersuchungen bis ¢ = 5 fort, so
kommt man auf folgendes Ergebnis:

7,4,3) und (5,5,3) P-Stellungen.
9,5,4),(10,6,4) und (7,7,4) P-Stellungen.
( 5

e Wenn ¢ = 3, dann sind (6, 3, 3), (
): (9,
9,6,5) und (11 + o, 7 + @, 5) mit a > 0

e Wenn ¢ = 4, dann sind (8,4, 4),
e Wenn ¢ = 5, dann sind (10, 5, 5),
P-Stellungen.

Man kann c¢ stetig erh6hen und die Analyse genauso fortfithren, aber es ist
zu bezweifeln, dass ein Mensch weiter gehen kann als ¢ = 10, da die Anzahl der
Fille schnell sehr gro wird. Man nimmt fiir gréflere ¢ also den Computer zur
Hilfe.

Eine Hoffnung dabei ist, dass fiir ein beliebiges ¢ eine Struktur hervortritt,
welche ein Mensch dann zum Beispiel mit Induktion beweisen kann. Obwohl aber
bereits mehrere Programme geschrieben wurden, war eine solche Struktur fiir ein
allgemeines c nie auszumachen. Es lassen sich aber periodische Verhaltensweisen
und ein paar andere interessante Aspekte festmachen.

Um tiefer in die Sache einzusteigen, ben6tigen wir eine neue Abbildung:

Definition 3.4.6 Fiir eine Stellung (a, b, ¢), definieren wir die Abbildung

f:NxN-=N,
(b,¢) — a,
sodass (a, min(a, b), min(a, b, ¢)) eine P-Stellung ist.
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Der Wert von f(b, ¢) ist also die positive ganze Zahl a, sodass es keinen Spielzug
von (a,min(a, b), min(a, b, ¢)) zu einer P-Stellung (a’,¥’, ") gibt.

Im Folgenden analysieren wir also Chomp mit einer 3 x n- Schokoladentafel
mit Hilfe der Abbildung f, die die P-Stellungen beschreibt.
Diese Abbildung kann in einer Tabelle dargestellt werden. In Grafik(4) sieht
man einen Auszug des Anfangs der Tabelle von f (b, ¢) mit b auf der horizontalen
Achse und ¢ auf der vertikalen Achse.

Grafik(4)

2 42
23 40 41
22 39 38 40
21 37 38 36 39
20 35 36 37 33 38
19 34 33 35 36 31 37
18 32 33 31 20 35 34 36
17 30 31 20 32 33 34 26 35
16 28 29 26 31 30 32 33 23 23
15 27 26 28 20 30 23 31 22 22 22
14 25 26 23 27 28 22 29 30 31 32 33
13 24 23 22 25 26 27 19 19 19 19 19 19
12 21 23 22 24 19 17 17 17 17 17 17 17 17
11 20 19 22 17 23 24 25 21 26 27 28 20 30 31
10 18 19 20 21 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14
9 16 17 14 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 20 30
8 15 14 16 17 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12 12
7 13 14 12 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
6 111213 9 9 9 9 9 9 0 9 9 9 90 9 9 9 90 0
5 10 9 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
4 8907 777777777 7777717 77
3 675 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
2 456 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
1| 32222 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
012345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

012345 6 7 8 0 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

Satz 3.4.7 Fir die Abbildung f ergibt sich die folgende Rekursion:

(i) Falls ¢ > b, dann gilt f(b,c) = f(b,b).

Dies bedeutet: Die Fintrige der Tabelle von f tiberhalb der Diagonalen sind alle
gleich dem Diagonaleintrag der jeweiligen Spalte. Aufgrund dieser Redundanz
stellen wir in der Tabelle von f die Eintrdge fiir b < c nicht dar.

(i) Falls b > ¢ und f(b,c) <b, dann gilt f(b+ 1,¢) = f(b,¢).
Dies bedeutet: Falls f(b,c) = b gilt, dann hat die Tabelle von f auch fir den
Rest der Zeile ¢ den Wert b.

(iii) Falls weder (i) noch (i) zutrifft, dann ist f(b,c) die kleinste positive ganze
Zahl, die nicht f(ty,c) firt; <b oder f(b,ta) fiir ta < c ist.

Beweis. Dies ist ohne Beweis aufgefiihrt in [5], p.5. O

Im weiteren Verlauf des Abschnitts werten wir die Ergebnisse von f(b, ¢) fiir
b, ¢ < 100000 aus.
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Bemerkung 3.4.8 Fiir ¢ € {0,2,5} sieht man, dass die Folge (f(b,c) — b)pen
letztlich periodisch mit Periode 1 wird. Fiir ¢ = 2 hat uns das Satz 3.4.4 schon
gelehrt. Fiir ¢ = 120 wird sie letztlich periodisch mit Periode 2 (siehe Grafik(5)).
Fiir grofere ¢ findet man noch gréflere Perioden, zum Beispiel die Periode 25
fiir ¢ = 782 oder die Periode 720 fiir ¢ = 7751.

Grafik(5)

122|240 241 242 178 243 244 245 175 246 174 174 174 174 174 174 174
1211178 240 175 241 242 243 174 172 172 172 172 172 172 172 172 172
1201175 238 240 239 172 242 241 244 243 246 245 248 247 250 249 252
119|237 174 239 238 240 241 242 243 244 245 246 247 248 249 250 251
1181236 237 238 168 168 168 168 168 168 168 168 168 168 168 168 168
117|168 166 166 166 166 166 166 166 166 166 166 166 166 166 166 166
116|164 164 164 164 164 164 164 164 164 164 164 164 164 164 164 164
1151233 234 235 236 237 238 230 240 241 242 243 244 245 246 247 248
1141162 162 162 162 162 162 162 162 162 162 162 162 162 162 162 162
165 166 167 168 169 170 171 172 173 174 175 176 177 178 179 180

Insgesamt fasst folgender Satz, der bereits bewiesen wurde, die allgemeine Struk-
tur der Periodizitéit der Tabelle von f zusammen:

Satz 3.4.9 Fir ein festgesetztes ¢ gilt fiir die Menge von P-Stellungen
{(f(ba C)vmin(f(ba C)7 b)amln(f(bv C)a b7 C)) 1 b€ N}7 dass (f(b7 C) - b)bEN nach

einer endlichen Vorperiode immer periodisch wird.
Beweis. Siehe [5], p.6. O

Bemerkung 3.4.10 Was sagt Satz 3.4.9 iiber Chomp mit einer 3 x n Schoko-
ladentafel aus?

Der Satz liefert uns eine periodische Struktur fiir P-Stellungen in Chomp mit
einer 3 x n Schokoladentafel. Das Problem an dieser Struktur ist aber, dass sie
fiir jedes ¢ unterschiedlich ist, da zwischen den Vorperioden und Periodenléngen
fiir verschiedene c kein Zusammenhang festzumachen ist. Von einer allgemeinen
Struktur kann also nicht die Rede sein.

Im Folgenden wollen wir uns mit den Diagonalelementen der Tabelle von f
beschiftigen.

Bemerkung 3.4.11 Die Folge an Diagonalelementen (d,, )nen, also d,, = f(n,n)
fiir alle n > 0, hat die folgende Form:

1,3,4,6,8,10,11,13,15, 16, 18, 20, 21, 24, 25, 27, 28, 30, 32, 34, 35, 37, 39, 40, . . ..

Diese mit b indexierte Folge entspricht den Werten a, fiir welche es eine
P-Stellung (a, min(a, b), min(a, b)) gibt.

Da (a,a,a) wegen Satz 3.1.4 eine N-Stellung ist, kann man den letzten Satz wie
folgt vereinfachen:

Diese mit b indexierte Folge entspricht den Werten a, fiir welche es eine
P-Stellung (a,b,b) gibt.

Die Folge ist nicht monoton steigend, da zum Beispiel auf 89 die 88 folgt, wie
man in Grafik(6) sieht.
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Grafik(6)

55 95
54 93 94
53 92 91 90
52 88 01 90 92
51 89 86 90 88 91
50 87 88 84 89 86 81
49 85 86 84 87 88 89 79
48 83 84 85 86 81 T9 87 88
47 82 81 79 84 83 85 86 77 87
46|80 81 79 82 83 77 75 85 84 86

46 47 48 49 50 51 52 53 54 55

Jedoch findet in den ersten 100000 Elementen der Folge keine Abnahme, die
grofer als 1 ist, statt.

Tatséchlich sind die Differenzen zwischen zwei aufeinanderfolgenden Elementen
—1,1,2,3 oder 4 mit den zugehorigen Anteilen 0.015,0.353,0.537,0.085,0.010.
Sei v =1+ % ~ 1.7. Es hat den Anschein, dass die Folge so wichst wie yn.

(Fiir n < 100000 haben wir yn — 1.242 < d,, < yn + 2.141.)

Ein wichtiger Satz, der eine Aussage iiber die Diagonalelemente der Tabelle
zu f macht, folgt demnéchst. Um ihn zu beweisen benodtigen wir aber zwei
Lemmata:

Lemma 3.4.12 FEine Spalte b in der Tabelle zu f hat b+1 verschiedene positive
ganze Zahlen f(b,c) fiir c € N.

Beweis. Wegen Satz 3.4.7(i) reicht es zu zeigen, dass fiir ein beliebiges ¢ € N
folgendes gilt:

f(byc) # f(byc+ k) fiir alle k > 0,b > ¢+ k.

Dies tun wir mit einem Widerspruchsbeweis. Angenommen es gibt ein ¢ € N,
sodass a := f(b,c) = f(b,c+ k) fir ein k > 0 und ein b > ¢ + k gilt, dann ist
sowohl (@, min(a,b), min(a, c)) aber auch (a, min(a, b), min(a,c + k)) eine
P-Stellung.

Kann a < ¢+ k iiberhaupt gelten? Angenommen a < c+ k gilt tatséchlich, dann
entspricht die Stellung (a, min(a,b), min(a,c + k)) der Stellung (a, a,a). Diese
kann aber gemifl Satz 3.1.4 keine P-Stellung sein. Es gilt also a > ¢+ k.

Die zu betrachtenden P-Stellungen sind dann also (a, min(a,b), ¢) und
(a,min(a,b),c+ k).

Egal ob a < b oder a > b, durch das Wihlen des Stiicks (3,c+1) kann ein Spieler
von (a, min(a,b), c+k) zu (a, min(a, b), ¢), einer P-Stellung, gelangen. Damit ist
(a,min(a,b),c+ k) aber keine P-Stellung, da sie eine Option hat, die eine
P-Stellung ist und es folgt der Widerspruch. O

Lemma 3.4.13 Sei b,c/,s,t € N, wobei b> s> +1 undt <. Es gilt:
f(b,s) # f(t,t).

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit einem Widerspruchsbeweis.

Angenommen es gibt b,c/,s,t € Nmit b > s > ¢ + 1 und ¢t < ¢, sodass
a:= f(bvs) = f(tat)'

Dann wiren (a, min(a, b), min(a, s)) sowie (a,t,t) (siche Bemerkung 3.4.11) bei-
des P-Stellungen.
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Fall 1: Angenommen a > b. Dann entspricht (a, min(a,b), min(a, s)) der Stel-
lung (a, b, s).

Aus den Voraussetzungen wissen wir, dass b > ¢ und s > ¢ gilt. Durch das
Wihlen des Stiicks (2,t+1) kann ein Spieler aber von (a,b, s) zu (a,t,t), einer
P-Stellung, gelangen. Damit ist (a, b, s) aber keine P-Stellung, da sie eine Op-
tion hat, die eine P-Stellung ist und es folgt der Widerspruch.

Fall 2: Angenommen b > ¢ und a > s. Dann entspricht (a, min(a,b), min(a, s))
der Stellung (a, a, s).

Wegen s > t ist klar, dass man durch das Wéhlen des Stiicks (2,¢t+1) von (a, a, s)
zu (a,t,t) gelangen kann, was eine Widerspruch ist.

Fall 3: Angenommen a < s. Dann entspricht (a, min(a, ), min(a, s)) der Stel-
lung (a, a, a). Diese kann aber laut Satz 3.1.4 keine P-Stellung sein, ein Wider-
spruch. O

Jetzt sind wir bereit fiir folgenden Satz:

Satz 3.4.14 In der Tabelle zu f sind die Diagonalelemente die grifSten Zahlen
pro Spalte.

Beweis. Ausgearbeitet auf Grundlage von [5], p.6-7.

Diesen Satz zeigen wir mit einem Widerspruchsbeweis. Nehmen wir an f(b, b)
ist nicht die grofite Zahl in der Spalte b der Tabelle von f, sondern f(b, ') mit
¢ < bist groBer. Warum ist keine der Zahlen f(b,s) fiir ¢ +1 < s < b auf der
Position (b, ') der Tabelle von f?

Laut Lemma 3.4.12 hat f(b, c¢) fiir ¢ € N genau b+ 1 verschiedene positive ganze
Zahlen als Werte. Es folgt:

f,c) = cfé?.}ib{f(b’ c)} >b.

Erinnern wir uns nochmal an die Rekursion, die von f ausgeht (Satz 3.4.7). Da
sowohl ¢ < b als auch f(b,c) > b gilt, ist f(b,¢') in Fall (#i) der Rekursion
zu f einzuordnen, das heiflt f(b,c’) ist die kleinste positive ganze Zahl ist, die
nicht frither in Zeile ¢ oder Spalte b vorkommt. (5)
Da die Zahlen f(b, s) nicht auf der Position (b,¢’) der Tabelle von f sind und
somit kleiner sind als f(b,c’), folgt mit (5) und Lemma 3.4.12, dass sie alle
friither in der Zeile ¢’ vorkommen miissen.

Sie konnen aber in diesem friiheren Teil der Zeile ¢’ nicht auf den Positionen
(t,c), fiir t < ¢, der Tabelle von f sein, da Eintréige der Tabelle von f {iberhalb
der Diagonalen alle gleich dem Diagonaleintrag der jeweiligen Spalte sind und
f(bys)# f(t,t) fir b>s>c +1und ¢t < ¢ (sieche Lemma 3.4.13).

Die Zahlen f(b, s) kommen also alle auf den Positionen (g, ), fiir

d+1< g < b-—1, der Tabelle von f vor. Aber es gibt mehr Zahlen s als
Positionen ¢, ein Widerspruch.

Insgesamt folgt also, dass f(b,b) die grofite Zahl in der Spalte b ist. O

Korollar 3.4.15 Es gilt:
f(b,b) > b fiir alle b € N.
Beweis. Folgt trivialerweise aus Satz 3.4.14 zusammen mit Lemma 3.4.12. O

Fiir den Fall (4i) der Rekursion zu f (Satz 3.4.7) wollen wir nun eine Ter-
minologie einfiihren.

32



Definition 3.4.16 (Konstante Zeile) Eine Zeile ¢ der Tabelle zu f heifit
konstant, wenn sie letztlich konstant wird, das heif3t wenn es ein b gibt fiir das
gilt:

b= f(bc).

Dann nennen wir die Position (b, ¢) der Tabelle von f den Start und b = f(b,¢)
den Wert der konstanten Zeile.

Konstante Zeilen haben eine besondere Eigenschaft:

Bemerkung 3.4.17 Die konstanten Zeilen der Tabelle zu f sind genau die
Zeilen ¢, fiir die es nur endlich viele P-Stellungen (a, b, ¢) gibt.

Ein Beispiel dafiir ist ¢ = 1. In Grafik(4) sehen wir, dass die Position (2, 1) der
Tabelle zu f der Start der konstanten Zeile mit Wert 2 ist. Und wie wir in Satz
3.4.2 sehen gibt es im Fall ¢ = 1 nur endlich viele, ndmlich zwei, P-Stellungen.

Bemerkung 3.4.18 Betrachten wir die aufsteigende Folge der Werte (e, )n>1
der konstanten Zeilen:

2,5,7,9,12,14,17,19,22, 23, 26, 29, 31, 33, 36, 38, 41, 43, 46, 47, 50, 52, 55, . . ..

Diese Folge entspricht den Werten a, fiir welche es eine P-Stellung (a, a, b) gibt.
Sei 0 = 1++/2 ~ 2.4. Es hat den Anschein, dass die Folge so wichst wie on. (Fiir
n < 41420 haben wir on — 1.506 < e, < on + 1.493.) Die Differenzen zwischen
zwei aufeinanderfolgende Elementen sind 1,2,3,4 oder 5 mit den zugehorigen
Anteilen 0.116, 0.430,0.376,0.077,0.0001.

Zusitzlich zur Folge (e,,)n>1 definieren wir die Folge (ry,)s,
Werten b entspricht, fiir welche es eine P-Stellung (a, a,
folgende Form:

>1, die den
b) gibt. Sie hat die

1,3,4,6,8,10,12,13,15, 16, 18, 20, 21, 23, 25, 27, 29, 30, 32, 33, 35, 37, 39, 41, . ..

Diese Folge dhnelt (dy,)nen, ist aber im Gegensatz zu ihr monoton steigend.

Es hat den Anschein, dass die Folge so wichst wie yn. (Fiir n < 41420 haben wir
yn—1.853 < r, < yn+0.780.) Die Differenzen zwischen zwei aufeinanderfolgen-
den Elementen sind 1,2 oder 3 mit den zugehorigen Anteilen 0.317,0.658,0.024.

Es gibt eine lineare obere Grenze fiir (ey,)n>1:
Satz 3.4.19 FEs gilt:
en <3n—1 fir allen > 1.
Beweis. Siehe [5], p.9. O

Wenn man sich nur die ersten Elemente beider Folgen ansieht, entsteht der
Eindruck, dass (dy)nen das Komplement von (ey,),>1 ist. Fiir ein solches Ver-
halten konnte man einen interessanten Zusammenhang beweisen:

Satz 3.4.20 Die Folgen (dp)nen und (en)n>1 sind komplementdir <
Die gewinnbringende Strategie fiir die Stellung (n,mn,n) mit n > 1 ist eindeutig.

Beweis. Dies ist ohne Beweis aufgefiihrt in [7], sc. “Sequences from 3-by-n
Chomp”. O
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Bemerkung 3.4.21 Es wird vermutet, dass (dy)nen und (en),>1 tatsdchlich
komplementér sind. Fiir Chomp mit einer 3 x n Schokoladentafel wiirde das
bedeuten, dass die gewinnbringende Strategie bei der Stellung (n,n,n) mitn > 1
eindeutig ist, was fiir n < 100000 wahr ist, da jedes solche n zu genau einer der
beiden Folgen gehort.

Satz 3.4.22 Jede Zahl k > 1, die nicht Element von (d,)nen ist, ist Element
von (en)n>1-

Beweis. Siehe [5], p. 8. O

Lemma 3.4.23 Sei b, b/, € N und ¢ > b sowie b’ > ¢’. Dann gilt:

f(b,0) # f(', ).

Beweis. Diese Aussage zeigen wir mit einem Widerspruchsbeweis.
Angenommen es gibt b,b’, ¢ € N mit ¢/ > b und ' > ¢/, sodass

f(b,b) = f(¥',¢) := a. Dann sind sowohl (a, b, b) (sieche Bemerkung 3.4.11) als
auch (a, min(a,d’), min(a, c')) beides P-Stellungen.

Fall 1: Angenommen a > b'. Dann sind (a, b, b) und (a, V', ¢) beides P-Stellungen.
Da ¢’ > b, kann man aber durch W&hlen des Stiicks (2, b+1) von (a,b’,¢’) zu
(a,b,b) gelangen, ein Widerspruch.

Fall 2: Angenommen a < b’ und a > ¢/. Dann sind (a, b,b) und (a,a,c’) beides
P-Stellungen. Da ¢’ > b, kann man aber durch Wihlen des Stiicks (2, b+1) von
(a,a,c) zu (a,b,b) gelangen, ein Widerspruch.

Fall 3: Angenommen a < ¢’. Dann entspricht (a, min(a, '), min(a,c’)) der Stel-
lung (a, a, a). Diese kann aber laut Satz 3.1.4 keine P-Stellung sein, ein Wider-
spruch. O

Bemerkung 3.4.24 Falls es wahr ist, dass (d,)neny und (r,),>1 sich so wie
~n verhalten und (e,),>1 sich so wie on verhilt, dann wire es plausibel,
dass (en)n>1 und (dy)nen komplementér zueinander sind. Dies wollen wir kurz
erldutern:

Da Satz 3.4.22 bereits bewiesen ist, gilt es nur noch zu zeigen, dass es keine Zahl
gibt, die sowohl in (e, ),>1 als auch in (d,)nen ist.

Falls x eine Zahl ist, die auf der Diagonalen der Tabelle zu f vorkommt, dann
haben wir & = d,, = yn fiir ein n € N. Es folgt: n = vy~ 'z, also dass = ungefihr
in Zeile und Spalte v~ 'z = (2 — v/2)x ~ 0.6z auftritt.

Falls = der Wert einer konstanten Zeile ist, dann haben wir x = e,, = on fiir ein
n > 1. Es folgt: 0~ '2 = n, also dass x der Wert der o~ 'z-ten konstanten Zeile
ist, die in der Tabelle zu f vorkommt. Das ist ungefidhr die Zeile

yo 'z = x/v/2 ~ 0.72. Somit ist der Start der konstanten Zeile zum Wert
der konstante Zeile die Position (x,0.7x) der Tabelle von f.

Falls die Zahl x sowohl Diagonalelement als auch Wert einer konstante Zeile
ist, dann ist x also in der Tabelle zu f sowohl auf der Position (0.6x,0.6x)
als auch auf der Position (x,0.7x). Da, auler moglicherweise fiir sehr kleine x,
0.6x < 0.7z gilt, ist das ein Widerspruch zu Lemma 3.4.23.

Die Zahl x kann also nicht zugleich Element von (e;),>1 und Element von
(dn)neN sein.
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3.5 Chomp mit einer m x n Schokoladentafel

Beginnen wir diesen Abschnitt wie frithere Abschnitte, indem wir uns mit Spe-
zialfallen widmen, fiir die bereits bewiesen wurde, dass es P-Stellungen sind:

Satz 3.5.1 Damit eine Chomp Stellung mit z Zeilen, (a,b,1,...,1) mit
a >b>1, eine P-Stellung ist, muss folgendes gelten:

{ L%J, a+ b gerade
z =

min{[22-t], {M—‘ }, a+ b ungerade

2 2

Beweis. Siehe [6], p.2. O
Weiter wurde auch folgendes bereits herausgefunden:

Satz 3.5.2 Damit eine Chomp Stellung mit z Zeilen, (a,b,2,1,...,1) mit
a > b>2, eine P-Stellung ist, muss folgendes gelten:

1, a=1
2, a=b+1
y = QGTH’J, a+ b ungerade Na # b+ 1
%“J +1, a=>b
min{[22-t], [w—‘}, a+bgerade Na#b
Beweis. Siehe [6], Theorem 1. O

Bemerkung 3.5.3 Die in den zwei obigen Sétzen beschriebenen Stellungen
sind im Wesentlichen die einzigen Stellungen, fiir die man beweisen konnte,
dass es sich um P-Stellungen handelt.

Insgesamt jedoch sind Computerprogramme in der Lage, fiir beliebige Stellungen
auf m x n Schokoladentafeln angemessener Grofie zu berechnen, ob es sich bei
der Stellung um eine P- oder eine N-Stellung handelt.

Bemerkung 3.5.4 (Gewinnbringende Strategien) Allgemeine gewinnbrin-
gende Strategien fiir eine m x n Schokoladentafel-Ausgangsstellung sind nicht
bekannt, bis auf Spezialfille wie zum Beispiel in Abschnitt 3.2 und 3.3.

Bemerkung 3.5.5 (Eindeutigkeit gewinnbringender Strategien) Es gilt
hierbei noch zu anzumerken, dass gewinnbringende Strategien fiir m x n Schoko-
ladentafeln im Allgemeinen nicht eindeutig sind. Das kleinste bekannte Beispiel,
fiir das es zwei unterschiedliche gewinnbringende Strategien gibt, ist Chomp auf
einer 8 x 10 Schokoladentafel, vgl. [5], p. 4.
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