Nulldimensionale Ideale und kommutierende Endomorphismen

(Quelle: Paper von L. Robbiano ”Zero-Dimensional Ideals”)
gehalten von: Eva Ludwig am 24.6.°03

1 Motivation und Einleitung:

1.1 Definition: Sei I ein Ideal in P = Kz, ..., ). I heifit nulldimensional genau
dann, wenn der K-Vektorraum P/I endlich dimensional ist.
I sei im weiteren immer nulldimensional!

1.2 Beschreibung von I: Dies ist moglich durch eine Menge von Erzeugen-
den (In K|[z] ist jedes Ideal Hauptideal; in K{z1,...,zy] ist jedes Ideal endlich
erzeugt, vgl. Hilbert-Basissatz), oder iiber eine Beschreibung von P/I als K-
Vektorraum. I ist allein durch die Vektorraum-Struktur aber noch nicht ein-
deutig bestimmt.

Beispiel 1: P = K[z],I = (z* — 1), K[z]/I = P/I = (1,z,2?, %)

Aber auch zum z.B. K[z]/{z* + 22* — 1) = (1, z,2?,2°)
= Keine ausreichende Beschreibung von I.
1.3 Definition: Die Abbildungen
®,.: P/II — P/I
f+I — xf+1
phismen. Die zugehdrigen Matrizen Mg” beziiglich einer Basis O = {f,, ..., f,, }von

fir ¢ € {1, ...,n} heiflen Multiplikationsendomor-

P/I heiflen Multiplikationsmatrizen. Sie sind paarweise kommutierend.
Mit Hilfe dieser Matrizen ist eine eindeutige Beschreibung von I durch P/I =2V
moglich.

Beispiel 1(Fortsetzung): Wihle eine Basis O = {1, z,z%,2°} von P/I.

0 001
b, : V(0) — V(0) MO — 1 0 00
a-1+br+cx’®+dr® — ar+bz?+ca®+d-1 7 2 01 00
0010
Wie sieht I aus? I = (z* + pgar + pax? + p1x + ps) Berechne
0 001 1
1000 0
. _ 4 _ 4_
z-x 0 10 0 0 1=>2*=1(modl) = z*-1€1
010 0
22 ist der elnfachste Fall der einen Ubertrag erzeugt. Andere Ubertrage gibt es
nicht. Also: J = ) und da dimP/J =4 = dimP/I folgt J = 1.
Ubertrag durch Multiplikation
i1 Ix =x2 !xs =x4 Ix5 X
I O 1
Was passiert bei anderen Polynomen?
0 001 1 0
10 00 -1 1
. 2 — — — = —
z-(z? —x+1) 010 0 1 1 T -tz
0 010 0 1



2

> -’+r=x—-—2+23(modl) > 0€I
0 0 01 -1 1
1 0 0 0 1 -1
B 3 — = = = — 2
z-(z°+x2—1) 010 0 0 1 l—-z+z
0 010 1 0
szt+r?—z=1-2+2*(modl) =>z*-1€1
Beispiel 2: P = Klz,y],I = (z%,4°),0 = {1,z,zy,zy>,y,y*} Basis von
V = P/I.
o, : V(0) - V(0)
a+bz+cxy +dey® +ey+ fy> — azx+ bz? + cx’y + dz’y® +exy + fry?
:oderausI
0 0 0 0 0O 00 0 0 0O
1 0 00 0 O 00 0 0 0O
0 00 010 01 0 0 0O
o _ MO
Ma.=1 900001 | 2% M,=1 901000
0 00 0 0O 1 0 0 0 0 O
0 000 OO 000010
Berechne J:
0
1
o 0 2
r-z=Mg_ - 0 =0=>2°€J
0
0
0
0
z-xy=MG - (1) =0=>z%yeJ
0
0
0
0
z-zy’ = Mg - (IJ =0=>z%%€eJ
0
0
0
0
y-$y2=ng- (1) =0=>ay®eJ
0
0
0
0
y-y’ = Mg, 8 =0=>y3elJ
0
1

z-(y-zy})=2-0=0undy-(z-2y®)=y-0=0=>2%y> € J



= J = (2%, 2%y, 2%y, xy®, 93, 2%y?) = (2%,9°) = 1

¥To ——a

Beispiel 3: P = K[z,y],I = (z? — 1,zy?,9%),0 = {1,z,y, vy,y?} Basis von
V P/

01 00O 00 00O
100 00 00 00O
MZ=[00010]|,MZ=]10000
001 0O 01 00O
000 0O 001 0O
Berechne J:
yS_
y?
y =a
o
-
1 z 22
0
1
zox=Mg | 0 [=1=2>-1€J
0
0
0
0
z-ay=Mg -| 0 |=y=>2?y—yelJ
1
0



0
0
z-y?=MG -| 0 | =0=>ay’€J
0
1
0
0
y-ay=Mg -| 0 | =0=>ay’€J
1
0
0
0
y-y* = Mg 0 |=0=4y2€J
0
1

1
0
0
0
0
y-(@-ay?) = M, - (
Yy

= J={(2?-1,2%y —
dim(P/J)=5=>J=1

2 Isomorphie und Bedingungen:

2.1 Definition: Es existiert ein eindeutiger K-Algebra-Homomorphismus

0: P - Endg(V)
1 — Id

O(f(z1,..,zn)) = [f(®1,...,8n).

Es gibt eine P-Modulstruktur auf V definiert durch f(z1,...,zn)v = f(®1, ..., 2,)(v),

wobei @1, ..., 8, € Endg (V) paarweise kommutierend sind.

2.2 Satz: i) © induziert einen K-Algebra-Isomorphismus P/kern(0©) = K[®y, ...,

ii) kern(©) ist ein nulldimensionales Ideal
iii) kern(©) = Annp(V):={pe P|p-V =0}

Beweis: i) folgt aus dem Homomorphiesatz: P/kern(®) ist isomorph zum Bild(©)
ii) folgt aus i) (K[®, ..., ®,] ist Untervektorraum des Endomorphismen-
ringes, also endlich dimensional) und der Definition nulldimensional.

iii) Sei v € V beliebig: f € Annp(V) < f(x1,...,2,) - v =0
& f(®q,...,9,) =0V € kern(0)



2.3 Definition und Satz: Es existiert eine Abbildung ©,, : P — V,w € V
beliebig aber fest, definiert durch ©,,(f) = f(®1, ..., 2,)(w). (O, ist also eine
Auswertung von f an der Stelle w.) Kern(©,) ist ein nulldimensionales Ideal.

Beweis: kern(©) C kern(0,,) und P/kern(©) D P/kern(0©y).
Da kern(©) nulldimensionales Ideal ist, folgt P/kern(®) ist endlich di-
mensional, und so auch P/kern(©,). = kern(©,,) ist nulldimensional.

O
2.4 Satz ©,, ist durch folgende Eigenschaften charakterisiert, d.h. eindeutig
festgelegt:
i) @, ist linear
ii) 0,(1) =w

iil) Oy (zif) = ®i(Ow(f))Vf € P

Beweis: Die Eigenschaften folgen aus den Definitionen. Zeige nun: Fiir eine be-
liebige Abbildung ¢ : P — V mit diesen Eigenschaften gilt ¢ = O,,.
Wegen der Linearitdt reicht es zu zeigen, dafl ¢ und ©,, in den Termen
iibereinstimmen. Mit Induktion {iber den Grad:
Induktionsanfang: ©,,(1) = w
Induktionsschluf}: Sei ¢ Term vom Grad d und die Terme von ¢ und ©,,
vom Grad < d — 1 stimmen iiberein. Schreibe ¢t = z;t' mit
grad(t') = d — 1. Mit der dritten Eigenschaft folgt:

p(t) = p(zit') = Bi(p(t')) = B(Ou(t)) = Ou(t).
O

2.5 Folgerung: Sei I ein nulldimensionales Ideal in P = K[z1,...,2y]. Mit
den Multiplikationsmatrizen ®,,, ..., ®,, € Endx(P/I) erhalten wir:
i)O: P - EndK(P/I)
x; — &, : P/I— PJI
@(f(.’El,,.’L‘n)) = f(¢$17"'7q)zn)7
wobei kern(©) = I.
0,: P = P/I
G)w(f) = f(@wl,,@wn)(’U))
ii) © induziert einen K-Algebra-Isomorphismus P/I = K[®,,, ..., ®,, ]
iii) Der K-Vektorraum P/I ist ein zyklischer P-Modul via ®,,,...,®, und
P/I=(1).

Beweis: i) I C kern(©): Sei f € I. Zeige f(®z,..., Pz, ) ist die Nullabbildung.

Betrachte f(®,,,...,®,,)(h) = 0(modI)Yh € P,da f € I, also f-h = 0-h.
kern(©) C I: Sel f e k‘ern( ) = f(Pyy,.-., Py, ) ist die Nullabbildung.
Betrachte f(®,,,...,0;,)(1) = f(z1,...,xp) - 1=0= f €T

ii) fur kern(©) = I
iii) f(z1,-Zn) 1= f(Pgy, e, B2 )X = f(z1, ey 2n)Vf € P
= 1 erzeugt P/I.

|

2.6 Satz: Sei V endlich dimensionaler K-Vektorraum, ®1, ..., ®,, € Endg (V)
paarweise kommutierend, sei I = kern(0©) = Annp(V), sei w € V. Folgende



Aussagen sind aquivalent:
i) Oy : P/I = V ist Vektorraum-Isomorphismus.

p—Cu gy

P
Projgktion /
(S

P/I

ii) ©, : P — V ist surjektiv.

iii) V ist zyklischer P-Modul via &4, ..., ®, und V = (w) als P-Modul.

iv) Es existiert ein Tupel (hq,...,h,) von Polynomen dessen Restklassen eine
Basis von P/I bilden so, da8 das zugehérige Tupel (@, (h1), ..., 0w (h,)) eine
K-Vektorraumbasis von V ist.

v) Fiir alle Tupel (h1, ..., h,) von Polynomen deren Restklassen eine Basis von
P/I bilden, ist (©y(h1), ..., Oy (h,)) eine K-Vektorraumbasis von V.

Beweis: i)=ii) @, = O, o p, Surjektivitiit bleibt erhalten(p aus dem Bild).
ii)=iii) Vo € V : v = O (f) fir ein f € P (da O, surjektiv) und v =
Ou(f) = f(z1, .y xn) -w =V = (w)
ili)=>v) Sei (h1, ..., h,) eine Basis vonP/I.

u It
v=f(Z1,.n) w= (D aihi(P1,..,Pn))(w) = D a;04(h;)
=1 i=1
= (Oy(h1), .., Oy(hy)) erzeugt V.
It 14
Angenommen )~ a;04(h;) = 0= > a;hi(®1, .., P,) verschwindet auf V

=1 =1
“w
= > aihi(z1,...,2,) = 0(modI), also a; = OVi = 1,...,p da (h1, ..., hy)
i=1

Basis.

v)=iv) Spezialisierung (etwas gilt fiir alle, also gibt es auch ein bestimmtes
so, daf} das gilt) .

iv)=1i) ©,, bildet Basis auf Basis ab, also auch ©,,

Zusatz: Unter diesen Bedingungen ist I = kern(0,,).
(aus i) mit O, = O, o p, kern(p) = I, ©,, surjektiv)
2.7 Satz: Sei ¢ : P — V K-lineare surjektive Abbildung mit kern(©) ist ein
Ideal und ¢(1) = w.
i) Es folgt: @;(p(f)) = (P4, (f)) definiert paarweise kommutierende Endomor-
phismen ®; € Endg(V),i=1,...,n, sodall: ¢ = 0,
und (P(f) = f(élaaén)(w) _ _
ii) Fiir V = (w) als P-Modul via ®,...,®, gilt: &; = 0,,®,,0,*.

Beweis: i) Wohldefiniertheit: ¢(f) bildet ganzV da ¢ surjektiv.
Seien f # g € P mit o(f) = ¢(g). Zu zeigen: ¢(®4,(f)) = (P2, (9))-
e(f) =plg) = ¢(f —9) =0
= f —g € kern(yp)



= z;(f — g) € kern(p)

= o(zi(f—9)) =0

= ¢(@if) = o(zi9)

o induziert einen Isomorphismus @ : P/I — V, benutze 2.6
ii) Vv € V existiert f(z1,...,2,) € P :

v = f(mla 7mn)w¢q)$z¢1(v) = @éwz (f(xla sy Ili'n) ’ U))
=2(zi(f(z1, -, Zn) - w)) = Qi f(P1,...; ) (w)
=®;(f(x1,...rTn) - w) = B;(v)

3 Algorithmen

3.1 Algorithmus: Gegeben: V endlich dimensionaler K-Vektorraum,
®y,...,9, € Endg (V) paarweise kommutierend, P = K[z, ..., Tp]
Wihle Basis £ von V' und betrachte den Homomorphismus
©: P - K[M§,, ..M ]
T; Mgl
Wir wissen: J = kern(0)!
Berechne Annp(V) = J!
Benutze hierzu eine Variante des Buchberger-Moller-Algorithmus. Dieser wurde
im Vortrag ” Berechnung von Verschwindungsidealen” explizit angegeben(Alg.2.3).
Nenne G = J und dndere Schritt C3 wie folgt:
t € L. Berechne O(t) = (M§,)**-...-(M§ ) und erhalte eine Matrix mit den

Eintriigen (at;). Schreibe diese nun als Zeile aﬁ), agtz), . al). Fahre mit dieser

Zeile wie im Algorithmus beschrieben fort. Man erhilt in C4 als Polynom eine
Kombination von Elementen aus S, die man sowohl als Kombination der Multi-
plikationsmatrizen als auch als Kombination der zugehorigen Multiplikationen
mit 1, ..., x, aufschreiben kann.

Beispiel 4: V = Q®,£ = (e, €2, e3) Basis von V

010 01 1
Sy ME =01 1 | =M, &H:M§=[021]|=M
010 011

Berechne Erzeugende von J, wobei P/J = Q[®;, ®»] und P = Q[z,y]. Benutze
nun die Variante des Buchberger-Moller- Algorithmus mit einer gradkompatiblen
011 0 2 1

Termordnung. Esreicht M12=1| 0 2 1 |,M;My= 3 2 |,M%2=
01 1 2 1

zu berechnen, da man diese schon als Linearkombination der

o OO
N W N

3
5
3
Matrizen vom Grad 1 schreiben lassen. Dann liegen folgende Relationen im
kern(@): @(t) = M{xl ,M2(12 = 0 fir M12 - Mz,MlMQ - M1 bl Mz, M22 - M1 -
2Ms, bzw. als Terme geschrieben: {z? —y,zy —  — y,y%> —  — 2y} ist eine
Grobner-Basis von J.

3.2 Bemerkung: Der Algorithmus ist auf den Modulfall {ibertragbar. Sei V'
ein K-Vektorraum mit Basis W = (wy,...,w,), also V = (wi,...,w,) als P-

"
Modul. ©yy : P* — V ist definiert durch O (fi,..., fu) = > Owi(f).Ow ist
i=1



surjektive Abbildung von P-Moduln und P*/kern(Ow) = V.
(Owi(f) = 0(f)(w;) = f(z1, ..., Tn) -w;) Auch in diesem Fall 18t sich kern(©y)
mit einer Variante des Buchberger-Moller-Algorithmus berechnen.
3.3 Algorithmus: Gegeben: V' endlich dimensionaler K-Vektorraum,
®y,..., 9, € Endg (V) paarweise kommutierend, J = kern(©).
Uberpriife ob V zyklisch ist!
1. Fiihre Algorithmus 1 durch und erhalte Grobner-Basis von J und Basis
O = (t1,...,t,) von P/J. Ubernehme &, M§ , ..., M§ .
2. Abbruch fiir dim(V') # p: V ist kein zyklischer P-Modul via ®4,..., ®,
3. Fiihre ein Tupel u = (uy, ..., u,) neuer Unbestimmter ein. Definiere
Ay =t (MG, s MG )uy sty (MG, s MG )u) € KIMG (u), ..., M5, (u)]
und berechne det(A,).
4. Abbruch fiir:
es existiert kein u = (uy, ..., u,) mit det(A,) # 0: V ist kein zyklischer P-Modul
via ®q,...,®,.
5. Wahle ein w = (wq, ..., w,,) mit det(A,) # 0: V = (w).
Beispiel 4(Fortsetzung): 1. Nach Algorithmus 1:

{2? —y,zy — 2 — y,y? — x — 2y} Grobner-Basis von J, O = {1,z,y} Basis von
P/J.

A “m L N
Y,
v . " N N
¥ W " N N
oy
(@] \
1 © z2 z3 z

2. dim(V) =3 = dim(P/J) = kein Abbruch
3. Sei u = (u1,u2,us).
Au = (1(M1, MQ) - U, SL’(Ml, M2) - 'U,,y(Ml, Mz) - ’U,) = (Iu, Mlu, MQU)
U U U + usg
= Uy Uz +uz 2ug + us
us U2 Uz + U3
det(Ay) = ... = (ug —u3)(u3? — us? + usus3)
4. kein Abbruch
5. Alle w = (w1, ws,ws3) mit wy; # w3 erzeugen ¥ als zyklischen P-Modul via
&, Py mit Basis {w, ®1(w), P2(w)}. (Wahle z.B. w = (1,1,0))

3.4 Spezialfall: Betrachte ® € Endg (V) und P = K[z]. kern(©) = (m(®)),
wobei m(®) das Minimalpolynom von ® (da m(®) € kern(©) im Hauptideal-
ring).

S Klo]/(m(®)) = K[9) - o
Sei m(®) = ap + a1z + ... + ag_1x¥ !t + 24, O = (1,7,...,29-!) Basis von



Klz]/(m(®)) = K[9].

0 —Aagp
_ 1 0 _
= M9 = . . ist die Multiplikationsmatrix zu ®,. M2
o --- 1 —agq—1

ist genau die Frobenius Begleitmatrix von m/(®).
Es gilt: Satz 2.6 & dimg (V) =d

7= 2.6iv) = dimk (V) = dim(K[z]/{m(®))) =d
"< dimg (V) = d = m(®) = xo = V ist zyklisch.

Beispiel 5: Fiir den Abbruchin 2.: ® € Endg(K*)M = M§ =

SO = OO
= o OO
OO OO
oo oo

xo =, M? = (0) = m(®) = 22
= 4 = dim(K*) > deg(m(®)) = K* ist kein zyklischer K [z]-Modul via ®.
Beispiel 6: Fiir Abbruch in 4.:

Alg.1:
1. €& = (e1, ea,e3) Basis des Q.
0 0 0
B M§, =M = ( 1 00 ) € Mats(Q),
0 0 0
0 00
@y i Mg, = M, = ( 001 ) € Mat3(Q)
0 0 0
2. My? = My My = M>? = (0) Dies sind die Relationen aus dem kern(©).

3. Mit einer Variante des Buchberger-Moller-Algorithmus folgt: P/J =2 Q[®1, 5]

mit J = (2%, zy,y°)

Alg.2:

1. O = {1,z,y} Basis von P/J.

2. dim(P/J) = dim(Q?)

3. Sei u = (uy1,us,us).

Au = (1M1, Mz) - u, 2(My, Ma) - u,y(My, M2) - u) = (Iu, Miu, Mau)
Ul 0 0

= Uz U U3
us 0 0

det(Ay) =u1(u1 -0—0-u3z) =0

= Abbruch in 4., V ist kein zyklischer P-Modul via &4, ®,.



