Lésung zu Ubungsblatt 7, Aufgabe 4

Aufgabe 4: Sei G eine Gruppe und G := G’ ihre Kommutatorgruppe.
Definiere induktiv G™*+Y) := (GM)' fiir n > 1. Daraus ergibt sich die Inklu-
sionskette

GDG2GYPDoG® ...

a) Sei N ein Normalteiler von G. Zeigen Sie, (G/N)' = G'N/N.

b) Zeigen Sie, dass G genau dann auflésbar ist, wenn es ein k£ € N gibt
mit G*) = {e}.

c) Sei H ein Normalteiler von G, so dass H und G/H auflésbar sind.
Zeigen Sie, dass dann auch G auflosbar ist.

a) Beachte, das in diesem Aufgabenteil eine Gleichheit und nicht nur eine
Isomorphie zu zeigen ist. Die Kommutatorgruppe (G/N)' ist eine Unter-
gruppe von G/N, also sind ihre Elemente Nebenklassen der Untergruppe
N in G. Da G' N = NG’ gilt (sogar beide Untergruppen G’ und N sind
Normalteiler), gehért die Menge G'N zu einer Untergruppe von G, die ins-
besondere die Untergruppe N enthélt. Es gilt N < G'N < @. Damit ist
die Faktorgruppe G’ N/N sinnvoll definiert, und ihre Elemente sind ebenfalls
Nebenklassen von N in G'N < G. In beiden Gruppen (G/N)' und G'N/N
ist die Verkniipfung durch die Verkniipfung in GG induziert, d.h. wir brauchen
lediglich zu priifen, ob die Mengen der Nebenklassen iibereinstimmen. Die
Nebenklassen in (G/N)' sind von der Form

[CLIN, blN] te [CLTN, b,«N] = ([0,1, bl] te [CL,«, br])N y

wobei [a,b] := aba™'b~! den Kommutator bezeichnet. Die Nebenklassen in
G'N/N sind von der Form

([a1,b1] - - [ar, b )R N = ([a1,b1] - - - [ar, b:])N .
Die Gruppen verwenden also dieselben Nebenklassen als Elemente.
b) [=] Sei G auflésbar. Dann gibt es eine Kette von Untergruppen
{e} =Ny <N, <...<N =G,

wobei N;_; ein Normalteiler von N; (nicht unbedingt von G!!!) ist und die
Faktorgruppen NN;/N;_; abelsch sind. Nach der fritheren Ubungsaufgabe iiber
die Kommutatorgruppe gilt dann (N;)' < N;_;. Also gilt

G'<N_1 , (N)<N_o , ..., (M) <{e}.
Da allgemein aus H < K auch H' < K’ folgt (Beweis?), erhélt man
GO <(N_)'<SN_, , GO9<N_y3 , ..., GY<{e}.
[<] Sei G*) = {e}. Die Untergruppenkette

{e}=GW <GFl<... <G



geniigt der Definition von auflgsbar: G = (G¢=1)" ist Normalteiler in G~
und die Faktorgruppe GU~1/G® ist abelsch (vgl. friihere Ubungsaufgabe
iiber Kommutatorgruppe).

c) Seien G/H und H auflésbar. Nach Aufgabenteil b) gibt es dann &,/ € N
mit (G/H)*) = {H} (Beachte, H ist das neutrale Element in G/H) und
H® = {e}. Induktiv liefert Aufgabenteil a) dann (G/H)%® = (G® H)/H,
also G < H. Es folgt G**V = {e}.



