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Logik fiir Informatiker
Ubungsblatt 14: Wiederholungsblatt — Lésungen

Aufgabe 1:

Herr X hat drei Projekte A, B,C zu erledigen. Er schafft es nicht, alle drei bis Ende der Woche
fertigzustellen, B oder C' miissen aber bis dahin fertig sein. Um B fertigstellen zu kénnen, muss A
fertig sein, um C fertigstellen zu konnen, muss B fertig sein. Welche Projekte muss Herr X bis Ende
der Woche erledigen?

a) Stellen Sie eine aussagenlogische Formel auf, so dass obige Frage dadurch gelost wird, dass man
ein Modell fiir diese Formel findet.

b) Losen Sie das Problem mit der Wahrheitstafelmethode.

Losung:
A = Projekt A wird bis Ende der Woche fertig;
B = Projekt B wird bis Ende der Woche fertig;
C = Projekt C' wird bis Ende der Woche fertig.
a)  — Nicht alle 3 Projekte werden bis Ende der Woche fertig: = (AA B AC).

— B oder C miissen aber fertig werden: (B V C).

Um B fertig zu stellen muss A fertig sein: (B = A).

Um C fertig zu stellen muss B fertig sein: (C'= B).

F = ~(AANBAC)A(BVC)A(B= A)A(C = B)
(RAV =BV ~C)A(BV C)A(=BV A) A (~C'V B)
—_———— — Y — e Nee——

B £ £y £
b)

a(d) a(B) oO)]a(F) aB) o) ao(F)]|a@)
0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 0 1 0
0 1 1 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1 1 0
1 0 1 1 1 1 0 0

[ 1 1 0 1 1 1 1 1]
1 1 1 0 1 1 1 0

Also miissen die Projekte A und B bis Ende der Woche erledigt werden.

Aufgabe 2:

Bauer Horst besitzt einen kleinen Acker, einen Wolf und das Schwein Borsti. Wenn der Héndler
ehrlich ist, ist das Saatgut, das Horst von ihm kauft, gut. Wenn das Saatgut und das Wetter im
Sommer gut sind, verdient Horst ausreichend Geld. Wenn er ausreichend Geld hat, fiittert er den
Wolf. Wenn er den Wolf gefiittert hat und in der Stadt Kirmes ist, geht er in die Stadt und lésst
Wolf und Borsti allein. Wenn der Wolf gefiittert worden ist, ist er satt. Wenn der Wolf satt ist oder
der Bauer anwesend ist, wird Borsti nicht gefressen.

a) Zeigen Sie, dass diese Situation durch die folgende Hornklauselmenge beschrieben wird:

{{_'H7 S} ) {_'S7 -, G} ’ {_‘Gv WQ} ’ {_‘W27 K, A} ) {_'WZ, VV%} ) {_‘W% _‘B} ) {A7 _‘B}}

b) Angenommen, in der Stadt ist Kirmes. Wird Borsti nicht gefressen, wenn das Wetter im Som-
mer gut und der Héandler ehrlich waren? Formulieren Sie diese Frage als Unerfiillbarkeitsproblem
einer Menge von Hornklauseln und 16sen Sie sie mit Hilfe des Markierungsalgorithmus. Geben
Sie dabei an, in welchem Schritt Sie welche Aussagen markieren.

Losung:

H £ Der|HJindler ist ehrlich.
S = Das aatgut ist gut.
Wy = Das tter im Sommer ist gut.

G = Der Bauer verdient ausreichend ld.
W, = Der lf wird gefiittert.

K = In der Stadt ist rmes.

A = Der Bauer lisst den Wolf und das Schwein [a]lleine.

W5 £ Der lf ist satt.

orsti wird gefressen.

sy}
II>

Ubersetzen der Aussagen:

e Wenn der Héndler ehrlich ist, ist das Saatgut gut:
(H=25).
e Wenn das Saatgut und das Wetter gut sind, verdient der Bauer ausreichend Geld:
(SAW) = Q).
e Wenn der Bauer genug Geld hat, fiittert er den Wolf:
(G=W,).
e Wenn der Bauer den Wolf gefiittert hat und in der Stadt eine Kirmes ist, 1a8it er den Wolf und

das Schwein alleine:
(WoANK) = A).



e Wenn der Wolf gefiittert ist, ist er satt:
(Wy = Ws).
o Wenn der Wolf satt ist oder der Bauer anwesend ist, wird das Schwein nicht gefressen:
(W3 Vv —A) = -B).

a) Aufstellen der Formel und in konjugierte Normalform bringen:

F = (H=S)A((SAW) = G) A (G=TW,)
AN(Wa AK) = A) A (Wy = W3) A (W3 V—A) = —B)

L CHVSA((SAWY)VGE) A (-G VW)
A= (We AK)V A)A (=W VIV3) A (= (W3 V —A) V-B)
d“kiz“z) (=HV S) A (=S V =TW1) V G) A (=G V W)
A((=Wa V=K)V A) A (=W VIW3) A ((wW3 A ——A) V =B)
(;%) (=HV S) A (=S V =W V G) A (=G VW)

A (_‘W2 V _‘K \/A) A (_\W2 \Y W\;) A (_‘W3 \Y _‘B) A (A \ _‘B)

Dies ist eine Hornformel, da jede Teildisjunktion nur hochstens ein positives Literal enthélt
(Definition (2.1.a)).

Klauselmenge:
/{(F) = {{_‘Hr S} ) {_‘S7 _‘Wh G} ) {ﬂGv WZ} ;
{-Wa,-K, A}, {-Wo, W3}, {-W3,-B},{A,-~B}}.
b) Hinzu kommen:

— In der Stadt ist Kirmes: K, also {K}.

— Wird Borsti nicht gefressen, wenn das Wetter gut und der Handler ehrlich waren:
(WyANH)=-B)=(-(Wi1ANH)V-B)=(-W;V-HV-B).

Dies wird als Annahme zu der Hornformel, in der Form des Unerfiillbarkeitsproblems,
hinzugenommen, also als Verneinung:

~(WiANH)=-B)=W,AHAB.
Es kommen also noch die Klauseln {W;}, {H}, { B} zuziiglich dem {K} zu K (F') hinzu:

K(F) = {{ﬁHvs}={ﬁS~,ﬁWhG}v{"GUWZ}v{ﬁWQv“ICA}a
{_‘WQ,W3}7{_‘W37_‘B}7{A7 _‘B} ) {K}v{Wl}{H}v{B}}

Markieringsalgorithmus:

1. Schritt: K, W1, H, B

’%(F) = {{ﬂ“g}’{_'37_'_VV17G}7{_‘G7W2}7{_‘V[/27i7A}7
{~Wa, W3}, {=W3, 2B} {A, =B} {K} {Wi} {H} {B}}.

2. Schritt: S, A

K(F) = {{=H,8},{=S. -Wi,G},{~G Wy}, {-Ws,~K, A},
{~Wa, Ws}, {=W3, =B}, {A,~B} {K},{W1} ,{H} {B}}.

3. Schritt: G

K’(F) = {{ﬁ7§}7{_‘—S7ﬂ7g}7{ﬁ7W2}7{_'W27ﬂ7A}7
{~Wa, Ws}, {=W3, 2B}, {A,~B} {K},{W\} ,{H} {B}}.

4. Schritt: W,

K(F) = {{=H,S},{=8,-W,G}, {=G, W} {-Wy,~K, A},
{=Wa, Wa}, {=W3, 2B}, {A, =B} {K}, {W\} ,{H},{B}}.

5. Schritt: W3

K(F) = {{=f, 8} {28, 21, G}, {=G, Wa}, {-Wh, 2K, A},
{oWa, W}, {=Ws, 2B} {4, 2B} (K}, {1}, {H},{B}}.

In der Zielklausel {=W3, =B} ist alles markiert, also fithrt unsere hinzugenommene verneinte

Annahme zu einem Widerspruch, somit ist unsere urspriingliche Annahme “Borsti wird nicht
gefressen” richtig.



Aufgabe 3:

a) Bringen Sie folgende pridikatenlogische Formel in Skolemform:
(Vo (P(zy) = Q(f(2))) AVa : Yy : Pz, f(y))-

b) Geben Sie eine pridikatenlogische Struktur an, in der die urspriingliche Formel aus Teil a) gilt,
und eine, in der sie nicht gilt.
Losung:

a) Skolemform = Bereinigte Priinexform und Ersetzung der 3-Quantoren. Zusétzlich binden wir
noch die freien Variablen.

~ (Y (P(2.9) = Q(f (2))) AV iy : P(z.  (4)

S (e (P (,y) = Q(F (2)) AVE Vs P (2, f (w))
(eGP @)V QU @) Az Vw: Pz, f (w))
(;f"b) (Fz: = (=P (z,b) VQ(f () AVz: Y : Pz f

~ Jz: (P (z,0) A=Q (f (2))) AVz:Yw : P(z, f (w
~ Jz :Vz:Yw: (P (z,b) A=Q (f () AP (2, f (w)
~ Vz:Vw: (P(a,b) A=Q(f (a)) AP (z f(w)))

x—a

(
(w))
)
)

b) Wir benutzen der Ubersicht halber die umbenannte Form der Formel:
(Ve (P(z,y) = Q(f (2))) AVz: Vw: P (2, f (w))

1) a= (U, e, ¢ mit

U =172 Universum
o(f) = [''Z—=NoCZ 1-stellige Funktion
¥ (Q) = {t€Z|tungerade} 1-stelliges Pridikat
O(P) = {(r,s)€Z*|s>0} 2stelliges Pridikat
§ly) = 2 Belegung fiir das freie y
&(x),6(2), € (w) beliebig

Damit
a(= (Vo (P(z,y) = Q(f (1) AVz:Vw: P(z f(w) =1
gilt muss
a(=NVz:(P(z,y) = Q(f(x))))=1 und a(Vz:Vw: Pz, f(w)))=1
gelten.

a(Vz:VYw: P(z, f(w))) = 1 ist unabhéngig von z (Wahl des Prédikates) und fiir alle
w € Zgilt f(w)=|w|>0.

a(=(Ve: (Pr,y) =Q(f (@) =1 < a(3x :

=

(P(z,y) = Q(f (¢) =
(=P (=, U) VQ(f () =
P( Y)A=Q(f(2)))) =

=

Wir iiberpriifen also ob fiir ein # € Z gilt o (P (z,y)) =1 und o (-Q (f (z))) = 1.
a(=Q(f(z) =1< a(Q(f(x)) = 0 ist fir z = 2, als Representant der geraden

Zahlen, erfiillt.

a (P (z,y)) ist von z unabhingig (Wahl des Pridikates) und « (P (z,y)) = 1, da
& (y) = 2 gewihlt war.

ii) Wie in i) nur mit & (y) =

—2.



Aufgabe 4: Resolution:
Gegeben sei eine Menge von Spielkarten. Man ordne die Karten in einem Kreis so an, dass gilt: (=P (a)} Q). P @), P (@) =P} (1).Q ()} (=Q (a)}
1. Ist eine Karte weder Bild noch Karo, so ist ihr linker Nachbar Karo.
2. Ist eine Karte Karo, so ist ihr rechter Nachbar ein Bild. T a Yy a
a) Zeigen Sie, dass sich die Legeregeln durch folgende Klauselmenge ausdriicken lassen:

{{P(@).P(f(2)),Q )} {~P(f (4).QW)}}. {Q(a), P(f(a))} =P (f (@)}

b) Beweisen Sie durch pridikatenlogische Resolution, dass es unmoglich ist, obige Aufgabe zu
erfiillen, sobald die Menge von Spielkarten eine Karte enthélt, die weder Karo noch Bild ist.

Losung: {Q(a)} {-Q(a)}
a) a= (U, ¢, §&) mit

U = Menge der Spielkarten
@ (f)(z) = linker Nachbar von z
P (P) = Menge der Karos 0
¥ (Q) = Menge der Bilder Also darf die Menge der Spielkarten (U) keine Karte enthalten, die weder Karo noch Bild ist.

§(2),€(y) beliebig

1. Ist eine Karte weder Bild noch Karo, so ist ihr linker Nachbar Karo:

Vo : ((-Q (z) AP (z)) = P (f ().
2. Ist eine Karte Karo, so ist ihr rechter Nachbar ein Bild:
Yy (P(f(y) = Q).

Fooo= Vo (5Q2) A=P(2) = P(f () AVy - (P (f(y) = Q(v))
Y Ve (4(2Q @) AP (@) V P (f (2)) Ay : (P (f (1) V Q (v)
L ey (Q ) V P @)V P(f @) A (P (f (1) V Q1)
o= (Q@VP@VP(f@)AEP(y)VQ©Y)
k) = {{Q(), P(x), P(f (@)}, {=P(f(4).Qy)}}

b) Zu F kommt jetzt noch, “Die Menge der Spielkarten enthélt eine Karte, die weder Karo noch
Bild ist”, also
Fz: (2P (2) A=Q (2))
hinzu, so dass wir
F'=3z:-P()A-Q(:)AF
erhalten.

Somit kommt zu F*, nach Uberfithrung von z zu einer Konstanten a,

(=P (a) A =Q (a))
hinzu.

Also gilt jetzt

K (") = {-P (@)} {-Q(a)} {Q ), P (z), P(f (x)},{=P(f (), Q ()}



Aufgabe 5:

Sei M ein Monoid, in dem alle Quadrate eins sind, das heifft M sei eine Menge zusammen mit einer

Verkniipfung o : M x M — M, so dass Folgendes gilt:
(i) (xoy)oz=uwo(yoz) firallez,y,z€ M
(ii) Es gibt ein e € M mit eox =z oe =z fiir allez € M
(ili) x oz = e fiir alle x € M
a) Ubersetzen Sie die Gesetze (i) bis (iii) in gleichungslogische Formeln.
b) Zeigen Sie, dass aus diesen Gesetzen das Kommutativgesetz folgt, dass also gilt

roy=uyoux fiir alle z,y € M.

b) Zu zeigen:
rzoy=yox firallex,ye M.

zoy = (zoy)oe = (zoy)o((yox)o(youx))
= zo(yoy)ozo(yox) = (zoe)oxo(youx)

((y
= (zox)o(yox) = eo(yox) = you

In Formeln:

Fy) <= f(@y),e) < F( @), f(62),f (:0)
L FU @) f ), f ) S5 (@ f (y,2), f (y,2))
S F(F @ f(F ) ), f ) =5 F(f (2, f (e.n), f (y.2))
B

2.2), f(y.2) 25 flef(y,2) 2 flyz)

Aufgabe 6:

In einem Computerprogramm kommen die vier Integer-Variablen w, z,y, z vor. Ab einem gewissen
Zeitpunkt im Programm gilt:

1. Wenn z > 0 ist, ist y > 0.

2. Wenn w < 0 ist, ist z < 0.

3. Wenn w > 0 ist, ist y < 0.

4. Es ist immer z > 0.

a) Ubersetzen Sie diese Aussagen in modallogische Formeln.

b) Das Programm endet genau dann, wenn = > 0 ist. Zeigen Sie, dass das Programm nie endet.

Losung:
a) Sei
W = Menge der Zeitpunkte
R {(s,t) € W? | 5 liegt vor ¢}
1 falls z > 0 an der Stelle s
€(Zs) = { 0 sonst
1 falls y > 0 an der Stelle s
¢Ys) = { 0 sonst
1 falls w > 0 an der Stelle s
¢Wos) = { 0 sonst
1 falls x > 0 an der Stelle s
§(Xos) = { 0 sonst
1.
O(Z=Y)
2.
O@Ew = -X)
3.
OWw = -Y)
4.
0z

b) Prosa: Angenommen es gibt einen Zeitpunkt ¢ an dem X gilt, d.h. an dem = > 0 ist, also
a(X,t) = 1. Dann folgt mit 2.) (riickwirts gelesen), dass W gilt (w > 0): o (W, ¢t) = 1.
Somit folgt aus 3.), dass Y (y > 0) nicht gilt, also a (=Y, ¢) = 1. Mit 1.) (riickwérts gelesen)
folgt dann « (—Z,¢) = 1. Dies ist ein Widerspruch zu 4.), also ist unsere Annahme falsch
und es gibt keinen soclchen Zeitpunkt ¢ an dem x > 0 ist, d.h. X gilt.
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Formeltechnisch: Zu zeigen ist, dass gilt 0-X.
Wenn diese Angaben korrekt sind und das

Programm an der Stelle s gilt haben wir:

a(@(Z=Y)AD(W = -X)A0W = -Y)ADZ,s) = 1.

Somit haben wir:

i)
a@Z=Y),s)=1 "BY q@z=0v,s=1
& a(-OZvDOY,s) =1
= «a(-0Z,s)=1 oder a(dY,s)=1
ii)
(5.12.0)
a@E-W=-X),s)=1 "=~ o0-W=0-X,s)=1
& a(-O-WVvO-X,s)=1
= a(-0-W,s)=1 oder o(0-X,s)=1
iii)
a@W=-Y),s)=1 "B 40w =o-Y,s) =1
=2 [e% (—\<>W Vv oY, S) =1
< a(@d-W,s)=1 oder o(-0Y,s)=1
iv)
a(0Z,s)=1
— Aus iv) und i) folgt:
a(dY,s) = 1.
— Aus o (OY, s) = 1 und iii) folgt:
a(O-W,s) =1.

— Aus a (O-W, s) = 1 und ii) folgt:

a(0-X,s) =1
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