Computational Commutative Algebra 1 — Lecture

2004-04-20

Einheiten sind nichts anderes als die Elemente, die invertierbar sind.

Anmerkung zur Definition ‘irreduzibel’:

o Hier wird nur R\({0}u R*) statt R\({0}) betrachtet, weil die Irreduziblitat von Einheiten
(diese werden ja von der Definition ausgenommen) nicht interessiert.

e Betrachte den Polynomring R[x| (ber den reellen Zahlen. Man will sagen, das

Polynome wie ‘x+1’ irreduzibel sind (Es gibt zwar die Zerlegung x+1 :%(2x+ 2),

aber % ist eine Einheit.), aber nicht, dass Polyome wie 2’ (also konstante

Polynome) irreduzibel sind.
Ein Modul far einen Ring ist das Analogen zu einem Vektorraum zu einem Korper
(gleiche Axiome).
Ein Ideal unterscheidet sich von einem Unterring darin, dass sogar R-/ </ statt nur
/-1 c | gefordert wird.
Beispiel fUr ein Ideal, das kein Primideal ist:
e R=2;1=1{4812..}; r=12¢l;r=rr,=2-6
e Es musste folgen 2e /v 6¢€ [, stimmt aber nicht.

2004-04-27

Eine R-Algebra S ist ein Ring, der zugleich R-Modul ist, wenn man als Skalarprodukt
RxS — S mit (r,s) ¢(r)-s wahlt.
Eine R-Algebra S heiBt ‘endlich erzeugt’, wenn es {s,,...,s,}e S gibt, so dass die

Potenzprodukte s;...s;” mit a, >0 Sals R-Modul erzeugen.

n

e bedeutet: Jedes se S Iasst sich als Linearkombination von verschiedenen sy ...s

an
n
o

schreiben, also s=) A, -8} ...s7" bzW. §=) C,;...C,; S ...S5"" .

n
i1 i1

e Bezug zur Realitat: Oft betrachtet man Polynomringe, welche ja R-Algebren sind. Der

o

Polynomring wird ‘erzeugt’ durch die Potenzprodukte x;...x;" mit o; >0, weil sich

ja jedes Polynom schreiben lasst als p(x)= ZC” . Chie Xy L x; . Da es nun nach
i~

der universellen Eigenschaft genau einen Ringhomomorphismus R|x,,...,x,]— S

(mit  u. a. der Eigenschaft wy(x;)=s;) gibt, entsprechen sich

Qp.j

p(x)=>"cp;...Cop - XP . xg und S="¢y;...Cpy STV .S

n
i1 i1

e Siehe auch Definition 1.1.13 im Buch.
Bei ‘S= R[x1,...,xn]/l’ steht nichts anderes, als dass das Bild (hier: S) isomorph zum
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Ganzen (hier: R[x,,...,x,]) ohne den Kern (hier: J) ist.

2004-04-29

Spezielle Ringelemente im Polynomring:

e Einheiten: P ={ D Chi) Xt - X\"|Co...0) € B Aalleanderenc; nilpotent}:
(i4 i JENG

e siehe Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS
2004; 2004-05-06; 13-20’

R Ring, re R: rPrimelement = rirreduzibel:

o rprime: rjrr, = rir v rir,

e rirreduzibel: r # rr,

e Angenommen, r prime und nicht rirreduzibel (also r reduzibel): :ﬂ A (r|r1 v r|r2)

dareduzibel daprime

e r,und r, sind kleiner’ als r, weil r ja das Produkt der beiden ist. Da r aber auch prime

ist, gilt aber auch r|r1 v r|r2 . Also muss r, oder r, ‘groBer’ als rsein (‘8’ kann nicht ‘6’

teilen, sondern frihestens ‘8’.). Dann muss aber r ‘gleich’ r, xoder r, sein (‘GréBer’
als ‘8" kann weder r, noch r, sein, denn 8 =r,r,. Also muss r, =8 xorr, =8 und das
jeweils andere muss gleich 1 sein (‘1’ ist jedoch eine Einheit.). Bei Polynomen
bedeutet das, dass r, xoder r, den gleichen Grad wie r haben muss und das jeweils
andere eine Zahl sein muss (eigentlich auch immer eine Einheit).).

e Also ist rdoch nicht reduzibel. Widerspruch.

e siehe Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS
2004; 2004-05-06; 12-20°

2004-05-25

Die minimale Erzeugendenzahl von [ =(x,,...,x,)* is weil: Man Gberzeugt sich

ot n(n+1)
2

durch Nachdenken, dass {x1x1,x1x2,...,x1x,,,xzxz,xzxs,...,xzxn,...,xnx,,} ein minimales
n Stlick n—1Stiick 1Stick
Erzeugendensystem fiir [ ist. Die Anzahl der Elemente ist die Summe der ersten n

natdrlichen Zahlen. Nach GauB ist das M

Ergénzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);

SS 2004; 2004-05-25; 08-14":

e M wird disjunkt zerlegt in homogene Komponenten vom Grad 0 und 1 — andere gibt
es nicht —, ndmlich M=M, ® M,.

¢ Die Herleitung des minimalen Erzeugendensystems fir M, durfte klar sein.

e Fir das minimale Erzeugendensystem far M, wird Nakayama’s Lemma verwendet.
Dazu wird von Mzu M/P_M Ubergegangen. Uns interessiert nur noch die homogene
Komponente vom Grad 1 von M (d. h. M,). Also interessiert uns die homogene
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Komponente vom Grad 1 von M/P_M, also (M/P,M),. Es gilt (siehe 1.7.9 im Buch):
(M/P.M), =M, /(P.M),.

e (P.M), sind Monome nvom Grad 1, die sich als Produkt von 2 Monomen schreiben
lassen (n=pm). Dazu muss deg(p)=0deg(m)=1vdeg(p)=1Adeg(m)=0 sein.
Doch da p aus P, kommt, hat p mindestens Grad 1 und somit bleibt nur noch
deg(p)=1adeg(m)=0 dbrig. Dies entspricht also PM,. Mit anderen Worten:
(P+M)1 =PM,.

e Insgesamt kriegt man also (M/P.M), = M,/ P,M,.

e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-05-25; 14-14.jpg’:

e Esgilt t-LT(f)= LTHE, + Lc(r) tJf,J, denn:

Lo(r)
LT[[E, n tcg))t f,} - LT(E,)‘, n tg((f; tf,j = max{L () LT(tr)}
= max{LT(Rf )t LT(7)} . t-LT(r)

weil LT(f) >LT(E, f; )f[]r alle f;, als ins Besondere fiir dieses f; mit t-LT(f; )=LT(f)
il
=tL7(7)

2004-06-03

e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-06-03; 03-29’:
* 0= y§1 und g, = ng , weil:
* O\ X=-0yy
e Weil die rechte Seite durch x teilbar ist, muss es auch die linke sein.
e Weil y nicht durch x teilbar ist (klar), muss zwangslaufig g, durch x teilbar sein.
e Analoges gilt far y.
e also: g, = yg; und g, = xg,
* 51 = _52 ) WeiI:g1x= -9,y < y§1x: _ngy At 51 = _52
e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-06-03; 07-29’ und folgende:
e Fir jedes feste Monom te T" muss der Koeffizient von t 0 ergeben, denn:
e Mulipliziere g,t,+...+9g,t, =0 vollkommen aus und fasse gleiche Terme wie
ublich zusammen, wodurch sich ihre Koeffzienten addieren.
e Mit tsind diese Terme gemeint.
e Da jeder Term t nur einmal in der sich ergebenden Summe aus Termen auftaucht,
kann er sich nicht mit einem anderen wegkurzen.
e Da die Summe immer noch 0 ergibt, muss vor allen Termen der Koeffizient 0
stehen.

¢ |n der Darstellung g, :Zc,jmj sind mit m; die Terme in Supp(g;) gemeint. Also
j

sind die m;-s von einem g, nicht die gleichen wie von einem anderen. Auch das j ist
bei jedem g, ein anderes.
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Esfolgt ‘c;; m; t, +...+¢,, m, t; =0, weil:
C;mti+...+c,; mt :0@(01/. +...+Cy )tzO(:»c”. +...+¢,; =0
1 71[ s _st 1 s 1 s
e Letzteres wurde ja bereits festgestellt.
e Alsoistauch (c,,m,,....c, m, ) eine Syzygie von (t,,...,t,).

(mj1 —m, )e Syz(t,,t,), weil:
mt=mt,emt+m,=0 & (m,-m, )eSyzt.t,)

nach Definition
Da Syz(twtz) ] <G12> ’

siehe Tafelbild 'University; Computational Commutat?;e Algebra 1(Algebra 2); SS 2004;2004-06-03;05-29'
muss nun (m, .-m, ) ein Vielfaches von (c,,) sein, also (m, ,-m, )= ho.,.

¢,; hlt;p~1,,0....,0) ist nichts anderes als (c,,m, ~c,,m, 0,...,0). Dies ist Uberhaupt

erstmal eine Syzygie von (t,,...,t.), weil:

c,,m.t,—c,mt,+0t;+...+0t; =0

e cmiti—-c;,m;t, =0

S mt=c,mt,

e mt=mt,

(Dies ist ja der Fall (siehe oben).)

Subtrahiert man diese Syzygie ((c”.1 m, ,—C,; m, ,O,...,O)) nun von der Syzygie
((Cm m;,...,Cq m/.s)), so erhalt man eine neue (siehe Tafelbild ‘University;
Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-06-03; 02-29’)),
und zwar (O,(czj2 +Cy )mjz,csjs m;,...,Cq mjs) mit einem Koeffizienten =0 weniger.
Fuhrt man das Verfahren fort, so kommt man nach s Schritten von (c1j1 m;,...,Cq mjs)

durch Subtraktion von anderen Syzygien auf (0,...,0)
also: (e, m,,....cgm, )-(..)-...=(.)=(0...0)= (e, m,,...c,m, )=(.)+..+(.)
%/—/

e sjs /S
s Stlick

Da die (..) alle Vielfache von mit 0-en auf die richtige Dimension gebrachte

Vielfache von o;, liegt (cmmh,...,csjsmjs) in dem Modul, der von (ebenfalls die

richtige Dimension gebrachten) o, -s erzeugt wird.

Die urspriingliche Syzygie (g1,...,g$) ist Summe von (cmmh,...,csjsmjs)—s, denn die

g;-s sind ja g, :ZC,.,m, und weil zu jedem Term tin g,t, +...+g.t, eine Syzygie
j

-»Cy, mjs) von (t,,...,t,) gebildet wird, was dafiir sorgt, dass auch jeder Term

(eym;,..

m; jedes g,’s genau einmal drankommt und somit:

(Cm mj,....Cq,M; )1

+ (Cm MjseeesCg, M, )2

¥
+ (Cm mj,...,.Cq, M )k

T2 A

= (9. 95)
(k = Anzahl der (verschiedenen) Terme tin g,t, +...+ g.t,)

Page: 4



e Beispiel

zur A-Funktion (Definition siehe Tafelbild ‘University; Computational
Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-06-03; 17-29’):
1 0 1 0
f 0 : 0 :
S =NAL R =M E AN
p : 0 : 0
° 0 1 0 1
=£&4 :5:‘
1 0

0 :
fi-M |+ A 0 =fv,+...+ 1V,

0 1
f f
e daher: Kern(A)=4| : |A|| : || =0} =Syz(v,,...,v,)
fS fS
%/_/
=fivi+.. +fVs
e T'(e,,...,e,)-Graduierung von P° (siehe Tafelbild ‘University; Computational

Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-06-03; 20-29’):

0 0 0
Vi 0 Vi City 9 0 0
e deg| i|l=| t |e|i|=| i |Vt LTl i ||=t|LT(g,)|=| !
i-te Stelle i-te Stelle
VS Vs Csts g‘r 0
T O T/—J \_j__. % . O
P : :;c,t,s, ;%’r
0 g 0 0
=te; flr ein 1<k<r
eT"(ey....e)

(also falls k =i ist).

e v muss kein Mehrdimensionen-Term sein um einen Grad zu haben, darf aber auch
kein Vektor von beliebigen Polynomen sein, sondern nur ein Vektor, der in jeder
Komponente (¢;t;) ein Monom (oder 0) stehen hat.

e Liften von Syzygien (vgl. Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1

(Algebra 2); SS 2004; 2004-06-03; 28-29’):

e Syz(G) wird berechnet wie folgt:

1.

Berechne Syz(LM(G)), was moglich ist, weil in LM(G) ja nur Terme (mit
Koeffizienten) stehen. Also setzt sich Syz(LM(G)) aus den fundamentalen
Syzygien o; zusammen und lasst sich, wie auf den vorherigen Tafeln gezeigt,
berechnen.

Sei (f,...,f,)e Syz(LM(G)). Berechne A((f,,...,%.)).
Ist A((f,,...,.))=0, so ist nach Definition von A (f,,..
Ist A((F,,...

.f.) eine Syzygie von G.
f))#0, so gibt es fur A(f,,....,f.))=fg, +...+f.g, eine Darstellung
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hg,+...+h,g,, weil f,g,+...+f.,g, € G und weil G ein Grobner-Basis ist.
5. Dann ist
fg,+..+fg,=hg,+...+ h,g,

=A((f... 1)) =A((f,..f)

s fg+...+fg,—hg,+...+h,g, =0
<:>(f1_h1)g1-’_"'-i_(fs_hs)gs =0
Alsoist ((f, = h,)....,(f, = h,)) eine Syzygie von G.

S

2004-06-08

e Hilbert's Basissatz (Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1
(Algebra 2); SS 2004; 2004-06-08; 10-18’):
e LC(/) ist ein Ideal in R, weil:
e Seien a,be LC(/). Dann muss auch a+ b auch in LC(/) liegen.:

Seien a=LC(f,) und b=LC(f,) fur f,,f, e /.

Da / ein Ideal ist, darf man Elemente aus / mit Elementen aus R]|x]

multiplizieren und bleibt in /. Also sind LT(f,)-f, €/ und LT(f,)-f, e . (Warum
A A <

gerade diese Produkie? Diese beiden Produkte haben den gleichen Leitterm,
namlich LT(f,)-LT(f,).)

Es gilt offensichtlich LCL LT(f,) -f,|=LC(f,)=a  und

%/_/
ist janur ein Term und daher LC(f, )=1

LC LT(f,) : be =LC(f,)=b.
E/_/
ist janur ein Term und daher LC(f, )=1
Addiere nun LT(f,)-f,+LT(f,)-f,e /. Da beide Summanden den gleichen
el el

Leitterm haben (siehe oben), addieren sich ihre Leitkoeffizienten, also
LC(LT(f,)-f, +LT(f,)-f,)=LC(LT(f,)-f,)+LC(LT(f,)-f,)=a+b.

Also ist auch a+b in LC(/), denn a+b ist der Leitkoeffizient vom Element
LT(f,) -, +LT(f,)-f,, welches in /liegt.

e Sei ac LC(/). Dann muss auch r-ae LC(/) sein mit re R .:

Sei a=LC(f,).
Da / ein Ideal ist, darf man Elemente aus / mit Elementen aus R[x]
multiplizieren und bleibt in /. Also r -f,el.

cR[x] weileR 7
Es gilt offensichtlich LC(r-f,)=r-LC(f,)=r-a.
Also ist auch r-a in LC(/), denn r-a ist der Leitkoeffizient vom Element r-f,,
welches in /liegt.

o Die LC(/")-s sind Ideale in R, weil:
e Seien a,be LC(/"). Dann muss auch a+ b auch in LC(/") liegen.:

Seien a=LC(f,) und b=LC(f,) mit degf, = degf, = 1.
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¢ Da der Grad der beiden Polynome gleich ist und es nur eine Variable (x) gibt, ist
f,=ax'+...und f,=bx' +....

e Dann ist aber auch deg(f, +1,)=1, denn

deg(f, +fb):deg(ax’+...+bx’ +...J:deg((a+ b)X +...)=1i.

=, =,
o Also ist auch a+b in LC(/")), denn a+b ist der Leitkoeffizient vom Element
f,+f,, welches Grad / hat.
e Sei acLC(/")). Dann muss auch r-ae LC(/") sein mit re R .
e Sei a=LC(f,) mit degf, =i, also f, =ax’ +....
e Multipliziere f, mit r und erhalte r-f =rax'+... mit deg(r-f,)=i und
LC(r-f,)=r-LC(f,)=r-a.
e Alsoistauch r-ain LC(I(’)), denn r-a ist der Leitkoeffizient vom Element r-f,,
welches Grad / hat.
e Weil die LC(/”)-s Ideale in R sind und R noetherian ist, sind auch die LC(/"')-s
noetherian. Somit werden sie endlich erzeugt: LC(/"))= (r,.ri)

o f0:=rlx 1. wobei 0<i<k-1und 1< j<s, (also r”e{r?,...r}
» Erganzungen zum Beweis der Behauptung /= (f,,...,f,, A%, . £l 10, o)

e Die u;-s € R gibt es allgemein, weil fe | und LC(/)={(r,,...,r,), und nicht nur, weil
degf > k.

e Die Bedingung degf >k wird nur bendtigt, damit in
f— (U x990k £ 14y x%9"99%f ) die Exponenten degf-degf, nicht negativ
werden koénnen, denn der groBte Grad der f-s ist k (mit anderen Worten:
rEgZ({degf,}: k) (siehe Tafelfbild ‘University; Computational Commutative Algebra

1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-06-08; 12-18").

f— (u1 x9TGhf y oy x0Tk f
el,daalle fiel
_ f (( degf-degf, . \degf, ) ( degf-degf, . . degf, ))
= —lu,x rx®h )+ lugx rox®%% 4
nach Definition der f;
[ ]
= ((urx® +.. )+ .+ (urx* +..)
— degf
= [ | (un U)X
=LC(f)x%9" 4. .. —L3()
o st f— (x990 £ 14y x%eoi o9t f )=, o) ist
el,daalle fiel
f=ux"%%f 4 +u x®"%%f und die Behauptung stimmt, da sich f als

Linearkombination der f,,...,f,,f*™ .7, £,..., ) schreiben lasst.

cylgs ceeslg oo

o Ist f—ux® O 4 yu x®I9f 20, o) ist  aber  wegen
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degf

degf-degf, degf-degf, ¢ | _
f—(ux@0 90k f oy x9SO ) F | (U U, )X

[
:LC(f)Xdeg,+“‘ :LC(f)

degl(f - (u,x %" £, + ...+ u x*® " f ))< degf und man mit diesem Elemenent
wieder vorne anfangen.
o Ist degf=:1g <Kk, ) ist LC(f)=LC(I(Q)):<r1(g),...,r§g)>, also

LC(f)=u'r® + ...+ u@'rle).

Sqg " Sq
e AuBerdem gibt es zu den r/.‘g)-s passende Polynome, namlich die f/.(g)-s mit
@) = plo)ya o
; ;

e Bilde nun statt f—(uy xo07000 4 4y x9o0!deolif ) entsprechend

» =9
_degfl@) degf-degfl9)
f—| uf® x0T AO) 1y gl x T 19| und gehe analog zum Fall degf > k

S

el

vor, wodurch es wieder ein Polynom kleineren Grades gibt oder man die 0
erreicht.

e Erreicht man irgendwann die 0 (muss man zwangslaufig, weil die Grade ja von
Schritt zu Schritt immer kleiner werden), so hat man

degf—degf, degf—degf, )
f—(u1x fi+. A+ Ugx f)-

_( (o) xoes-aoai” flo) | 4 u(g)xdegf_degfég)f(g)j —...=0

S Sg
e F= (U x0T 0hF 4 gy x0TI )y
_ (9) degf—degfs(g)
+(u1‘9)xdegf w€oh”f9) ¢ +ul9x o fs(f)j+...

und hat somit f als Linearkombination der f,...,f,

dargestellt.
e Hilfssatz 1:

. W o WU

— —
Untermodulvon M Untermodul von (M/U)

e 7 ist in der Tat bijektiv, wenn man es nicht mit © verwechselt, denn W|1> wWiu.
Kennt man namlich W =W/U, so kann man W eindeutig angeben, namlich
W=W+U.

e Beispiel zu ‘Normalform’:
o Wahle K[x] als P" und das Ideal (x* + x) als M.

o Dann kénnen in Klx]/(x*>+x) nur Polynome vom Typ ¢x'+c,x° (eigentlich
c,x' +¢,x°, weil die Elemente von K[x]/(x*+x) ja eigentlich Restklassen sind)
liegen, wobei ¢, € K.

o Also wird K[x]/(x*+x) erzeugt durch (x',x°). Da die Koeffizienten nur aus K
kommen, ist K[x]/(x? + x) ein K-Vektorraum.

e Z.B.liegt x* in der Restklasse — x, weil X2 =1-(x*+x)+ (~1)x .

e(x2+x) K[x]/ix2+x)
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o Da dieser Rest hier eindeutig ist, gilt: NF(x?)=—x.

 NF? =NF, weil: NF?(x?)=NF(NF(x?)) = NF(= x) = —x = NF(x?)

* NF, =0, weil: Elemente aus M sind in 0 und haben damit keinen Rest, also
NF, =0.

1%

e NF

(B)y
modulo M nicht mehr verandern.
e Erganzung zu ‘reduzierte Grébner-Basis’:

o §,=LT(g,)- Y c,be M, weil:
beB

=id , weil: Elemente aus (B), gerade die Reste sind und sich daher

=NF(LT(gy))
e Fir jedes (Multidimensionen-)Polynom p gilt: p=  m  + NF(p) .
M-Anteil von p 'DMSF
e Also p—NF(p)=me M.
* eigentlich sowieso klar, denn: 7mod4= 3 7= 14 +3, also
2p =NF(7) 2M-Anteil von p

7-3=1-4e M.
e ‘g, =LT(g,) reicht nicht, denn dann gilt zwar <LT(§}1 )...,LT(g )>=LT(M), aber nicht

d; € M, was aber auch benétigt wird, damit man sagen kann, dass (g;....,d,) =M.

2004-06-15

e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-06-15; 02-12:
o w—(rw,+...+rw,)e U, weil:
e (hnw,+...+rw,) ist Representant von w in M/U  (wegen
m(w)=(rw, +...+rw,)+U), liegt also in modulo U in derselben Restklasse wie w.

e Wenn 2 Elemente in derselben Restklasse liegen, bedeutet dass, ihre Differenz in
U liegt.
o w—(rw,+...4+rw,)e WnU, weil:
e w—(rw,+...+rw,)e U (siehe gerade eben)

o w—(rw,+...+rw,)e W, weil w—|rw,+._..+nw,
o v o

——

ew cw €W cW
— —
eWw eWw
eW
eWw

e Erganzung zum Korollar auf Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra
1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-06-15; 03-12’:
e R ist noetherian, falls r noetherian ist, weil:
e Waihle im Hilfsatz von eben M:=R*, U:=R*“" und somit M/U=R*/R*" =R.
e Dann ist (nach Induktion) U = R“" noetherian und nach Voraussetzung M/U =R
noetherian.
e Laut Hilfssatz ist dann M = R* noetherian.
e Erganzung zum Satz auf Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1
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(Algebra 2); SS 2004; 2004-06-15; 03-12’:
e Gerade gezeigt: R" ist noetherian.

e AuBerdem ist U :=ker(p) ein Untermodul von R*.

e Wahle also im Hilfssatz 2 auf Tafelbild ‘University; Computational Commutative
Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-06-08; 15-18’ das dortige M als R* und U als

ker(p).
e Erhalte, dass R*/ker(¢9) noetherian ist.

e Nun ist aber das M aus dem Satz auf Tafelbild ‘University; Computational
Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-06-15; 03-12’ isomorph zu

R* /ker(¢), also auch noetherian.

e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);

SS 2004: 2004-06-15; 11-12";
e LT(g,)=LT(g,), weil:

o) g

LM} B

o Daaberauch g, e M, ist LT(§,)e LT{M}.

e Da aber LT{M} disjunkt mit B und g, nur einen Term in LT{M} hat (alle anderen

sind in B), so muss dieser Term der Leitterm von g, sein.

e Dieser Termist LT(g,).
e Mit anderen Worten: LT(§,)=LT(g,).

2004-06-17

e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-06-17; 07-24": Mit ‘0" ist das gemeint, was bisher B hieB, namlich

1" \LT{M} bzw. I1" \LT{/}.

e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);

SS 2004; 2004-06-17; 11-24’:
o 1,:=0;—(h,...h)e Syz(f,....1f,), weil:

S(f,£,)=> hf,
k=1

o stf) - S hf, 0
k=1

nach Definition :k(cs,/-) ——
nach Definition von A gleich A(h;....,hg )

= Mo, )-Mh,....h,)=0

s

e Mo, —(h,...h)|=0
::'CU'
@K(t,j)=0
e t; € Syzf,,...f,)

Aist gerade so definiert worden

10



LF(z,)=0

jj ’

wegen: LT(hf)<LT| S(f,f )| bzw. LT| S(f,) =max(LT(k1,).
=\ c,-]) :Aio,,-) o

e Ergdnzung zu Buchberger's Algorithmus (Tafelbild ‘University; Computational
Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-06-17; 12-24’ und folgende):

Eine Frage, die man sich stellen kdnnte, ist, wo der Sinn darin liegt, S,] im Fall

S;#0 dem bisherigen Erzeugendensystem G=(g,,...,9,) von [ hinzuzufigen
(Schritt 4).
Dazu erinnere man sich an folgende Charakterisierung eine Grdbner-Basis: G ist

eine Grobner-Basis < LT{ / }: LT(g,)-...LT(g,)).

oder allgemein M

)
32
hier noch=(g1,....gs )

Ist nun S = NR [S(g,,gl)J #0, so ist, weil der
%/_J

el

S
el,dennNRg(m)=m->_ p;g; fiir alle me/ mit bestimmten Polynomen p;
i=1 b

el <l
—_—

el
-

Divisionsalgorithmus hier gestoppt hat, LT(S,;.) durch kein LT(g,) mehr teilbar.
Mit anderen Worten: LT(S; ) ist kein Vielfaches eines LT(g,) mehr.

Mit anderen Worten: LT{S,}}E LT(g,)....LT(g,))-

—_
el

eLT{1}
Alsoist LT{/}# (LT(g,)....,LT(g,)) und damit G keine Grébner-Basis.
Figt man nun g, :=S; dem bisherigen G hinzu, so erzwingt man gerade, dass dann
LT(S;)e (LT(g,)....LT(g,JLT(g,)), denn es ist ja gerade LT(S;)=LT(g,), weil ja
9. =S;.
Dann besteht die Chance, dass jetzt LT{/}=(LT(g,)....LT(g,)LT(g,)) und somit G
eine Groébner-Basis fur /ist.

e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-06-17; 23-24’:

Wie kommt man auf die angeschriebene, hinzuzufligende Spalte?
Man méchte am Ende eine Matrix A haben, so dass G = FA. (Beachte: G und F sind

Zeilenvektoren. G = (9:r-.,9) und F = (f.,...,f.) )
%/_/
bisher berechnete Grébner-Basis urspriingliches Erzeugendensystem
Zu  Anfang ist  (g,...9.)=(f,....f,) (also auch s’=s), also
10 -0
0 - :
(9152 95)= (hyens,) . .
0 -~ 0 1

%,—J
Einheitsmatrix /s (mit s Zeilen und s’ Spalten)

Diese Gleichheit soll nach jedem lIterationsschritt des Algorithmus wiederhergestellt
werden. Da einerseits in jedem Iterationsschritt ein p zu G hinzukommt, muss die
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bisherige Matrix A angepasst werden.

e Da p= S(g,,gj) -9,9,—...— 949y (sieh
%,_/
IS
c; i C) Ig]
g =(ht) & (for a
i-te Spalte der Matrix
1, 1, _ _ _
p=(f,..f,)—ta-—ta-qa-...-q.a, |.
Dies st ein Spaltenvektor der Lénge s.
°

(g1-.95.P)
—

=G
1 0 0
0 Do _
:(f1""’fs . as+1 as’
=F . ’ bisher hinzugefligte
0 0 1 Spaltenvektoren
Einheitsmatrix /5
vom Anfang

bisherige Matrix A

C

]

1. 1. _ _
—t,ja,——tﬂa]—q1a1—...—qs/as/
C

e vorheriges Tafelbild) und

lle g;) gilt, ist

Hangt man diesen Spaltenvektor an A an, so erhalt man gerade:

neuer Spaltenvektor fir p

e Also (l t;a; —ltj,éj -ga,—...—

qs’és' j '

neue Matrix A

e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);

SS 2004; 2004-06-17; 24-24’:
by,

o h=(gy..9s)

b

si

e Wie fahrt man nun fort, wenn man die Matrix B hat?

c, d,
e Ziel ist es ja, h=(h,,...,h als h=(f,....f,) auszudriicken. d. h. man will
%/—J
H C, d,
d,
kennen.
df

* Nungilt: H=GB=FAB.
=G
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c, c,

o also: h=(h,...h) i |=(f,...,)AB
T Ct %/_C_/sxs’s'xt Ct
2004-06-22

e Erganzungen zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra
2); SS 2004; 2004-06-22; 01-18’:
¢ In dieser Definition fallt ein wesentlicher Teil nicht auf, ndmlich, dass die g,-s aus
M sein mlssen.
¢ Die Definition im Buch (Definition 2.4.2) ist natdrlicher.
e Ergdnzung zu Bemerkung 2 auf Tafelbild ‘University; Computational Commutative
Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-06-22; 02-18':
¢ Je nachdem, welche Definition fir ‘Grébner-Basis’ man benutzt ist entweder nichts
zu zeigen (Definition aus dem Buch) oder es ist was zu beweisen (Definition auf
Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004;
2004-06-22; 01-18’). Im letzteren Fall Fall ist der Beweis ab Tafelbild ‘University;
Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-06-08; 07-18’ zu
finden.
e Erganzungen zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra
2); SS 2004; 2004-06-22; 03-18’:

e VvV —v'eM, well v’—v”:[v—v”J—[v—v’].
Hf_J Hf_J

eM eM

eM

¢ “Insbesondere gilt v'—v”=0 oder ...”: Hier wird eine Fallunterscheidung gemacht. 1.
Fall: v'—v” =0, daher ohne Leitterm, weil kein Grad. Dann gilt offensichlich v'=v".
2. Fall: Es gibt einen Grad, somit einen Leitterm. Dieser ist dann in LT(M), weil
v -vieM.

e Beispiel zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS

2004; 2004-06-22; 16-18’:

o Sei f(x,x,)=Xx2+x,x, — X, —1.

e Dannist deg(f)=2.

e Dannist:

=deg(f) 2
5 X, X X X X X
f[ = ’X"lezx"z .,(_1,_2}:@(_1} +(_1J(_2j‘(_2j‘1
neuev;iable XO XO XO XO XO XO

= X2 + X, X, — Xy Xy — X2
e In ™™ hat jeder Term Grad 2, also ist f™™ homogen vom Grad 2.

e Das kommt dadurch, weil ™" sich aus f ergibt, indem diejenigen Terme, die in f
einen zu kleinen Grad haben mit einer zuséatzlichen Variable ( x,) aufgefullt werden,

bis sie denselben Grad haben, wie die Terme, die den gréBten Grad haben, also
deg(f).
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e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-06-22; 18-18’:

e Wenn

LCMI¢, ¢, LCM(t,t. LCM(t,t.
LOMU, . 1) (t”t”tk):1 ist, so ist 6, = c (;”t”tk)c,ﬁ c (tt”t”tk)c
i i K

K

e Dann aber ist 6, im Erzeugendensystem von Syz(LM(G)) (welcher ja auf jeden Fall
von der Menge aller o, erzeigt wird) UberflUssig.

2004-06-24

e Ergdnzungen zum Beispiel auf Tafelbild ‘University; Computational Commutative
Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-06-22; 05-18’:
e Die eigentlich Aussage des Beispiels ist, dass, wenn man [/ als Grobner-Basis

g
g

egeben hat, man sofort sehen kann, ob P =/ und damit , ob Z(/)={ }, namlich
enau dann, wenn in der Grébner-Basis eine Kostante steht.

e NF(1)=0 < In der Grébner-Basis gibt es eine Konstante, weil:

Der Leitterm von 1 I&sst sich unter der Voraussetzung NF(1)=0 durch ein g, aus

der Grébner-Basis teilen.
Dazu muss der Leitterm von g, aber kleiner oder gleich dem von 1 sein.

Da es nicht echt kleiner geht, bleibt nur gleich.
Da nur Konstanten den Grad 0 haben, ist g; also eine Kosntante.

Da man durch g, teilen kann, ist g; nicht 0.

2004-06-29

e Erganzung zur Bemerkung auf Tafelbild ‘University; Computational Commutative

o |/

Algebra 1 (Algebra 2{; SS 2004; 2004-06-29; 08-10’:

eI, weil VT ={flf' e 1}t e 1}=1

e Z()22W1), weil

e zWi)= f(@)=0vge i

Da / /I, gilt insbesondere f(a)=0vfe /.

Dann aber ist ae Z(/).

Also e Z(1)= ae z(1).

Das ist genau dann der Fall, wenn Z(/) 2 Z(\ﬁ) (einfache Mengentheorie).

e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);

SS

2004; 2004-06-29; 10-10’:

Page: 14



Z(InJd)=2(uz(J)
o {ah(a)=0vhe InJ}=1{gf(a) = ovre Ihuialg(a) = Ovge J}
« o 1{gha)=0vhe InJ}=1{gf(a)=0vre Ivg(a)=0vge J}

o |h@)=0vhelnd & fla)=0vfelvg(a)=0vgeJ

'="entspricht ¢
'<"entspricht

o @helnd: h(@)#0 o 3fel:f(a)=0A3ge J:g(a)=0)
o ‘=7
e Wahle das existierende he InJ, so dass h(a)=0.
e Da helnd,ist hel und he J.

e Wahle das zu findende f = h und das zu findende g = h.
e Danngilt f(@)#0Ag(a)=0.
o ‘&
e Wahle die existierenden fe | und ge J mit: f(a) =0 g(a)#0.
e Dannist h=fgeIndJ,denn fge I, weil fel,und fge J, weil ge J.
e Dannist h(é):@-g(é)io.

——
#0 #0

2004-07-01

e Ab Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004;
2004-07-01; 03-18’ ist das Liften von Syzygien sehr schén erklart.

e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-07-01; 08-18’ und ‘University; Computational Commutative Algebra 1
(Algebra 2); SS 2004; 2004-07-01; 09-18’:

e Bisher ist nur bekannt, wie man Sysygien fur Grébner-Basen berechnet, nicht aber
fur beliebige Erzeugendensystem.

e Daher wird das beliebige Erzeugendensystem zunachst in eine Grobner-Basis
konvertiert und daftir Syz(G) berechnet (Schritt 3).

e Erganzungen zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra

2); SS 2004; 2004-07-01; 14-18’:
hy

e Man kann f. weglassen, wenn es einen Spaltenvektor | : | in M gibt mit h, K\{O}
h

(also eine h. = const), denn:
e Die Spaltenvektoren von M erzeugen nach Definition den Syzygienmodul von

(f,....£.).
e Insbesondere ist jeder Spaltenvektoren von M selbst eine Syzygie von (f1,...,fs).
hy
e Also (f,,....f.) : |=fh +...+fh =0.
h

S

e |stein h, =const, so gilt:
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fh +...+fh, =0
s Lh+...+f h_ +f.h

i+17 Y+

+...+fh, =—f h,

=const

h hi— hi+ hs
@ﬁ:)ﬂ_—‘+...+ﬁ_1_—l7‘i+)‘i+1 —/71/ o+ h

Also lasst sich f, durch die Ubrigen f;-s ausdricken und kann demnach im
Erzeugendensystem von weggelassen werden.

i

e Man kann f, genau dann weglassen, wenn die i-te Zeile von M das Ideal (1) erzeugt,
denn:

Zeige hier eigentlich nur die Ruckrichtung, aber die Hinrichtung wird einem Klar,
wenn man die Rickrichtung verstanden hat.

Wenn die ite Zeile von M das Ideal (1) erzeugt, dann gibt es p,,....p , , SO
Breite d;r Matrix
dass 1=p, h,; +..+ p.h,;
i-tes Element des 1. Spaltenvektors -tes Element des u-ten Spaltenvektors

Ziel ist es nun, M eine neue Spalte hinzufigen zu kdnnen, in der an der i-ten Stelle
eine Konstante steht.

Da in M nur Syzygien stehen dirfen, muss diese neue Spalte eine Syzygie sein.
Man darf beliebige Syzygien M hinzufugen, denn M soll ja ein Erzeugendensystem
des Syzygienmoduls sein und einem Erzeugendensystem darf man beliebige
Elemente des Moduls hinzufiigen, ohne dass die Eigentschaft ‘erzeugend’
verloren geht.

Da man eine Spalte mit einer Konstanten an der i-ten Position haben will und
1=ph,;+...+p,h,;, ist es nahe liegend, die neue Spalte so zu bilden:
h1.1 hu.1

Bl i o+e+p, = :
h h ph  +...+p,h

1.s u.s

ud

pihy+...+p,h

u.s

Dass diese neue Spalte auch wirklich eine Syzygie von f,....f, ist, sieht man

S
eigentlich schon daran, dass sie im Erzeugnis der alten Spalten liegt. Es lasst sich
aber auch leicht direkt nachrechnen:

pihi s +...+p,h

uA

(f,....1. ) :
p1h1.s +"'+puh

u.s

= f1(p1h1.1 +"'+puhu.1)+"'+ fs(p1h1.s +"'+puhu.s)

=tph g+ +hph+Hph ++fph

= f1p1h1.1 +...t fsp1h1.s +:_;;+ f1puhu.1 +...+ fspuhu.s
=0

s

: JSyzygie ist =0, weil
hts

u.s

hu.1
1 | Syzygieist
hLLS

=0, weil

=0
In der iten Zeile dieser Spalte steht nun p,h,; +...+p,h,; =1 und mit der
Uberlegung von vorhin folgt, dass man f, weglassen kann.

2004-07-06

Page: 16



e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-07-06; 13-16’:

e Ind=(cm(f,g)), weil: /mJ={he P‘hzgfzgg}. Dies ist die Menge aller

eP eP

gemeinsamen Vielfachen. Die muss logischer Weise durch das kleinste gemeinsame
Vielfache erzeugt werden.

2004-07-08

e Erganzungen zu Tafelbildern ‘University; Computational Commutative Algebra 1
(Algebra 2); SS 2004; 2004-07-08; 02-18 bis ‘University; Computational Commutative
Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-07-08; 04-18’:

e Der zentrale Punkt ist der Ansatz /=Jn~J. Wiisste man, wie J aussieht, so hatte
man das gesuchte Z(/), denn Z(I):Z(J)UZ(j). Im Folgenden wird herausgefunden,

dass es sich bei J um /:J handelt.
. J-ngmj,weiI:
e Sei J=(jp.rj), J=(Frn].) und Je u-J.

i Dann lSt j=p1.1j171 +"'+p1.sj17s+"'+pr.1jr71+"'+pr.sjr75'
e Esgilt jeJ,weil j=(o,,7 )i +...+ (oo )i+t 00T )i, 4ot (01 )i

— — — —
eP eP eP eP

¢ ES gllt ]E j ’ Well ]:(p1.1j1)71 +"'+(p1.sj1)75 +"'+(pr.1jr)71 +"'+(pr.sjr)7s'
eP eP eP eP

e Also }e JnJ und somit J-dcJnJ.
o I=dn(/:J), weil:
o ‘'
e /cJ (siehe Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1
(Algebra 2); SS 2004; 2004-07-08; 02-18).
e /cl:J, denn [:J:= {he P|thl} und hel st auch Element von
{he P|hJ c I}, denn fir ein he lund ein je J ist auf Grund der Definition ‘ldeal’
auch hjel,also hdc /.
e Also IcJdnl(l:J).
e 'O
e Sei he Jn(/:J),also he J und hel:J = hdcl.
 Weil he J und hdc !, ist hhel.

eJ
e Also h%el.
e Weil / ein Radikalideal ist, gilt Ji=1. (VI = {he P‘h" € l})

e Da hZel,ist hel.

o Weil he /I und +i=1,ist hel.
e Erganzung zu Tafelild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-07-08; 05-18’:
e “Fir he P muss ..”: Bessere Formulierung: “Fir hel:(g) muss ..., weil

Page: 17



hel:(g)e hlg)c = hge | = 3a,:hg=af, +...+af,.
e Erganzungen zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra
2); SS 2004; 2004-07-08; 06-18’:
e I:(g)=(c,4,...,C,,), weil die c,-s in Syz(g.f,....,f,) zu g gehéren, so dass
Cog=(c ) +...+(-c; )fs
e Hat man fir alle g,,...,g9, das zugehérige l:(g,.):(c1_0,...,c,l_0)i berechnet, so qilt

I:J:él:(g/):é(cmv--acr,.o)

/.

e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-07-08; 11-18”:
M:(w,)
= (erste Komponenten der Elemente des Erzeugendensystems von Syz(w,,v,,...,v, )>
e Erganzungen zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra
2); SS 2004; 2004-07-08; 13-18":
e Ann,(M)=U:P", weil:

Da M=P'"/U, kann man die Elemente aus M als Restklassen betrachten, also
pe M fir pe P".

Dann ist
Ann,(M)={fe Aifb = 0vpe Mi={f e Plfoc Uvpe P }={fe PP cU}=U:P".

=P/l

o IgAnnP{MJ, weil:

Ann, (M)={f < Pifo = 0vpe M}=f< Allo=0vp e Mj={f< Pifpe Ivpe M)

={fe Plfoe Ivpe P}

Die letzte Gleichheit gilt, weil man zu jedem pe P ein pe M bilden kann und
man, wenn man mit den p-s ganz P durchlduft, damit dann auch alle pe M
erreicht.

Zu zeigen ist also, dass ein ie | auch in Ann,,(M)={fe P|fpe Npe P} liegt.
Seialso ie l. Dannist ipe Npe P, weil IPc I, weil | ein Ideal ist.

Also ist iauch in {fe Plfoe Wpe P}=Ann,(M).

e Beachte: Ann,(M) ist ein Ideal. Denn:

Zu zeigen: P-Ann,(M)c Ann,(M).
Seien peP und feAnn,(M). Dann ist pfeAnn,(M), welil
(of)M = p(fM)=p-0=0.

e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-07-08; 14-18’:
e Der Unterschied zwischen ‘Colon-Ideal’ und ‘Colon-Modul ist:

» Colon-ldeal: M: N ={ fe P |ng M}

e Colon-Modul: M: | :{

Modul

Colon-Ideal

fist Polynom

feP'
e _
Ideal f ist Vektor aus Polynomen

Colon-Modul

\f/ c M}
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e Erganzungen zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra
2); SS 2004; 2004-07-08; 15-18’:
e Gesucht sind alle we P’, so dass wfe Mvfe l, also alle we P, so dass es eine
Darstellung wf = hyv, +...+ h,v, gibt.
o wt=hv,+...+hyv,ef-P nM
2 TE
* Jedes u; istvonder Form u, =fw,, weil u; e f-P".

e M:| istdann M:I:QM:(f):éM:(f,)
e Erganzungen zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra
2); SS 2004; 2004-07-08; 16-18":
« Nichtnullteiler-Probe: f< PistNNT fiir M < 0 :(f) = {0}, wei:
o 0:(N={me Mm(f)< O)}={me Mm(r)=0}
o ‘=0
e Da fNNT, gilt nur fir m=0 fm=0.
o Somitist {me Mmi(f)=0}=0
e ‘&=
e Wenn {rhe M‘m(f):()}: 10}, dann ist nur fiir m=0

o Somitist fNNT von M.

)

2004-07-13

e Erganzungen zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra
2); SS 2004; 2004-07-13; 03-20":
. ker((p) soll im 1. Fall als U/U gegeben werden. Die Definitionsmenge von ¢ ist
P"/U.Asoist Uc P.
e Analoges gilt bei im(¢)
e Unter ‘3’ ist das Urbild einer vorgegebenen Menge gesucht.

e Erganzungen zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra
2); SS 2004; 2004-07-13; 04-20’:

@[M} g z{ﬁe P’

P U ePs/V

o JleP’ ®(ii)e V}

e Die w;-s sind die von Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1
(Algebra 2); SS 2004; 2004-07-13; 02-20°. Daher auch die Beziehung zwischen &
und ¢.

o d(i)=d(fe +...+fe )=d(fe)+..+d(fe )=fDd(e)+..+fD(e)=fw, +..+fw,.

e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);

SS 2004; 2004-07-13; 06-20’:

~

. V=<W1,...,Wr,V1,...,Vﬁ> , weil:
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. im((p):< W, ..., W, >und im((p):\7/V:\7/<v1,...,vB>

“o(e)  =ole )
o also: V=im(@)+V =(w,,...w,)+(v;...vy) = (Wy,...W,. V...,
Ergdzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-07-13; 07-20’:
e Gesucht ist U/U:= (p“(V/V). Da U ja schon bekannt ist, ist also nur noch das

UcPr gesucht.

Erganzungen zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra

2); SS 2004; 2004-07-13; 09-20’:

e Die Frage ist, auf was man die e, € P’ mit Hilfe von y abbilden soll, damit ¢oy =y
ist, bei gegebenen ¢ und vy.

o Mit vle)=(f,,...f,)+U ist wle)=(f,e +...+f,e)+U gemeint, also die
Linearzerlegung des Bildes.

 Es soll also sein ¢(V(e,))=vle,) = o((f e +....+f e )+U)=yle;) und gesucht sind
also die passenden f, ;-s.

Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);

SS 2004; 2004-07-13; 10-20":

e Das B=(w,,...w,,v,,....v,) c P° ist das V von Tafelbild ‘University; Computational
Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-07-13; 06-20'.

Ergénzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-07-13; 12-20":

o Hom(Af):
A
g9 fog
f
o Hom(f,A):
A
LN
f

Erganzungen zur universelen Eigenschaft (Tafelbilder ‘University; Computational
Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-07-13; 16-20° bis ‘University;
Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-07-13; 18-20’):

N ,
Vs,
A sz

N—Y2

v
vy D,

M,————> M,
O,
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2004-07-15

Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);

SS 2004; 2004-07-15; 01-14’:

e Ein Eliminations-ldeal ist nichts anderes als das Teilideal von /, das nur die Polyome
aus / enthalt, in denen die Variablen x; aus P nicht vorkommen. Die entsprechenden
Polynome verschwinden also.

Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);

SS 2004; 2004-07-15; 03-14:

¢ Definition ‘affine variety’: An affine variety over an algebraically closed field K is a
subset of some affine space K" over K which can be described as the vanishing set
of finitely many polynomials in n variables with coefficients in K, and which cannot be
written as the union of two smaller such sets.
(http://planetmath.org/encyclopedia/AffineVariety.html)

iff’ = ‘if and only if’

Erganzungen zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra

2); SS 2004; 2004-07-15; 04-14’ und ‘University; Computational Commutative Algebra 1

(Algebra 2); SS 2004; 2004-07-15; 05-14":

e Vst eine affine variety. Nach der Definition kann man hier nun Polynome in 2
Variablen finden, so dass p, =(11), p,=(10) und p, =(20) die Elemente des
vanishing sets dieser Polynome sind.

e Diese Polynome findet man, indem man Geraden durch je 2 Punkte legt:

y

A

%ﬂp X

¢ Die Geradengleichungen lauten:
e blau: x=1< x-1=0
e rot: y=0
. L y=—x+2 y+x-2=0

e Nun bildet man aus je 2 Geradengleichungen das Produkt:
e blau-rot: (x—-1)y
e blau-  : (x-1)y+x-2)

e rot-  : yly+x-2)

e Ein Produkt ist = 0, wenn eine der beiden Geradengleichungen = 0 ist. Logisch
ausgedrickt: Die eine oder die andere.

e Also sind alle Produkte = 0 (logische Und-Verknlpfung; es ergibt sich der Gesamt-
Ausdruck (Geradengleichung 1 = 0 oder Geradengleichung 2 = 0) und
(Geradengleichung 1 = 0 oder Geradengleichung 3 = 0) und (Geradengleichung 2 =
0 oder Geradengleichung 3 = 0)), wenn mindestens 2 Geradengleichungen = 0 sind.

e Wenn 2 Geradengleichungen = 0 sind, so gilt insbesondere, dass sie gleich sind.

e 2 Geradengleichungen sind dort gleich, wo ihr Schnittpunkt ist.
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e Die Schnittpunkte sind p,, p, und p,.

¢ Also sind die Polynome an diesen 3 Punkten = 0, also liegen sie im vanishing set
dieser Polynome. (Man Uberlegt sich kurz, dass es auch keine weiteren gibt.)

e Also lasst sich die Koordinaten-Information in diese 3 Polyome codieren. Hat man die
3 Polynome, so kann man die Koordinaten-Information decodieren, indem man das
vanishing set dieser 3 Polynome berechnet.

e Das nachste Ziel ist es, wenn man die Polynome gegeben hat, daraus die Polynome
der projizierten Punkte zu berechnen. Aus ihnen kann man dann die Koordinaten-
Information der projizierten Punkte gewinnen.

e “geAlisa..”

e Wenn (p,q)e Z(/), danniist (p,q)e V (I wurde ja gerade so konstruiert.).

e Da auf die y-Achse projiziert wird, fallt die erste Koordinate eines Punktes aus A?
beim Projizieren einfach weg; es Uberlebt also nur das q.

e “feKly]isin..”:

e Das fhat 2 Argumente (obwohl es € K[y] ist), weil das feigentlich aus / kommt.

e ge n(V) bedeutet, dass q liberhaupt erstmal ein projizierter Punkt ist, dass es also
einen Punkt (p,q)e V gibt, der auch tatsachlich auf g abgebildet wird. Dies sorgt
dafiir, dass die Bedingung f(p,q)=0 nur fiir projizierte Punkte erfilllt sein muss;
bei anderen ist es egal.

e (p,g)e n'(q) bedeutet, dass (p,q) der Punkt ist, der auf g abgebildet wird, und

nicht z. B. (g,qJ.

#p

e “Hence fe Kly]is...”:

e Wenn faus dem vanishing ideal /(n(V)) ist, dann ist fin /, weil f(p,q)=0 fiir alle
(p,q)eV, und in K[y], well es das vanishing ideal aller Punkte
q e n(V) ist.
hat nur ein:Koordinate

Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);

SS 2004; 2004-07-15; 07-14:

e Ein Minimalpolynom zu einer Abbildung fist das normierte, kleinste Polynom, dass,
wenn man fin dieses Polynom einsetzt, die 0-Abbildung ergibt. Insbesondere kann f
naturlich auch selber ein Polynom sein.

Ergénzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);

SS 2004; 2004-07-15; 10-14":

e Wenn der Leitterm von fin P liegt, dann soll ganz fin P liegen.

e Dazu mussen aber alle, also auch die kleineren Terme von £, in P liegen.

e Also kénnen nur gréBere Terme als LT(f) nichtinin P liegen.

e Wenn also ein Term, der ein x; aus Y enthalt (also durch x; teilbar ist) und somit

nicht in P liegt, so muss er groBer sein als alle Terme aus P, denn sonst kdnnte
man ein Polynom aus dem gréBeren Term (aus 15) und dem kleineren Term (aus
Ncht-lﬁ) bilden, das dann nach Definition der Elimination-Ordnung zwar in P liegen
musste, es aber offensichtlich nicht tut, denn es ist ja ein x; aus Y enthalten.

Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-07-15; 11-14":
e Die Terme x,,...,x; mussen also gr6Ber als die Terme x,,,,..., X, sein.

Page: 22



e Ergénzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-07-15; 14-14:
e Ind=UnNP, weil:
f=cfi+..+cf,=dg,+...+4d,g, (=felnJ)
s cfi+...+cf,-dg,—...—d,9,=0
s cfi+...+cf,-dg,—...—d,g,+d,g,y+...+d, g9,y =1y
=fy
scof+..+cf +(-d, +dy)g, +...+(-d, +d,y)g, =ty
scf+..+cf +(-d)g,(1-y)+..+(=d,)g,(1-y)=fyeU

2004-07-20

e Ergénzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-07-20; 01-19’:
» Ware eine der ersten i Komponenten von v ungleich 0, z. B. v, so ware, weil ¢ eine

0 0
0
Komponenteneliminationsordnung ist, | v, |>| v, |= LT(v), was aber nicht sein kann,
0 0
0 0

weil sonst | v. | der Leitterm ware.

0
e Ergénzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-07-20; 03-19’:
e LT(g)e F, weil:

Page: 23



e | t|=FtLT(g)

0
——
=tey;
eF

e Weil ' nur ein 1-dimensionaler Term ist und LT(g) und ein Vektor ist, ist LT(g)
dafiir verantwortlich, in welcher Zeile der Vektor #’LT(g) den Eintrag hat.
0

e Wegen t'LT(g)=|t| ist der Eintrag bei LT(g) auch in Zeile A >i und somit

LT(g)e F.

e Erganzungen zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra
2); SS 2004; 2004-07-20; 05-19’:

e Seia= eN.

e Dann ist
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0 0
‘71 s 6 6
-1 0 1 0
=g 0 |+...+4a, +a,|0|+...+a, :
0 : 0
0 -1 0 1
v, 7.) (0
-1 0 a,
=a,| 0 |[+...+a, : |+
0
0 -1 a,
—— ——
eN eN eN=eN
eN
eN
‘71 ‘75
0 0
e Alsoist z=a,| : |[+...+a, : |e N.
0 0
e Dann gibt es b,,...,b, mit
z, _ _ _ _
: v, Vv v, Vs
-1 0 - b, 0
z )
zZ= 0’ =b, | 0| +..+b, =l 0 |+..4| :
. : 0 : 0
i 0 -1 0 - b,
0 — —_—
Erzeuger von N Erzeuger von N

. v
mit s 0-enunten

e Also sind die b, =0.
Z

e Alsoist z= ’ 0.

0

. v
mit s 0-enunten
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e Nach Definition von Z istalso a,| @ |+...+a,| : |=0.

e Alsoist a,v,+...+a,v, =0.

e Alsoist (a,,...,a,)e Syz(V).

Erganzungen zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra
2); SS 2004; 2004-07-20; 07-19’:

e Ergénzungen zur 2. Anwendung:

o
Za[ J+Zb/(WJEL LN0O®...®00P®..OP
J=1 J

r Stiick r Stiick

0
Weil u, = (; el istauch u e L.
G
i-ter Erzeuger von L
0
v,) &, (W :
Damit gibt es a, und b, mltZa T+ =
0) %= "W,
i
t
Wegen der unteren r Zeilen (D b,w )ist U, e N.
j=1
S t 0 S t R
Wegen der oberen r Zeilen ist Y av,+> bw, =| i |e > av, =-> bw, =-0,,
i=1 j=1 0 i=1 j=1
eM
also —{; und somit auch U, e M.
Also 0,e MNN.
0
Die Ruickrichtung (beliebiges Element aus M NN fihrt zu einem : -S in [)

lasst sich analog zeigen.

Ergénzungen zur 3. Anwendung:

modulo M, alsoin P" /M

M;{W)z{heP|hWeM}:{heP hw=0 } Ann,, (%)
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e Weil u;, = O e N, ist auch ueN
f
0
s v, w :
 Alsogibtes a, und bmit Y a| |+ = .
= \0 1 0
f
* Wegen der unteren Zeile ist f, = be P.
eP
S 0 S
» Wegen den oberen rZeilenist Y av,+bw=|: | bw=-) av,e M.
i=1 0 i=1

eM

e Alsoist be MF:,<W>.
e Wegen f,=b ist f e MFZ’<W>.

* Die Riickrichtung (beliebiges Element aus MFZ’<W> fihrt zu einem 0 -sin L) lasst

f.

sich analog zeigen.
e Erganzungen zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra
2); SS 2004; 2004-07-20; 09-19’:
e /(M) ist ein Ideal (und kein Untermodul), weil /(M) ein Ideal des Rings Rx M ist.
e Man hat also einen Ring gefunden, in dem ein zum Modul M isomorphes Objekt ein
Ideal ist. Man hat M gewissermalBen ‘idealisiert’.
e Erganzungen zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra
2); SS 2004; 2004-07-20; 13-19’:

e (r,s)~ (r’,s’)@£=§ ors=rsers-sr=0
e Woher das ‘s”’ kommt, ist an dieser Stelle noch nicht offensichlich.
e Erganzung zu Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-07-20; 19-19”:
.« M () = (M- Ply]+(fy=1)- Pyl )n P, weil:

e Nach Satz auf Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1
(Algebra 2); SS 2004; 2004-07-20; 17-19’ gilt M Fgf(f)‘” =M, NP".

e Nach Satz auf Tafelbild ‘University; Computational Commutative Algebra 1
(Algebra 2); SS 2004; 2004-07-20; 16-19’ gilt M, = P[y]/(fy —1).
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Computational Commutative Algebra 1 — Book

1.1 Polynomial Rings

e Definition 1.1.3:
e Ein R-Algebren-Homomorphismus ist eine Abbildung p:S— T, die, wenn man
re R und se S hat und diese nach T konvertieren will, weil man in T rechnen will,
es einem ermdglicht, r nicht erst mit ¢: R — S in S umrechnen zu missen, sondern r
mit y:R—T gleich in T umrechnen zu kénnen, die also in gewisser Hinsicht
kompatibel mit vy ist.

e Mit anderen Worten: p(¢(r)-s) = p(o(r))- p(s) = w(r)-p(s)

e Definition 1.1.4:
e Ein Kérper K hat nur die Ideale Kund {0}, denn:
e Seirel.
e Wegen K-/ c I und der Existenz von r~'istauch r'r=1e /.
e Wiederwegen K-/Iclund1el ist K-1c/,also Kc /.
e Dasowieso IcK,ist I=K.

1.2 Unique Factorization

e Proposition 1.2.2:

e Dain K[x] jedes Ideal ein Hauptideal ist, lasst sich ein Element finden, welches das
Ideal (a,f) alleine erzeugt, also (a,f)=(e).

e Weil a und f ganz offensichtlich Elemente dieses Ideals sind, missen sie Vielfache
von e sein, denn nur so kann man sie erreichen.

e Weil f nach Voraussetzung eine Nicht-Einheit ist und K ein Kérper ist, also jedes
Element (auBer 0) eine Einheit ist, muss f ein echtes Polynom sein.

e Waelil firreduzibel ist, kann nur eine Zahl aus dem Korper ein Teiler von f sein — oder
f.

e f kann das Ideal nicht erzeugen, denn auch a ist in dem Ideal und a ist kein
Vielfaches von f, mlsste es aber sein, wenn fder Erzeuger des Ideals ist.

e Also wird das Ideal durch eine Zahl e (ungleich 0) aus dem Kdorper erzeugt.

o Weil /ein Ideal ist (R-/c I, hier R=K]|x]) istauch e"'ec I < 1e |

e Lemma1.2.11:
e 1=cont(f)= g-cont(h) ausfihrlich:
e cont(f)=1, da fo. B. d. A primitve ist
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o cont(f cont(ghj cont(g)-cont(h) = g -cont(h)
auBsLemma

ey weil deg(g)=0und
somit g eine Zahlist

e also: g-cont(h 1
e also: cont(h)= g

e Also ist g invertierbar und somit eine Einheit. Widerspruch zur Annahme, g sei
keine Einheit.

1.3 Monomial Ideals and
Monomial Modules

e Proposition 1.3.4:

e Ergénzung zum Beweis ‘b) = c)’: Hier sollte erstmal geklart werden, was ‘maximal’
uberhaupt bedeutet. ‘Maximal’ bedeutet namlich nur, dass es kein groBeres gibt und
nicht, dass es Obermenge von allen anderen sein muss. Sehe auch Tafelbild
‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-05-
13; 01-10'.

e Erganzung zum Beweis ‘c) = a)’: Angenommen, das maximale Element (nenne es
A) der erwihnten Menge von Monoidealen ist nicht A. Dann gibt es ein Element §,
das in A, aber nicht in A liegt. Nehme dieses Element zur endlichen Erzeugermenge
von A hinzu und erhalte eine neue Erzeugermenge, die ein Ideal erzeugt, das echt
gréBer als A ist und dennoch durch eine endliche Teilmenge von Elementen aus A
erzeugt wird, also in der erwahnten Menge von Monoidealen liegt. Doch dann ist A
nicht mehr das maximale, denn dieses ist ja gréBer. Widerspruch. Also ist A das
maximale Element und somit endlich erzeugt.

¢ Proposition 1.3.5:

e Ergdnzung zu 'n=1": Jedes Monoideal ist von der Form (a), denn: Betrachte z. B.
das Monoideal (8,12,15). Da die Operation ‘+" ist und in N die Zahl 1 liegt, gilt fir das
Monoideal (8), dass (8)=1{8,9,10,...}, denn es muss ja gelten 8 +ne (8)vne N (siehe
Definition ‘Monoideal’). Also sind auch 12,15 (8) und somit (8)=(8,12,15).

e Ergénzungenzu 'n>1":

V1.1 V1.1 V2.1
: Via Via Voo : : s : :
e Die Kette el 0, 77 |c... wird letztendlich stationdr, weil die Kette
V1.n V1.n V2.n
V1.2 V1.2 V2.2
N Kl B c ... nach Induktionsvoraussetzung letztendlich stationar wird
V1.n V1.n V2.n
und weil die ersten Komponenten v11,v21, nicht fallend sind, also qilt
Vi, SV, <.... Wie oben erlautert, gilt dann )= ViV , weil die Operation
V12 V22
ja '+ ist und v,, die kleinste Zahl ist. Mit c... gilt dann
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V1.1 V1.1 V2.1

. v V,, V
insgesamt | % |c| '?, 22

IN

V1.n V1.n V2.n
o vi=w, ¢ W,...w, )2V...,v.):
* v, =w, : nach Definition
* W, ¢ (w1,...,wm/4):

* Angenommen w,, € (W1,...,Wmm).

Wm, S w, ..., WmM
— —
€Ap, \Am EA”m;,ﬁw \Aan
=>w, €A
1

nm,-,1+1

* >w,eA, c..CA

miq4+ T B nm,

=W, € Anm_

i

=W, €A, N\A,

n

* Aber w, wurde so gewahlt, dass w,, € A, \A, .Widerspruch.

o wy..ow, )2(v,,...,v,,): weil {V1,...,V,-_1}g{W1,...,Wml_4 ={W,,...,Ww

i1/ =

my? PTIm;

 Der Widerspruch ist nun, dass v,=w, & (Ww,...w, )2(v,..,v_), also
insbesondere v, ¢ (v,,...,v,,) fir alle i. Der Widerspruch liegt darin, dass, wie
eben gezeigt (v,)c(v,,v,)c... irgendwann stationdr wird; mit anderen Worten
v,)c(v,,v,)c...clv,vy,....,v, )= (v,,Vp,...,v, ,,v, ) =.... Dann gibt es aber ein i,
so dass v, € (v,,v,,...,v,,) im Widerspruch zu ‘v, ¢ (v,,...,v, ) fur alle 7.
e Corollary 1.3.6 (Dickson’s Lemma):
e Die interessante Aussage ist, dass die Aussage nicht nur fir Monoideale, die eine
echte Teilmenge von T" sind, gilt, sondern auch fiir das Monoideal 7" selbst.
e Damit ist auch ganz das Ideal R[x1,...,xn] durch das endliche Erzeugendensystem
von T" erzeugt, weil man hier zusétzlich die Operation ‘+’ hat und sich jedes
Polynom in R[x1,...,x,,] als Summe von Termen (= Monomen), die ja aus T"

kommen, schreiben l&sst. Weil es ein endliches Erzeugendsystem fir T" gibt, kann
man jeden Term erzeugen. Weil es ‘+’ gibt, kann man sie so aneinander reihen, dass
man die Darstellung fur das darzustellende Polynom erzeugen kann.

1.4 Term Orderings

e Definition 1.4.7:
® 1 2p.0neoiex [s WeNN deg(t,)>deg(t,) oder wenn in t, weniger ‘kleine’ Variablen

vorkommen als in t,.
e Soist x,x, > x,X,, weil zwar deg(x,x,)=deg(x,x,), aber die kleine Variable x, in
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X, X, 0-mal vorkommt, aber in x,x, > x,x, 1-mal.
e analog x’x, > x,x2, weil die hier kleine Variable x, in xZx, nur 1-mal vorkommt,
aber in x,x5 2-mal.

1.5 Leading Terms

e Theorem 1.5.7 (Macaulay’s Basis Theorem):
e siehe Tafelbilder ab ‘University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2);
SS 2004; 2004-05-11; 14-20°

e Ergénzung zum Beweis der linearen Unabhé&ngigkeit: Hier steht Zc,m,e M und

i=1
nicht Zs:c,m, =0 (der ‘normale’ Ansatz zum Beweis der linearen Unabhangigkeit),
i=1
weil M die Restklasse 0 ist.
¢ Proposition 1.5.10 und 1.5.11:

e Der Unterschied zwischen Rlx,,...,x.] und (x,,....,x,) ist, dass in Rl[x,,...,x. ] nur die
Polynome (hier kommt es aber nur auf die Monome an) sind, die nur aus Xx;,...,x,
bestehen, wahrend in Polynomen in (x,,....,x,) auch die Variablen x,,...,x,,
vorkommen kénnen (R[x,,...,x.]- 1 < I). Das Besondere an Polynomen in (x,,....,x,)
ist, dass in jedem ihrer Monome jedoch mindestens eine der Variablen aus x;,...,x,
liegen muss.

1.6 The Division
Algorithm

e Example 1.6.6: x, —x, = (2x+1)—(x, + x, +1)e (g,,9, ), weil:
(X1 +)(2)91 +9, +(X1 + X +1): X194 +(X1 +1) 2 +(2)(1 +1)
=f =f
At (X1 T X )g1 T 9> — X9, _(X1 +1)gz = (2X1 +1)_(X1 T X, +1)
S X071 = X192 = X = X,
Es gibt also eine Linearkombination von g, und g,, also x, —x, € (9,,9,)

1.7 Gradings

e Definition 1.7.6.b:
e Mit F::ean’(y,) ist gemeint: /={1...r}, F=R" und die Graduierung der i-ten

Komponente eines Polynomvektors aus F ist um 7y, verschoben bzgl. der Standard-
Graduierung.
F’,('Y1)
e quasi: F=| :
R(y,)
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e alsoistz. B. deg|| 1 =deg(1,q(yl_))=0+(— Y,)=-v,

1

0
——
=g

Definition 1.7.8: Der Sinn dieser Definition ist der folgende: Man hat nun Grade fur

0 0 0
2x2 1 2\ 1
bestimmte Elemente von Moduln definiert (z. B. deg X1 Xe = (x2x = ).
0 ~— 0| \1)o
0 0) =0
0
. , : : 2xZx, ,
Einige Elemente haben jedoch keinen direkten Grad (z. B. ), da sie Summe
X
0

aus 2 Elementen sind, die jedoch dann wieder direkt einen Grad haben (z. B.
0 0 0

2x2x, | |2x2x,| | O , , : ,
N = 0 + ) und die selber Elemente dieses Moduls sind, also nicht
1 X
0 0 0

‘auBerhalb’ liegen (M:s&)EMS). Dasselbe méchte man jetzt auf Submoduln dieser

Moduln Ubertragen. Dazu sind aber nicht alle Submoduln geeignet, weil ihre
erzeugenden Elemente keinen direkten Grad haben (z. B. das Ideal /:=(x—1)) und nur
im Modul selbst, nicht aber im Submodul in Komponenten mit eigenem Grad zerfallen
(InP, =(0) fur alle Grade d). Diese méchte man nicht betrachten. Stattdessen méchte
man nur Submoduln betrachten, die diesbezliglich abgeschlossen sind, das heif3t deren
Elemente im Submodul selber in homogene Komponenten zerfallen (N:g(Nm M,).

Solche Submoduln werden also aus Elementen erzeugt, die im Submodul selber liegen
und auch direkt einen Grad haben (denn sie liegen in Nund in M,). Solche Submoduln
sind geeignet um das Grad-Framework fiir Moduln auf sie zu Ubertragen, denn jedes
Element aus ihnen zerfallt in Elemente, die direkt einen Grad haben und auch im
Submodul liegen. Falls der Submodul ein Ideal ist (also M =R"' und N =), so verdient
es den Namen ‘homogenes Ideal’ weil es aus Elementen erzeugt wird, die direkt einen
Grad haben, die also homogene Komponenten sind.

Remark 1.7.9:

o Verdeutlichung der Definition (M/N), := M, /N, am Beispiel M= R[x] und N :=(x?)
e Dann haben die Elemente in M/N das Aussehen a,x+a, .
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o Esist M,={a]a, e R}, M, ={axa eR}, ... Ny={}, N,={}, N, :{azx2|a2 e R},
(M/N), ={a,|a, € R}=M, /Ny, (M/N), ={a,x|a, € R}=M,/N,,
(M/N), ={ }=M,/N,.

e Proposition 1.7.10: Beim Beweis von ‘c) = a)’ stellt man sich am besten R als den

Polynomring (Gber einem weiteren Ring) vor. Dann wird klar, warum die r,-s erst noch

in ihre homogenen Komponenten zerlegt werden massen.

’

e Korollar 1.7.11: Zaﬁ ng —n muss gleich 0 sein, weil: nist homogen vom Grad s. a; ist
BeB

’”

der einzige Anteil von a;, so dass deg(aB nﬁ):s. Mit anderen Worten: Alle in a,

’”

zusammengefassten Komponenten von a, fihren dazu, dass deg(aB ;-nBj # S, wobei

’”

a, i eine dieser Komponenten ist. Betrachte nun O:[ZaB ng —nJ+%;azﬁ ng . Wegen
BeB

Ve

der Unterschiedlichen Grade kein Summand in Y a, n, den Teil (ZaB nﬁ—nj
peB feB
wegkirzen. Da aber trotzdem insgesamt 0 rauskommt, muss Zaﬁ ng—n=0 sein.
BB

Damit ist n= ZaB ng .
peB

e Proposition 1.7.12:

e Nach Definition gilt: Pist Primideal :< (fge P;f,ge R=fe Pvge P).

e Es ist also zu zeigen:
(fge P;f,ge R=fe Pvge P)& (fge P;f,ge Rundhomogen = fe Pvge P),
wobei P zusatzlich ein homogenes echtes Ideal in R ist.

¢ |Im folgenden Beweis wird folgendes Lemma benutzt: Sei / ein homogenes Ideal und
f=f +...+f_die Decomposition von fin homogene Komponenten in R. Dann gilt:

fel:)Vi:fle/.:

Y
e ‘<’ Klar. Gilt wegen der Abgeschlossenheit von Idealen bzgl. ‘+’. (Gilt auch bei
nicht homogenen Idealen.)

e ‘=" Weil / homogen ist, gilt nach Definition von ‘homogenes Ideal: /= ®/nR, .
Yel'\ ,
=,

Also gibt es eine Decomposition von fin . Weil /< R ist und die Decomposition
eindeutig ist, muss die Decomposition von fin [ die gleiche wie in R sein. Also
liegen alle f, nicht nur in R, , sondern auch in [ . Weil [ </ ist (wegen
I, =1nR,), liegendie f, -s also auch in /, was zu zeigen war.

e ‘=" Klar. Wenn fge P;f,ge R=fe Pv ge P fir beliebige f, g gilt, dann erst recht
fir homogene.

e '&"
e Annahme, es gilt (fge P;f,ge Rundhomogen=fe Pvge P)  und
fge P;f,ge R, aber nicht fe Pvge P.Danngilt fe PAge P.

e Seien f=f, +...+f_ und g=g, +...+9, , wobei y, <...<Y,
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e Laut dem Lemma gilt (setze I=P) f¢Pe 37 f, P und analog
gé P«:}Elf:gyk_ g P.

* Wahle aus den f_¢ P bzw. g ¢ P jeweils die beiden mit kleinstem Grad aus:
f, & P bzw. 9, € P . (Mit anderen Worten: vy, # v, 1y, <y:. Analoges flr bei den
gs.)

e In fg= (fY1 +o.+f, )(gY1 +...+gys) taucht der Summand f, g, auf. Dieser hat Grad
Y; +7, - Es kbnnen aber noch andere Summanden diesen Grad haben.

e Die Summe genau der Summanden mit Grad v,+v; ist die homogene

Komponente (fg)%”) vom Grad vy, +v; vom Element fg. Die Summe/ homogene

Komponente sieht so aus: (fg)WY) =fy,gy, +{( o T )
k)K=, j ANY Y I=YitY

e Die Summanden von nykgy/ liegen alle in P, denn:
{26 Dmvcrv=ri+y, )

e Esmuss y, <y, oder v, <y, gelten, denn waren beide gr6Ber, dann ware auch
ihre  Summe Y«+Y, >V, +Y;, doch die Summe lauft Uber

{(kJ){(k,/)i G J)mve +1, =, +v,} |

e Da v, und v, jeweils minimal gewahlt wurden, so dass f, ¢ P bzw. 9, & P,
liegt f, oder g, in P (je nachdem, ob vy, <y, oder vy, <y;).
* Da Pein Ideal ist und somit gilt RxP c P, liegt der Summand f, g, auf jeden
Fallin P,daja f, oder g, in Pliegt.
e Da jeder Summand von wagw in P liegt, liegt auch die ganze Summe
DD DAy =14y,
in P.
e Wende nun wieder das Lemma an: Weil fge P, ist auch jede homogene

Komponente in P, insbesondere (fg), ., -

* (fg)v,-+v,- =0, + zkagv, efg,= (fg)v,-+v,- - zkagv/
{2 DAverr=r,+y, —— {k) kD DAverr=ry, )
eP
€ P, wegen Abgeschlossenheit von P bzgl. '+'

eP

* Alsoist f, g, € P.

e Wegen der Voraussetzung ‘fg e P;f,ge Rundhomogen = fe Pv ge P’ folgt jetzt
also f, € P oder g, € P. (Setze hier f=f, und g=g, .)

* Aber f, und g, waren ja beide nicht in P.

e Also hat die anfangliche Annahme ‘f¢ PAge P’ zu einem Widerspruch gefihrt

und muss daher falsch gewesen sein. Somit gilt das Gegenteil fe Pvge P und
somit
(fge P;f,ge R=fe Pvge P)=(fge P;f,ge Rundhomogen=>fe Pvge P).
¢ Proposition 1.7.15 (Nakayama’s Lemma):
e Esreicht M, c M, zu zeigen, weil nach Voraussetzung bereits M, o M, gilt.
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Angenommen, M, c M, qilt nicht.

Dann gibt es in M, \ M, ein homogenes Element, weil:

e Zun&chst einmal gibt es ein Element, weil ja angenommen wird, dass M, ¢ M, .

e Weil M, und M, X-graded sind, lasst sich nach Definition jedes Element aus M,
bzw. M, eindeutig in homogene Elemente, die ebenfalls in M, bzw. M, liegen,
decomposen.

e Sei nun me M, \ M, ein (nicht notwendiger Weise homogenes) Element, z. B.
x+1. (Beachte: me M, \ M, = me M, .)

e Dann ist zumindest eine homogene Komponente von m nicht in M,, denn wéren
alle homogenen Komponenten von m in M,, so wéare auch me M,, denn m ist ja
die Summe seiner homogenen Komponenten.

e Wenn aber me M,, dann kann m nicht in M, \ M, . Widerspruch.

e Wahle m als die homogene Komponente von m, die nicht in M, liegt. Noch zu
zeigen: mistin M,.

* Dies ist der Fall, denn m lasst sich in nicht in M, decomposen und m ist ja eine

homogene Komponente von m.
Weil M, X-graded ist und me M, ist, lasst sich m nach Corollary 1.7.11 schreiben

als m:Zrﬁnﬁ, wobei r,e R und nge M, homogene Erzeuger von M, und
BeB

deg(r,) = deg(n,) = deg(m).

=8

Betrachte nun den Teil der Summe, mit deg(rﬁ)>0 (also ;e R,). Dann ist
m=m+ Z‘ZrﬁnB mit einem passenden m’, dass die Komponenten mit deg(rﬁ):o

pe Bldeg(r; >0
enthalt.
Wegen deg(r, )+ deg(n,) = deg(m) und deg(r,)> 0 ist deg(n,) < deg(m).
Weil m minimalen Grad in M, \ M, hatte, kénnen die n,-s nicht in M, \ M, liegen.
Weil alle n, e M, mussen alle n,-s auch in M, liegen.
Esist m=m+ Z r, n, . Da M, € M, + R.M,, besitzt im Besonderen m eine
eM, BB deg(r; )>0 e‘“&g"‘,\z
eR.M,
entsprechende Darstellung, das bedeutet, dass man von m’e M, ausgehen kann.

Da auBerdem >, Iy N , gt m=m'+ Z?nﬁ, also
Be B‘deg(rﬁ)>0 o eM, e B‘deg(rp >0

eR.eM,
%/_/
€M,, weil M, ein Modulist und somit R-M,c M, &€Vh
€ M, wegen der Abgeschlossenheit von M, bzgl."'+' M,

me M, .
Dies ist ein Widerspruch, denn wenn me M,, kann m nicht in M, \ M, liegen, was

aber Voraussetzung gewesen ist.
Also ist M, \ M, leer und damit M, c M, .

Corollary 1.7.16:

a):
e McN+R, -M,weil:
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o H steht fur eine Restklasse, namlich fir Menge der Vektoren m, + R, - M
e Dann erzeugt {m,,...,m_.} die Menge der Vektoren N+ R, - M. (Daher kommt
also'‘N+R,_-M’)
e Es qilt nun ‘McN+R,-M’, weil zu jedem meM seine Restklasse
me M/R,-M gebildet werden kann. Weiterhin kann jedes Element aus
M/R, -M (also insbesondere die m-s) in eine Menge von Vektoren, nadmlich
m+ R_-M verwandelt werden. Insgesamt findet man also jedes me M in ein
N+ R, - M wieder.
e b):
* Die entscheidende Frage ist: Warum ist M/(R, - M) ein R,-Modul?:
V1
e Wie bei einem Vektorraum, hat ein ‘Vektor’ eines Moduls die Form v=| : |,
v

n

wobei die Komponenten v, aus dem zu Grunde liegenden Ring sind.
e Damit M/(R,-M) ein R,-Modul ist, miissen also die Komponenten in R,

liegen.
e Dies ist auch der Fall, denn durch ‘/(R,-M)’ werden in jeder Komponente
gerade die Teile, die in R, R,,... liegen, herausgeschnitten, weil sie in der

Restklasse 0 liegen. Nur die, die in R, liegen, bleiben dibrig.

2

X 0
e Beispiel: | x+1 | wirddurch ‘/(R,-M) zu | 1.
2x +3 3

2. Grobner Bases

gi -
e “Suppose a vector ...”. g—g =>gund g sind modulo Min derselben Aquivalenzklasse,
well: g=g-tg, ©tg,=g-g=9g-gde M< gund g sind modulo M in derselben
il ——

eM eM
——
eM

Aquivalenzklasse.

2.1 Special Generation

e Proposition 2.1.1: Hier ist M=(g,,...,g,) (siehe Tafelbilder ‘University; Computational

Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-05-25; 10-14’ und ‘University;
Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; 2004-05-25; 11-14").
e Proposition 2.1.3:
e A = B, well:
e B, bedeutet, dass jeder Leitterm aus M sich darstellen I&sst durch t-g;, wobei t ein
Monom ist.
e A, sagt aus, dass der Leitterm jedes Elements aus M (also jeder Leitterm von M)
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gleich dem max{LT(f.g,)} ist, wobei f ein Polynom ist.
e Nunistaber LT(fg,)=LT(f) LT(g,) (laut Proposition 1.5.3.d).

%/_/
=t;

e Also max{LT(fg,)}=max{t,-LT(g,)}=t-LT(g,), wobei t eines der t,-s und somit ein
Monom ist.
e Dies ist genau die Aussage von B,.

2.2 Rewrite Rules

e Erlauterungen zur Einleitung:
e Fernziel der Computeralgebra ist ja im Moment in M/U rechnen zu kénnen.
e Die Elemente in M/U haben die Form m =m+U und fir zwei Elemente aus M/U

gilt: m, =m, < m, =m,modU.
e Wenn nun M=P (oder auch M=P") und U:(g1,...,gs> ist (Stichwort: Polynome),

md&chten wir flr jedes Polynom fe M (oder auch Polynomvektor) einen ‘schénen’
Representanten finden, also einen, in dem keine Vielfachen von g,,...,g, mehr drin

stecken.
e Eine Methode ware der Divisionsalgorithmus aus Kapitel 1.6, der ja nach jedem
Zwischenschritt folgendes liefert:
f:g,= h +...+h + Rest
—— ——
Monom =fmodg;

=h

S

_h1gi
f_h1gi

- htgi
Rest
—

=fmodg;
=f-hg;

wobei der entstandene Rest f—hg, modulo g; in der selben Restklasse wie f liegt

(d. h./denn: fmodg, = f—hg, modg,; ), aber schon etwas weniger
—_——— |y ———
=f-hg;,s.o. =f—hg,, weil f—hg; sich ja nicht mehr durch g; teilen lasst

von den g;-s enthalt als f, also ein schénerer Representant ist.

e Man stellt jedoch, wenn man einige Beispiele durchrechnet, fest, dass der
entstehende Rest f—hg, immer ein bestimmtes Aussehen hat, welches man, wenn
man aus fund g, direkt angeben kann, ohne den Divisionsalgorithmus benutzen zu
mussen.:

=f =g
(x* +x° = x° +1):(x2 —x+1): x® +2xRest:—2x+1
=fmodg

—(x* = x* +x?)
o 2x°-2x% +1
—(ox® —2x* +2x)

—-2x+1
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Schreibt man nun statt ‘ x* — x +1 ‘&(j—(x—1)’, so stellt man fest, dass man den

=:a %f_J
o =b

Rest —2x+1 gleich kriegen kann, indem man in f* x?’ wiederholt durch ‘(x—1)’
ersetzt:

X+ x5 —x2 1o (x =1 +(x=1)x—(x=1)+1

= X" —2x+1+ x> —x—x+1+1

=2x?-4x+3 5 2(x-1)-4x+3

=2x—-2-4x+3

=-2x+1

e Woran liegt das?:

Man zerlegt g jain aund b, genauer g =a—b. Daher liegen a und b in derselben
Aquivalenzklasse bzgl., d. h. modulo g. (Dies wiederum ist der Fall, denn 2
Elemente liegen nach Definition in derselben Aquivalenzklasse, wenn ihre
Differenz im ‘Unterraum’ liegt. Da g im von g aufgespannten ‘Unterraum’ liegt und
g=a-b istnun a=bmodg.)

Da man fmodg (= Rest) betrachten méchte und a=bmodg, darf man also in f
jedes vorkommen von a durch b ersetzen.

Da man a als das Leitmonom von g definiert hat und b als ‘das Ubrige von g,
welches vom Grad her echt kleiner ist, konvertiert man f nach und nach in kleiner
werdende Polynome, die modulo g alle in derselben Aquivalenzklasse bleiben.
Dieses Verfahren muss irgendwann stoppen, so dass man ein ‘schénstes’, weil
kleinstes Polynom findet, mit dem man f modulo g representieren kann.

e Proposition 2.2.2.d):
e alternativer Beweis:

Prinzipiell braucht man die Fallunterscheidung gar nicht machen und kann mit
folgenden Uberlegungen beweisen:

gi
m,—m, < m, =m, -ctg, At-LT(g,)e Supp(m,)

Sei ¢ der Koeffizient von t-LT(g,) in m,, also m, =...+ctLT(g,)+....

Der Koeffizient von t-LT(g,) in m, ist wegen t-LT(g,)e Supp(m,) gleich 0, also
m,=....

Sei ¢’ der Koeffizient von t-LT(g,) in m,, also m, =...+c'tLT(g,)+....

Dannsind m, +m, =...+(c+¢)tLT(g,)+... und m, + my =...+C'tLT(g,)+....

9i
Wegen m, + m, —(c+c')tLT(g,)= =m, gilt m,+m, —m,.
enthalt tLT(g;)nicht mehr

Wegen m, + m, —c'tLT(g,)= o = m, gilt m, +m, iﬁu :
enthalt tLT(g; )nicht mehr
Nun ist aber m, = m,, denn:
m,= m, +my—(c+c)tLT(g,)=m, +ctLT(g,)+ m, —(c+)tLT(g,)
—my+orLT(g,)
=m,+m, -c'tLT(g,)=m,

gi gi
also: my+m,—m, und m,+m, —-m,

Ergédnzung zum Beweis im Buch:

tLT(g,) verschwindet im Fall ¢’=~c aus m, + m, — c'tg,, weil tLT(g,) nicht in m,

Page: 38



(siehe im Buch 3 Zeilen héher) vorkommt und weil tLT(g,) in m, gerade mit dem
Koeffizienten ¢ vorkommt (siehe im Buch 2 Zeilen hoéher). Also
m, +m, —c'tg, =m, +c'tLT(g,)+...— c’t(LT(g,)+...). Also verschwindet tLT(g,)

=m; =0;

aus m, +m, -c’tg,.
Weil nun  m,+m,=m,+m,-c’tg, =(m,+m,)-c’tg,, bedeutet das, dass
9gi G
m, + my, — m, + m, und somit auch m, + my ->m, + m,.
G
AuBerdem gilt trivialer Weise: m, + my —m, + mj.

G G
Wahle nun m, = m, + m,, dann gilt m, + my -m, und m, + my ->m, .

gl
Bemerkung zum Fall ¢’ #-c: m,+m,—m,, weil

m, =m, +m, —(c+c')tg, = m,—ctg,  + m, —c'tg, : Also

%/_/ %/—J
hier wird tLT (g, )ausgeldscht  hier wird tLT (g; ) wird ausgeldscht

also wird tL T (g, )insgesamt ausgeléscht, kommt also in m, nicht mehr vor
gi gi
m,+m, —-m,. m, +m, —m, analog.

¢ Proposition 2.2.5:
e Ergédnzung zum Beweis ‘C, = C,

’ G G ’
m,—-m, € M, weil m; -m, und m;,—-m, .
Das heif3t, dass sich m, schreiben lasst als m, =m, -f,g,—...—f,g,, wobei die f,

die sich aus den jeweiligen Reduktionsschritten ergebenden (angesammelten)

Polynome sind. Analoges gilt fur m, .
Etwas umgeschrieben erhalt man m,=m,+fg,+...+f.9, und

’

m=m, +f g, +...+f,g,,also m,+fg,+...+fg,=m, +f,9,+...+1, g,.

Etwas umgeschrieben erhalt man m, - m, :(f1 —ﬁjg1 +...+(fs —fngs .

&(91,- 495 )=M
e Also m,-m, e M.
e Erganzung zum Beweis ‘C, = C,":
e gegeben C,
G
e m—0=meM:
G G
e Mm->0=m«0 = me M
nach Proposition 2.2.2.9) =(G1r.29s)
G
e Mm—0&meM:
G
e me M= m«0
e Me&m, ..M, = 0
— —~ -~
=m '«'kann an dieser Stelle nicht sein, da sich 0 nicht reduzieren l&sst=:m,

e Seidaher 1</<t-2 (statt 1</<t-1) der gréBte Index mit m, « m,,,. Oder
anders: m,, - m,.
e Dann gilt m, - m,, —»...—> 0, weil ja / die letzte Stelle war, wo der Pfeil nach
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G
links zeigt. Also gilt m,., -0
e Andererseits gilt m,, - m,.

G G
e Nach C, gibt es nun ein n, sodass 0—n und m, —»n.
e Da sich aber 0 nicht echt reduzieren lasst, ist n=0.

G
e Also m,—0.
G
* Erhalte nun die echt kiirzere Sequenz m <> m, < ...<> m; 0.

=imy
e Gilt nun dberall ‘—’ ist man fertig, ansonsten fangt man mit dieser neuen
Sequenz wieder vorne an.

e Auf jeden Fall erhdlt man am Ende mio, namlich dann, wenn es keine ‘<’
mehr gibt.
¢ Proposition 2.2.6:
¢ einfacherer Beweis zu b):

gi
e m,—m, bedeutet m, =m, —ctg,.

G
Demnach bedeutet m, »>m, m,=m,-> fg,.

G
e Dannbedeutet m;, »0 0=m,-> fg, < m =) fg,.
e Dain ) fg, irgendwo durch ein bestimmtes ctg, der Leitterm von m zu 0

gemacht wird (wobei natiirlich LT(m)=LT(ctg,)), lasst sich dieses aus der
Summe herausziehen: m, = Z)‘ig, +ctg,, -

%/_/
jetzt ohne den Summanden ctg,,
e also: m,—ctg, = > tg;
i

jetzt ohneden S d [
jetztohne aen summanden ctg,,
e Dass LT(m)>LT(fg,) fir alle fg, in dieser Summe, ist offensichtlich.

¢ Proposition 2.2.8:
e Erganzung zum Beweis ‘A, = G,
e Angenommen, es gibt ein me M, dass ungleich 0 ist und trotzdem irreduzibel ist.

G
e Der Widerspruch ist m— m’, obwohl mirreduzibel angenommen wurde.
e Erganzung zum Beweis ‘C,= A,

G
me M\{0}=m—0 = m=>"fg, nLT(m)=maxLT{fg,}
o i !

] 2.26.c)

2.3 Syzygies

¢ Proposition 2.3.6:
¢ Diese recht abstrakt scheinende Proposition hat folgende Aussagen:
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. LT[x[(ﬁ,...,fs )B <deg,((f,...,£,)): Klar, denn:

o M(f,....,£.)=fg,+...+f.g,
o degs((f.....,) =max{LT(f,g; )}
* Esist offensichtlich, dass LT(f,g, +...+,g.) <max{LT(fg,)}.

o LT(M(f,.....1,)) < deg((£,..... 1)
e bedeutet, dass
LT(fg, +...+19,)< 'L‘gz({l—-r(ﬁg/ )} = LT(f,9,)=LT(f,)-LT(g,)

fur ein oder mehrere 1<k<s

e Das wiederum bedeutet, dass sich in f,g, +...+f,g, der gr6Bte Term wegkurzt,
also der Term LT(f,)-LT(g, ). (Dazu muss es natiirlich mindestens 2 solcher k-s
geben, damit sich die Koeffizienten zu 0 addieren kénnen.)

e Also ist LF(f,g, +...+f.g.), also der Vektor aus den LM(f,) dieser k-s, eine
Syzygie fir (LM(g,)....,.LM(g,)), weil sich — wie gesagt — die Koeffizienten zu 0
addieren.

o LT(M(£,....1,))) = degq((f,....£,)):

e Hier kirzt sich der gréBte Term also nicht weg.
e Also ist

ALF((f, )= 2 LM(E)-LM(g, ) =LT(fg, +...+£,g,) =LTA((A,....%,))).

k-svoneben

e lIst (f,...,f,)e Syz(G), dann ist auch LF(f,...,f,)e Syz(LM(G)), weil:
e fg,+...+fg,=0

¢ Insbesondere addieren sich die Koeffizienten des gréBten Terms zu 0.
e Alsoist LF(f,,....f,)e Syz(LM(G)), denn nur LF(f,,....f,) ist verantwortlich fir das

0-Werden des gréBten Terms von f,g, +...+ 1.9,
e Proposition 2.3.11:
e Erganzung zum Beweis:
e Angenommen, es gibt m-s in Syz(G), die nicht als Linearkombination der m,-s
dargestellt werden kénnen. Wahle ein kleinstes m.
e Weil (m,,...,m,) Syz(LM(G)) erzeugt und LF(m)e Syz(LM(G)) (weil LF(m) fur das
0-Werden der Leitmonome von einigen g;-s verantwortlich ist und weil
me Syz(G), d. h. insbesondere diese Leitmonome werden auch tatséachlich 0),,
besitzt LF(m) eine Darstellung LF(m) =" c;t;m, .
 Dann ist m':=m-)"c;tm Kleiner als m und kann somit mit (m,...,m,)
dargestelt werden.
e Dann aber auch m = m’+ZCjtjm,) . Widerspruch.

e Proposition 2.3.12:
e Erganzung zum Beweis:
e A,=D;:

e Sei f € Syz(LM(G)) homogen. Zu zeigen: Es gibt eine Liftung fir f in Syz(G).
* Bilde Af)=fg, +...+f:gs.
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Falls }»(A) ist f € Syz(G) und f ist seine eigene Liftung.
Sei also A ( )
Wegen ( )e M gibt es nach A, eine (weitere) Darstellung
MF)=hg, +...+ hegs.
Also  MF)=fg, +...+fsgs =hg, +...+ hsgs & (f,—h)g, +...+ (fs = h,)gs =0,
d. h. (f - ~)....(f, — h,)) € Syz(G).
Wegen
degG(E) = LT(hg, +...+ hsgs) =LT(fg, +... + fsgs)

wegen Voraussetzung A
LT(hgy+..-+hsgs ) maxfhg,}dega( )

< deg, (m)

weil feSyz(LM(G)),
siehe auch Proposition 2.3.6.b

st LF(f - h)=LF(F) = 7.

weil feSyz(LM(G))

Also ist f — h die gesuchte Liftung von f in Syz(G).

e D,=A,:

Sei me M:<g1,...,gs>. Angenommen, es gibt keine Darstellung von m mit
m=31g, aLT(m)=max{L T(fg,)}

i=1
Da die g,-s ein Erzeugendensystem bilden, gibt es aber auf jeden Fall eine

Darstellung m = fg, . Also liegt das Problem bei LT(m)=max{LT(f.g;)}.

i

Wahle unter allen Darstellung m= > f,g; eine, so dass degG(f) minimal ist.
i=1

Wegen LT(m)<max{LT(fg,)}, folgt, dass wegen der Widerspruchs-Annahme
LT(m) < max{LT(fg,)} sein muss.
Dann ist jedoch LF(f)e Syz(LM(G)) (nach Proposition 2.3.6.b).
Nach Voraussetzung D, gibt es nun eine Liftung 7 von LF(f) in Syz(G).
(Liftung bedeutet — wie immer — LF(F’) = LF(F).)
Deswegen ist deg,(f — 7)< deg, ().
Nach Wahl von f diirfte f —f’ keine Darstellung m=>(f, - f)g, erlauben.

i=1

Tut es aber: Z (f —f)g Z fg,- > fg, =) fg,=m.Widerspruch.
i=1 j= i=1
=0, weil f’eSyz(G)

2.4 Grobner Bases of
Ideals and Modules

2.4.2 Normal Forms
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e Proposition 2.4.10.d):

Supp(NF, (m)) "LT{N}={ }, weil: Gabe es in NF,(m) noch einen Term, der in
LT{N}=(LT(h,)....,LT(h,)) liegt, so wére dieser Term ein Vielfaches des Leitterms
eines h.’s und der Divisionsalgorithmus zur Berechnung der Normalform hatte noch
nicht gestoppt.
NF, (m)e M, denn m="f,h, +...+f,h, +NF,(m) = NF,(m)=m-(f,h +...+fh,)
€M CN=eM,denn NeM
eM
(g15-.95)

Wegen Supp(NF,, (m)) A LT{M} ={ } ist NF, (m) irreduzibel bzgl. —

G
Wegen C, : ne Mirreduzibelbzgl. - = n=0 (Kapitel 2.2) folgt n:=NF, (m)=0.
eM

Also m=fh +...+fh + 0
%/—/

eN :NFN(m)

eN

2.5 Buchberger’s
Algorithm

e Proposition 2.5.2:
e Der Beweis ist dem von ‘Proposition 2.3.12, A, = D, sehr ahnlich.:

e Zu zeigen: Es gibt eine Liftung fiir 6, € Syz(LM(G)) in Syz(G).

* Bilde
0
0

¢

0
S, =Mo;)=A|
0

1y,
C
0
0

J

=0g,+...+0g9,, +Clt,.].g, +09;,4+...+0g,, +(_clt”Jg’ +09;,4+...+0g;

e Falls A(o;)=0 ist o, € Syz(G) und o, ist seine eigene Liftung.
* Seialso As;)=0.

G
e Weil G eine Grobner-Basis ist und S, =A(c,)—>0=Als,)e M gibt es nach A,
eine (weitere) Darstellung Als;)=hg, +...+hsgs .
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e Also

1 1
7»((5,,):091 +...+0g,, +Zt”g’ +09;,4+...+0g,, +(—Ztﬂ]gj +09;4+...+0g;

J J

=hg,+...+hsgg

1
e (h)g +..+(=h4)g +(C_ t

i

L Jg/ + (_ hiq )g/+1 +

1
+(_hj—1)gj—1 +(_C_tji _thgj +(_hj+1)gj+1 +~-~+(_hs)gs =0
j
d. h. (6, —h)e Syz(G).
o Wegerl
degG(h) = LT(h,g, +...+ hsgs)

wegen Voraussetzung A
LT{hgr..-+hogs Fmax(hg, -degs ()

+lt,.].g, +09,,4+...+09,4 +(—itﬁjgj +09 .4 +...+0gsj
c of

i

:LT(Og1 +...+09,,

< degg (Gij )
weil 0;eSyz(LM(G)),
siehe auch Proposition 2.3.6.b

st LF(o, -h)=LF6,) = o,

[
weil 6,;€Syz(LM(G))

e Alsoist o, —h die gesuchte Liftung von o; in Syz(G).

3.2 Elementary
Operations on Modules

e Proposition 3.2.15:
e Beweis von a):
e Ny M={re R|r-McN}

. ﬁ(N :,, <g,>) {re R| = N}
e also zu zeigen {re Rir-Mc N} ﬂ{re Rlr-(g,) < N}
o ‘'

e Seien g/ e (g,) fir beliebiges iund r e {re Rjr-M c N}.

e Daauch g/e M,ist rg. = N, also (weil i beliebig war) r e ﬁ{r € R| c N}
° ‘25:
o Seien m=fg,+...+fg, und re ﬂ{re Rlr-( cN}
e Dann ist rm= rtg, +.o.+ rf.g, eN, also
—— ——
L &
eN, weil re{reR‘r(gQgN} eN,weiIre{reFl‘r»<gs>;N}
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re{re F1’|r-MgN}.

e Proposition 3.2.22:
e Der Beweis verlauft analog zum Beweis von 3.2.15.

3.4 Elimination

e Theorem 3.4.5:

e Beweis:
o it elT,(MAP )= te e LT(M) Ate e P = LT, (M)A P
%/_/
SLT, (MAPT)
o ‘O
te e LT, (M)NP = te e LT (M)A te e P’ = 3g,€ P :te; =LT,,(g,)

da o Eliminationsordnung

S LT, (MAP7)

3.5 Localization and
Saturation

¢ Proposition 3.5.12:
e Beweis:
o ‘'’
ve(N:, I7)A(N:y, J7) e 30 j: I've NAdive N
& 3ij:flve Nagive NWfelge J= (f+g) ve Nvfe l,ge J,

=veN:, (I+J)

wobei die letzte Folgerung gilt, weil
i+j _ i+j ~0 i+j=1 1 i~J 1 i+ -1 0 yitj
(f+g) Vb‘ - v+ gv+ .+ figiv 4. +f'g" v+ gy
pisauf fonstanten < N wegen fk(_fi\L)ENfumsksj offensichtiche N eregengk(gl)eNfumsksj
eN eN
Y ‘D!:

veN:, (I+J) @ 3k:(I+J)veNe Ik:(f+g)ve Nvfe lge J

K K
:[f+9j Ve NA(9+QJ ve \WWfel,ge J=f‘ve NAgive NVfe l,ge J

ed

=veN:, I*)n(N:, J°)

el
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Der erste Teil dieser Datei bezieht sich auf die ‘Computanional Commutative Algebra 1
(Algebra 2)-Vorlesung von Prof. Martin Kreuzer im Sommersemester 2004. Zu dieser
Vorlesung gibt es eine Fotoreihe der Tafeln (Dateien: University; Computational
Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; *).

Der zweite Teil dieser Datei bezieht sich auf das Buch ‘Computanional Commutative
Algebra 1’ von Martin Kreuzer und Lorenzo Robbiano (Version vom 2000-07-03).
AuBerdem gibt es eine weitere Datei ‘University; Algebra 1 (basics), Computational
Commutative Algebra 1; Overview’, welche eine Ubersicht Uber die Grundlagen der
‘Algebra 1’-Vorlesung von Prof. Martin Kreuzer im Wintersemester 2003/2004 und Uber die
‘Computanional Commutative Algebra 1 (Algebra 2)’-Vorlesung von Prof. Martin Kreuzer
im Sommersemester 2004 und das Buch ‘Computanional Commutative Algebra 1’ von
Martin Kreuzer und Lorenzo Robbiano (Version vom 2000-07-03) enthalt.
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