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Algebra 1 (basics) – Overview  

1. Grundlagen 

• Definition ‘Halbgruppe’; ‘neutrales Element’; ‘Monoid’; ‘inverses Element’; ‘Gruppe’, 
‘kommutativ/ Abelsch’ 

• ( )+,N0  ist Monoid. 
• ( )+;Z/Z n  ist Gruppe. 
• ( )+;Z/Z n  heißt die zyklische Gruppe der Ordnung n. 
• Definition ‘ ( )MM,Abb ’: ( ) { } Abbildung::,Abb MMfMM →= ; ‘ ( )MM,Bij ’: 

( ) { }Bijektion ::,Bij MMfMM →=  
• einfache Eigenschaften von Gruppen: 

• Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt. 
• Zu jedem a ist das inverse Element 1−a  eindeutig besimmt. 
• ( ) 111 −−− = abba ��  
• Kürzungregeln: 

• cbcaba =�= ��  
• cbacab =�= ��  

• Die Rechtstranslation 
abb

GG
a

��

→
ρ :  und die Linkstranslation 

bab
GG

a
��

→
λ :  sind 

bijektiv. 
• Darstellung endlicher Gruppen via Gruppentafel 
• Definition ‘Untergruppe GU ⊆ ’: UaUaUbaUba ∈�∈∧∈�∈ −1, � ; 

‘Homomorphismus von Gruppen HGf →: ’: ( ) ( ) ( )bfafbaf *=� ; ‘Isomorphismus 
HGf →: ’: bijektiver Homomorphismus von Gruppen; ‘G und H sind isomorph’: Es gibt 

einen Isomorphismus HGf →: .; ‘Automorphismus’: ein Isomorphismus GGf →: ; 
‘triviale Untergruppe’: { }( )�,e  

• ( )+,R  und ( )⋅+ ,R  sind isomorph. 

• Beweis: 
�

xex
Zahl sEuler'

RR
:exp �

+→
 ist der gesuchte Isomorphismus, denn 

( ) ( ) ( )yxeeeyx yxyx expexpexp ⋅=⋅==+ + . 
• Eigenschaften von Untergruppen und Homomorphismen von Gruppen: 

• ( ) HG eef =  
• ( ) eUntergrupp  eUntergrupp HUfGU ⊆�⊆  
• ( ) eUntergrupp  eUntergrupp 1 GVfHV ⊆�⊆ −  

• ( )( ) ( )11 −− = afaf  
• ( ) { }Geff =⇔ ker injektiv , wobei ( ) { }( )Heff 1ker −=  

• musIsomorphis : musIsomorphis : 1 GHfHGf →�→ −  
• Definition ‘n-te symmetrische Gruppe/ n-te Permutationgruppe nS ’: 

{ } { }( )nnSn ,,1,,1Bij: �� →= ; ‘Permutationen’: die Elemente von nS  
• !# nSn =  
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• nS  ist für 3≥n  ist nicht kommutativ. 
• Defnition ‘Transposition’: Permutation, die nur genau 2 Elemente vertauscht 
• Jede Permutation lässt sich als Komposition von Transpositionen darstellen (allerdings 

nicht eindeutig). 
• Definition ‘gerade Permutation’: Die Permutation lässt sich als Komposition von gerade 

vielen Transpositionen darstellen.; ‘ungerade Permutation’: analog; ‘Signum einer 

Permutation 
{ }

�
�
�

σ
σ−

σ

−→

gerade  falls ,1
ungerade  falls ,1
1,1

:sign
�

nS
; ‘n-te alternierende Gruppe nA ’: 

( ) nn SA ⊆= signker:  

• Definition ‘Ordnung von Ga ∈  ( )aGord ’: ( ) { }
��

�
�
�

∞

=>
=

sonst 

existiert dies falls ,0min
ord

eai
a

i

G ; 

‘Ordnung einer endlichen Gruppe G ( )Gord ’: ( ) GG #:ord =  
• kleiner Fermat’s Satz: G endliche Gruppe, dann: 

• { } ( ){ } aaaaeaaeU aG :,,,,,,,: 1ord22 === −��  ist kommutative Untergruppe von G, 

• Beweis: Uaaa jiji ∈= +�  und ( ) ( ) iai Gaa −−
= ord1

 
• ( ) ( )GaG ord|ord  

• Beweis: 

• �
a

i

s

i
UbG
==

=
:1

��  für gewisse ib , weil: 

{ } �

UbUUbUb

UbbabbababUaaUbUb

jji

ji
U

kl
ji

l
j

k
i

lk
ji

=⊆�

∈�=�=∈∃�≠∩
∈

−:,
 

• Weil 
ibλ  bijektiv ist, ist ( )aUUb Gi ord## == . 

• daher: ( )asG Gord# ⋅=  

• Definition ‘ *Fp ’ (p Primzahl): ( ) { }0\Z/Z:F* pp = ; ‘primitive Restklasse modulo p 

( )⋅∈+ ,FZ *
ppa ’: Zpa +  erzeugt ( )⋅,F*

p  

• ( ) ( ) 1Zord,F erzeugt Z *F
* −=+⇔⋅+ ppapa

p
p  

• Definition ‘zyklische Gruppe G’: { }iaGGa =∈∃ : ; ‘primitives/ erzeugendes Element a 
von G’: { }iaG = ; ‘ aG = ’: { }iaG =  

• Zyklische Gruppen sind kommutativ. 
• Eigenschaften zyklischer Gruppen: G zyklische Gruppe mit primitivem Element a. 

• ( ) Gruppen. von musIsomorphis ein ist 
Z

:ord iG ai
G

a
�

→
ϕ�∞=  

• Beweis: ϕ  ist Homomorphismus von Gruppen, surjektiv (nach Definition) und 
injektiv, weil ( ) ( ){ } { }0Zker ==ϕ∈=ϕ Geii  (wegen ( ) ∞=aGord ) 

• ( ) Gruppen. von musIsomorphis ein ist 
Z

GZ/Z
:ord: iG ani

n
an

�+
→

ψ�∞<=  

• Beweis: ψ  ist offensichtlich Homomorphismus von Gruppen und bijektiv. 
• ( ) { }�,Z2,Z,U0ord: nmnmnUGnGU +++≅�∞<=∧⊆  
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• Beweisidee: { } ( )
��

�
�
�

��

�
�
�

=+++
=

�
��	

� ,,,ˆ,Z2,Z,U0
2

2

ma

mm aaenmnmn  

• zyklisch  zyklisch GUG ⊆�  
• ( ) ( ) ( )( )1,ggT. von Element primitives ist Z:ord: =⇔=+ψ=�∞<= nmGanmbGn m  

• Beweisidee: ( ) ( ) �=⇔= mnnmnm ,kgV1,ggT  Erst Z/Z nmn ∈  ist wieder gleich 

0 , d. h. erst ( ) G

nmmn eaa == , d. h. ( ) nam
G =ord , d. h. maG = . 

• ( ) ( ) ( ){ } Elemente. primitive 1,ggT0#: genau besitzt ord:
-Funktion sEuler'







 �





 �	
ϕ

=<<=ϕ�∞<= nmnmnGGn  

• Beweis: Folgt aus 
‘

( ) ( ) ( )( )1,ggT. von Element primitives ist Z:ord: =⇔=+ψ=�∞<= nmGanmbGn m

’. 
• ( ) ( ) ( ) ( ) naanmmGn G

m
G ==�=∈∧∞<= ordord1,ggT:Zord:  

• Beweis: Folgt aus 
‘

( ) ( ) ( )( )1,ggT. von Element primitives ist Z:ord: =⇔=+ψ=�∞<= nmGanmbGn m

’. 

2. Kristallographie 

• left out 

3. Restklassengruppen 

3.1 Operationen von Gruppen auf Mengen 

• Definition ‘Operation von G auf M’ (M Menge): ( ) ( )mgmg
MMG

�,
:

→×
α  mit: 

• ( ) mme =  
• ( )( ) ( )( )mggmgg 1212 =�  

• Definition ‘treue Operation’: ( ) ( ) 2121 ggMmmgmg =�∈∀= , d. h. injektiv 

• Definition ‘Operation auf sich durch Linkstranslation’: ( ) 2121,
:

gggg
GGG
��

→×
λ ; ‘Operation 

auf sich durch Rechtstranslation’: ( ) 1
1221,

: −

→×
ρ

gggg
GGG
��

; ‘Operation auf sich durch 

Konjugation’: ( ) 1
12121,

: −

→×
κ

ggggg
GGG

���
; ‘Operation von G auf der Menge der 

Untergruppen von G U durch Konjugation’: 
�

1
11

eUntergrupp
1,

: −
	
	



�
�
�


�
→×

κ gugug

UUG

���  

• Definition ‘Isotropiegruppe von MN ⊆  NG ’ ( MMG →×α : ): 
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( ){ }NnnngGgGN ∈∀=∈=: ; ‘Fixpunkt von α  m’: ( ) Ggmmg ∈∀= ; ‘Bahn von m unter 

α  Gm ’: ( ){ }mgGm =: ; ‘transitive Operation α ’: ( )1221 :, mgmgMmm =∃∈∀  
• α  ist transitiv. ⇔ Es existiert nur eine Bahn, nämlich mMGm ∀= . 

• Beweis: 
• ‘� ’: 

• Wähle 1m  beliebig und durchlaufe mit 2m  ganz M. Nach Voraussetzung gibt es 
für alle 2m  ein g mit ( )12 mgm = , also MGm =1 . 

• Da dies unabhängig von 1m  war, gilt mMGm ∀= . Also existiert nur eine Bahn. 
• ‘ ⇐ ’: 

• Wähle 1m  beliebig. Es gilt MGm =1 . 
• Das bedeutet, dass jedes Mm ∈2  als ein Funktionswert für ein g vorkommt, d. 

h. ( )122 : mgmgm =∃∀ . 
• Das dies für alle 1m  gilt, gilt ( )1221 :, mgmgmm =∃∀  

• Definition ‘Zentralisator von � GH ⊆
nötig Teilmenge nur

 HG ’: die Isotropiegruppe 

��

�
�

�

��

�
�

�
∈∀=∈=

=−

HhhgghGgG
hghg

H 
�
�	
1 bzw.

: ; ‘Zentrum von G ( )GZ ’: 

( )
��

�
�

�

��

�
�

�
∈∀=∈==

=−

GhhgghGgGGZ
hghg

G 
�
�	
1 bzw.

: ; ‘Normalisator von � Gu
uU

⊆
∈ eUntergrupp  d.h. ,

’: die 

Isotropiegruppe { } { }ugugGgG u =∈= −1 ; ‘Konjugationsklasse von h’: die Bahn 

{ }1−= ghgGh ; ‘Konjugationsklasse von � Gu
uU

⊆
∈ eUntergrupp  d.h. ,

’: die Bahn { }1−= gugGu  

• MMG →×α :  Operation, dann: 
• M ist die disjunkte Vereinigung der Bahnen. 

• Beweis: 
• Zeige { } 2121   xor GmGmGmGm ==∩ . 
• Sei 21 GmGmm ∩∈ , dann ( ) ( )

��	��	
21

2211

GmGm

mgmgm
∈∈

== . 

• Dann gilt für alle Gh ∈  
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )




 �


 �	
������

��	
21

22
1

122
1

111
1

111
1

11

GmGm

mgghmgghmgghmgghmh
∈

−−−−

∈

==== . 

• Also 21 GmGm ⊆ . 
• analog 21 GmGm ⊇ , also 21 GmGm =  

• G endlich, dann: ( ) { }
( ){ }

� 	
	
	




�

�
�
�



�
⋅=

=∈= mmgGg

mGGmG ###  

• Beweis: 
• Sei ( ) ( ){ }mgmgGm r,,1 �=  und { } { }sm hhG ,,1 �= . 

• Es gibt mindestens rs  verschiedene Elemente, denn die Produkte ji hg  sind 
alle unterschiedlich: 
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( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) kik

lklkjijiilkji

ggmg

mhgmhgmhgmhgmghghg

=�=

====�= ����
 

• Es folgt weiter: ljlijilkji hhhghghghg =�=�= ����  

• insgesamt: ( ) ( )lkjihghg lkji ,, =⇔= ��  

• also: rsG ≥#  
• Andererseits lässt sich jedes Gg ∈  darstellen als ji hgg =  für ein paar ( )ji, , 

denn: 
• Zu jedem g gibt es wegen ( ) ( ){ }mgmgGm r,,1 �=  ein ig  mit ( ) ( )mgmg i= . 
•  Wegen ( )( ) ( )( ) mmggmgg iii == −− 11  ist { }mi Ggg ∈− �1 , also ji hgg =− �1  für ein jh . 

• Also ji hgg �=  und somit rsG ≤#  

• insgesamt: rsG =#  
• Definition ‘Rechtsnebenklasse von g bzgl. Uu ∈ ’: die Bahn { }uvvgug ∈= ; 

‘Linksnebenklasse von g bzgl. Uu ∈ ’: die Bahn { }uvgvgu ∈= ; ‘ uG / ’: Menge der 

Linksnebenklassen von Elementen von G bzgl. u, { }GgguuG ∈=/ ; ‘Index von u in G 

[ ]UG : ’: [ ] ( ) ( )
�
�
�

∞
∞<

=
sonst 

/# falls ,/#
::

uGuG
UG  

• Satz von Lagrange: [ ] ( )uuGG #:# ⋅=  
• Beweis: analog zum Beweis von ‘ ( ) { }( )mGGmG ### ⋅= ’, wobei { }uguguG r,,/ 1 �=  die 

Rolle von Gm  übernimmt und { }suuu ,,1 �=  die Rolle von { }mG  

• Klassengleichung: G operiere auf sich durch Konjugation und i

r

i
r GgGGgg

1
1 :,,

=
=∈ ��� , 

dann: ( )[ ] ( ) ( )[ ]
( )[ ]{ }
��

>=

+==
1:1

:#:#
igZGi

i

r

i
i gZGGZgZGG  

3.2 Normalteiler 

• 

( ) ( ) ( )

ugug

ugug

uggu
ughhugu

⊆⇔
=⇔

=⇔
=⋅

−

−

1

1  

• Definition ‘Normalteiler von G u’: Die Untergruppe u erfüllt die gerade genannten 
Bedingungen.; ‘ Gu � ’: u ist Normalteiler von G. 

• G kommutativ �  Jede Untergruppe u ist Normalteiler. 
• Beweis: Gguggu ∈∀=  

• HGf →:  Homomorphismus von Gruppen �  ( ) Gf �ker  
• Beweis: 

• Zeige ( ) ( )fgfg kerker 1 ⊆−�� . Sei ( )fg ker∈′ . Mit anderen Worten: ( ) Hegf =′  

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) HH egfgfgfgfgfegfgfgfgfgggf ====′=′ −−−−− 11111 ******��  
• nn SA �  

• Beweis: ( ) 1sign =nA , somit ( ) nnnn AASA ∈σσ�∈σ∀=σσ −− 11 1sign . Alternativ: 
( )signker=nA . 
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• ( ) ( ) ( ) Gruppe. ist 
,

///
: mit ,/

ughhugu
uGuGuG

uGGu
�

���
→×

�  (D. h. teilt man einen Normalteiler 

aus der Gruppe heraus, so erhält man eine Restklassengruppe.) 
• Beweis: 

• Assoziativität: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )ugugug
ugguguggguggguguggugugug

321

321321321321321

⋅⋅=
⋅===⋅=⋅⋅

 

• neutrales Element: eu  
• inverses Element: ug 1−  

• Definition ‘Restklassengruppe’: ( )�,/uG ; ‘kanonischer Epimorphismus auf die 

Restklassengruppe ε ’: der surjektive Homomorphismus von Gruppen 
gug

uGG
�

/
:

→
ε  

• universelle Eigenschaft der Restklassengruppe: Seien HG →ϕ :  ein Homomorphismus 
von Gruppen, Gu �  und ( )ϕ⊆ keru . Es gibt einen eindeutig bestimmten 
Homomorphismus von Gruppen HuG →ψ /: , so dass dieses Diagramm kommutiert: 

 
• Beweis: 

• definiere: ( ) ( )ggu ϕ=ψ :  
• Problem: Durch das modulo-Rechnen geht Information verloren, da mehrere 

Elemente aus G auf dassselbe Element in uG /  abgebildet werden. Werden diese 
dann mittels ψ  nach H abgebildet, könnte es also passieren, dass 2 verschiedene 
Elemente aus G, wenn sie mit ϕ  abgebildet werden, auch auf 2 verschiedene 
Elemente aus H abgebildet werden. Wenn die beiden Elemente aus G jetzt aber in 
derselben Restklasse modulo u liegen, dann würden sie durch ε  auf dassselbe 
Element in uG /  abgebildet werden (Informationsverlust) und könnten durch ψ  
dann nicht wieder auf verschiedene Elemente in H abgebildet werden. 

• Zeige, dass Elemente von G, die modulo u in derselben Restklasse liegen (also 
ugug 21 = ), durch ϕ  tatsächlich auch auf dasselbe Element in H abgebildet 

werden (also ( ) ( )21 gg ϕ=ϕ ), was von vornherein nicht klar ist.: 

� { } { }

( )
� ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )21

1
1

21
1

21
1

2
ker wegen

:Üblichen dem mit vergleiche

1
121

1
2

22112121
 von Definition

21

*ker

:,

gg

eggegggguuugg

uguguuuUuugUuugugug

HH
u

UabUbaba

jjii
gu

ϕ=ϕ�

=ϕϕ�=ϕ�ϕ∈�∈=�

=∈∃�∈=∈⇔=

−−−

ϕ⊆

∈+−⇔∈−⇔=

−−




 �


 �	
 

3.3 Noether’s Isomorphiesätze 
• der Homomorphiesatz für Gruppen: HG →ϕ :  surjektiver Homomorphismus von 

Gruppen, dann induziert ϕ  einen Isomorphismus von Gruppen 
( )

( ) ( )gg
HG

ϕϕ
→ϕ

ϕ
�ker

ker/
:  

• Beweis: 
• Homomorphismus: Folgt aus der universellen Eigenschaft der Restklassengruppe, 

G H 

G/u 

ϕ  

ε  ψ  
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weil ( ) G�ϕker ; wähle ψ=ϕ : . 
• surjektiv: Weil εϕ=ϕ �  surjektiv ist. 
• injektiv: ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
��	

ϕ

ϕ=ϕ�ϕ∈�=ϕ�=ϕϕ
ker/ von tNullelemen

kerkerkerker
G

HH ggegeg  

• Normalteiler und Homomorphismus von Gruppen: 
• ( ) HUGU �� ϕ�ϕ∧ surjektiv : 

• Beweis: 
• ( )ghGgHh ϕ=∈∃∈∀ : , weil ϕ  surjektiv 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) � ( )

( ) HU

UgUggUggUghUh
GU

�

�

ϕ⇔

ϕ=ϕ=ϕϕϕ=ϕϕϕ=ϕ −−−−

 weil

1111 ******
 

• ( ) GVHV �� 1−ϕ� : 
• Beweis: Sei ( )Vg 1−ϕ∈′ . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) �

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) GVVgVgVgVg

VgVggggggg
HV

���

��
�

1111111

 wegen

111

**

****

−−−−−−−

−−−

ϕ⇔ϕ=ϕ⇔ϕ=ϕϕϕ⇔

=ϕϕ∈ϕ′ϕϕ=′ϕ
 

• ϕ  surjektiv �  ϕ  ist Bijektion zwischen ( ){ }ϕ⊇ kerUGU �  und { }HV �  

• Beweis: Folgt aus eben Gezeigtem. 

• HN � , dann: NHHG
H

/:
εϕ

→→α  liefert einen injektiven Homomorphismus von Gruppen 
( ) NHNG //: 1 →ϕα − . Ist ϕ  surjektiv, so ist α  ein Isomorphismus von Gruppen. 

 
• GN � , U Untergruppe, dann: UN  ist Untergruppe von G und UNN �  und UUN �∩  

• 1. Noether’s Isomorphiesatz: GN � , U Untergruppe, dann: Durch 
uNu

NGU
�

/
:

→
ϕ  wird ein 

Isomorphismus von Gruppen NUNUNU /~/: →∩ϕ  induziert. 
• Beweisidee: Verwende in diesem Abschnitt Gezeigtes. 

• 2. Noether’s Isomorphiesatz: GNN �21,  mit 12 NN ⊆ , dann: 

( ) ( )2122 ////: NNNGNGG →→ψ
α

 induziert einen Isomorphismus von Gruppen 
( ) ( )2121 ///~/: NNNGNG →ψ  

• Beweisidee: Verwende in diesem Abschnitt Gezeigtes. 

4. Konstruktion von 
Gruppen 

4.1 Produkte 

• Definition ‘direktes Produkt ∏
=

n

i
iG

1

’: n

n

i
i GGG ××=∏

=

�1
1

:  ( ∞=n  zulässig) 

G H 

( )NG 1/ −ϕ  NH /  

ϕ  

α  1−εG  Hε  
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• ∏
=

=
n

i
iGG

1

: , 

	
	
	




�

�
�
�



�

	
	
	




�

�
�
�



�

	
	
	




�

�
�
�



�

	
	
	




�

�
�
�



�
→×

nnnn hg

hg

h

h

g

g
GGG

�����
1111

,: , dann: ( )�,G  ist Gruppe. 

• Beweis: Klar, denn in jeder Komponente wird die Gruppenstruktur der 
entsprechenden Gruppe ausgenutzt. 

• 

		
	
	
	
	
	
	
	
	




�

��
�
�
�
�
�
�
�
�



�

→

ϕ

+

−

n

j

j

G

G

j

G

G

j

j

j

e

e
g

e

e

g

GG

�

�

�

1

1

1

:  ist injektiver Homomorphismus von Gruppen. 

• Beweis: Klar, denn dies ist die normale Einbettung. 
• ( ) ( ) GGGG jjjjj �ϕ∧≅ϕ : 

• Beweis: 
• ( ) jjj GG ≅ϕ  ist klar. 

• ( ) GG jj �ϕ , weil: ( ) ( )jj

G

G

jjj

G

G

nG

G

j

G

G

n

j G

e

e
ggg

e

e

g

g

e

e
g

e

e

g

g

ggg

n

j

j

n

j

j

ϕ∈

		
	
	
	
	
	
	
	
	




�

��
�
�
�
�
�
�
�
�



�

′=

		
	
	
	
	
	
	
	
	




�

��
�
�
�
�
�
�
�
�



�

		
	
	
	
	
	
	
	
	




�

��
�
�
�
�
�
�
�
�



�

′

	
	
	
	
	
	
	
	
	




�

�
�
�
�
�
�
�
�
�



�

=′ϕ

+

−

+

−

−

−

−

−

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�


��



1

1

1

1

1

1

1

1

1
11

1  

• 
j

n

j

j g
g

g
GG

��
	
	
	




�

�
�
�



�

→

ψ 1:  ist surjektiver Homomorphismus von Gruppen. 

• Beweis: klar 
• universelle Eigenschaft des direkten Produkts: Seien ii GH →η :  Homomorphismen 

von Gruppen, dann: Es gibt genau einen Homomophismus von Gruppen GH →Φ :  mit 
njjj ≤≤∀Φψ=η 1� , also so, dass dieses Diagramm kommutiert: 

 

• Beweis: Definiere ( )
( )

( )	
	
	




�

�
�
�



�

η

η
=Φ

h

h
h

n

�

1

: . 

• 21,NN  Untergruppen von einer Gruppe G, dann: 

H iG  

G 

iη  

Φ  iψ  
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{ }eNNGNNgggNNggGg

nn
n
n

GNN

rr =∩∧∧⋅⋅=∪∈∃∈∀⇔

		



�
��


�

→×
ι

21211211

21
2

1

21

,:,,

Gruppen von musIsomorphis ist :

���

�  

• Definition ‘inneres, direktes Produkt von 1N  und 2N ’: die obigen Bedingungen gelten, 
Schreibweise 21 NNG ×=  

• Definition ‘direkte Summe �
n

i
iG

1=

’: 
�
�

�
�

�

�
�

�
�

�

=
	
	
	




�

�
�
�



�

=⊕⊕=
=

iGi

n

n

n

i
i geg

g

g
GGG

i
 alle fast für :

1

1
1

���  

( ∞=n  zulässig) 

• Falls ∞<n , so ist ∏
==

=
n

i
i

n

i
i GG

11
� . 

• �
n

i
iGG

1

:
=

= , 

	
	
	




�

�
�
�



�

	
	
	




�

�
�
�



�

	
	
	




�

�
�
�



�

	
	
	




�

�
�
�



�
→×

nnnn hg

hg

h

h

g

g
GGG

�����
1111

,: , dann: ( )�,G  ist Gruppe. 

• 

		
	
	
	
	
	
	
	
	




�

��
�
�
�
�
�
�
�
�



�

→

ϕ

+

−

n

j

j

G

G

j

G

G

j

j

j

e

e
g

e

e

g

GG

�

�

�

1

1

1

:  ist injektiver Homomorphismus von Gruppen. 

• ( ) ( ) GGGG jjjjj �ϕ∧≅ϕ : 

• 
j

n

j

j g
g

g
GG

��
	
	
	




�

�
�
�



�

→

ψ 1:  ist surjektiver Homomorphismus von Gruppen. 

• universelle Eigenschaft der direkten Summe: Seien HGii →η :  Homomorphismen von 
Gruppen, dann: Es gibt genau einen Homomophismus von Gruppen HG →Ψ :  mit 

njjj ≤≤∀ϕΨ=η 1� , also so, dass dieses Diagramm kommutiert: 

 

• Beweis: Definiere ( )∏
=

=
	
	
	




�

�
�
�



�

	
	
	




�

�
�
�



�

Ψ
n

j
jj

n

gn
g

g

1

1

:� . 

• Definition ‘Automorphismengruppe von G ( )GAut ’: 

H iG  

G 

iη  

Ψ  iϕ  
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( ) { }Gruppen von musIsomorphis ist ::Aut fGGfG →=  

• ( )GAut  ist Gruppe bzgl. der Komposition (Hintereinanderausführung) von Funktionen � . 
• Beweis: klar 

• Definition ‘semidirektes Produkt von G und H bzgl. ϕ  ( )�,HG ϕ× ’ ( ( )GH Aut: →ϕ  

Homomorphismus von Gruppen): 
( ) ( )

( )( )
		



�
��


� ϕ⋅
	
	



�
�
�


�
		



�
��


�
		



�
��


�

×→×××

21

211

2

2

1

1 ,:
hh

ghg
h
g

h
g

HGHGHG

�
�  

• ( )�,HG ϕ×  ist eine Gruppe. 

• Beweis: 
• Assoziativität: nachrechnen 

• neutrales Element: 		



�
��


�

H

G

e
e

 

• inverses Element: 
( )( )

		



�
��


�ϕ
=		




�
��


�
−

−−−

1

111

h
gh

h
g

 

• { }( )HeG ×  und { }{ }HeG ×  sind Untergruppen von HG ϕ×  

• Beweis: nachrechnen 
• ( ) GHGHG id  kommutativ ,  kommutativ , =ϕ∧⇔×ϕ �  

• Beweis: nachrechnen 
• ( ) ( ) GHGHG id,, =ϕ⇔×=×ϕ ��  

• Beweis: nachrechnen 

4.2 Presentationen 
• Definition ‘von { } GgM ⊆= �,1  erzeugte Untergruppe von G M ’: 

{ }( )���� ,: 1
1 MaMaaaM iir ∈∨∈= −  

• eUntergrupp   enUntergrupp ,1 �� iGG �  

• Beweis: �� �� iiii GgggiGgggiGgggGggg ∈�∀∈�∀∈�∈ −− 1
21

1
212121 ,,,,,,  

• Sei { }�,1G  die Menge aller Untergruppen, die GM ⊆  enthalten, dann: � iGM =  

• Beweis: 
• ‘ ⊆ ’: ������ iiiiiiiir GaGaGaMaMaMaa ∈�∈∨∈�∈∨∈�∈ −− 11

1  

• ‘ ⊇ ’: � iii GMiGMiGM ⊆�∀⊆�∀⊆  

• Definition ‘Alphabet Σ : Σ  Menge; ‘ ( )ΣM ’ ( Σ  Menge): ( ) ( ){ }Σ∈≥=Σ in xnxxM ,0,.: 1 � ; 

‘ ( ) ( ) ( )Σ→Σ×Σ MMM:� ’: 
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )mnmn yyxxyyxx
MMM

,,,,,,,,,,
:

1111 �����
�

Σ→Σ×Σ
; ‘reduziertes 

Element ( ) ( )Σ∪Σ∈ ~,,1 Mxx n� ’ ( Σ~  weitere Menge, Σ→Σι ~:  bijektiv): Es gibt kein 
{ } ( ) ( )11:1,,1 ++ ι=∨ι=−∈ iiii xxxxni � .; ‘elementarer Reduktionsschritt eines nicht 

reduzierten Elements ( ) ( )Σ∪Σ∈ ~,,1 Mxx n� ’: 

( ) ( ) ( )Σ∪Σ∈→ +−
~,,,,,,, 2111 Mxxxxxx niin ��� ; ‘Äquivalenzrelation ~ auf [ ]Σ∪Σ ~M ’: die 

durch elementare Reduktionsschritte erzeugte Äquivalenzrelation, d. h. ( )nxxw ,,: 11 �= , 
( )mr yyw ,,: 1 �=  und iiii wwww →∨→ ++ 11 ; ‘freies Monoid bzgl. dem Alphabet Σ ’: 
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( )( )�,ΣM  
• ( )( )�,ΣM  ist Monoid mit neutralem Element ( )=:e  

• Definition ‘freie Gruppe über dem Alphabet Σ  ( )ΣF ’: ( ) ( ) 	
	




�

�
�



�
Σ∪Σ=Σ �


�

�	

,~/~:
zklassen Äquivalender Menge

MF  mit 

( )( ) ( )( ) ( )
( )[ ] ( )[ ]( ) ( )[ ]mnmn yyxxyyxx

MMM
,,,,,,,,,,
~/~~/~~/~

:
1111 �����

�
Σ∪Σ→Σ∪Σ×Σ∪Σ

; ‘ Σ∈− ~1x ’: ( )xx ι=− :1 ; ‘ 1−Σ ’: Σ=Σ− ~:1 ; 

‘Wort über dem Alphabet Σ ’: ein Element aus ( )1−Σ∪ΣM ; ‘ *Σ ': ( )1* : −Σ∪Σ=Σ M ; 
‘ nxx �1 ’: ( )[ ] ( )Σ∈= Fxxxx nn ,,: 11 ��  

• ( )ΣF  ist Gruppe. 
• Beweis: 

• Assoziativität: Da die Konkatenation an sich assoziativ ist. 
• neutrales Element: [ ] ( )[ ]=e  

• inverses Element: ( )[ ] ( )[ ]1
1

11
1 ,,,, −−− = xxxx nn ��  

• { } ( ) Z: ≅Σ�=Σ Fx  

• Beweis: Benutze den Isomorphismus ixxixx
ii

−
�
�
�

�

�
�
�

�

	
	




�

�
�



�

�
�
�

�

�
�
�

�

	
	




�

�
�



�
−− �
�
�	 ����	�

Stück 

11

Stück 

,,,,,  

• universelle Eigenschaft der freien Gruppe: H Gruppe, Hf →Σ: , dann: Es gibt einen 

eindeutigen Homomorphismus von Gruppen 
( )

( )xfx
HF

�

→Σ
ϕ : . 

• Beweis: Setze ( )
( )
( )( )��

�
�
�

Σ∈

Σ∈
=ϕ

−− 11-1  falls ,

 falls ,
:

ii

ii

i
xxf

xxf
x  und ( ) ( ) ( )nn xxxx ϕϕ=ϕ �� 11 : . 

• Es gibt einen eindeutig bestimmten, surjektiven Homomorphismus von Gruppen 
( )

xx
MMF

�

→
ϕ : . Insbesondere ist ( ) ϕ≅ ker/MFM . 

• Definition ‘Presentation von MG =: ’: der Isomorphismus ( ) ϕ≅ ker/MFM  

5. Kommutative Gruppen 

5.1 Zyklische Gruppen 
• ( ) ∞<= gn Gord: , dann: 

• mneg m |�=  
• Beweis: 

• Eigentlich klar, denn g wird immer erst nach n Multiplikationen wieder e, d. h. m 
muss offensichtlich ein Vielfaches von n sein. 

• � rpnm +=
Rest mit Division

 

• ( )�
� ( )
� 0

ord
Division der Rest ist 

=�=⋅===
=<=

+ rggggge
gnr

rrp

e

nrnpm

G
r

 

• ( )
m
n

gnm m
G =� ord|  
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• Beweis: ( ) egg nm
n

m ==  
• { }1,,, −= nggeg �  und ng =#  

• Beweis: klar 
• G endlich �  Gn |#  

• Beweis: ng =#  und Gg |##  nach Satz von Lagrange, also Gn |#  

• ( ) ( )
( )
k

kn
kn

n
g k

G
,kgV

,ggT
ord ==  

• Beweis: 

• einerseits: ( ) ( ) ( )�
( ) egg kn
k

e

nkn
n

k ==
=

,ggT,ggT  

• andererseits: ( ) ( ) ( ) ( )knkn
nk

kn
n

k ggg ,kgV,ggT,ggT == , d. h. erst ( ) ( ) eg kn
n

k =,ggT  
• ( ) ∞<= gn Gord: , ( ) ∞<= hm Gord: , hggh =  und ( ) 1,ggT =mn , dann ( ) nmghG =ord . 

• Beweis: 

• ( ) ( ) ( ) ehggh
nmmnnm =⋅=  

• Wegen ( ) 1,ggT =mn  ist ( ) nmmn =,kgV , also ( ) nmghG =ord . 

• Definition ‘Exponent von G ( )GExpo ’: ( ) ( )( )GggG G ∈= ordkgV:Expo  

• ( ) eg G =Expo  
• Beweis: klar 

• G kommutativ �  ( ) ( )GgGg G Expoord: =∈∃ : 
• Beweis: 

• Zerlege ( )GExpo  in seine Primfaktorzerlegung, also ( ) r
rppG αα ⋅⋅= �1

1Expo . 

• ( ) iiG qpgGgri i ⋅=∈∃≤≤∀ αord:1 , d. h. ( )gGord  ist Vielfaches von i
ipα , denn 

angenommen ( ) iiG qpgGgri i ⋅=∈∀≤≤∃ α′ord:1  mit iia α<′≤0 , dann wäre 

( ) ( )( ) ri
riG pppGggG αα′α ⋅⋅⋅⋅=∈= ��1

1ordkgVExpo . 

• Hierbei gilt natürlich, dass in iq  der Primfaktor ip  nicht vorkommt. Also 

( ) 1,ggT =α
ii qp i  

• Wähle also entsprechende ig -s mit ( ) i
iiG qpg i ⋅= αord  

• Somit ( ) ii
i

q
iG pg α=ord . 

• Wegen ( ) 1,,ggT 1 =αα ri
rpp � , gilt ( ) ( )Gppgg rr

r
q
r

q
G Expoord 11

11 =⋅⋅=⋅⋅ αα �� . 
• R Integritätsring, und G endliche Untergruppe von { }( )⋅,0\R  dann: G ist zyklisch. 
• G endliche, zyklische Gruppe, Gn #:= , dann: Zu jedem Teiler d von n gibt es genau 

eine Untergruppe U von G mit dU =#  

• Beweis: Seien gG =  und 
d
n

m = , dann: ( ) dg m
G =ord , also 

( ) ( ){ } ( ){ }mdmdmm ggeggeU 11
,,,,,,: −−

== ��  und dU =# . 

5.2 Endlich erzeugte, kommutative Gruppen (additive Notation) 
• Definition ‘Basis von G { }rgg ,,1 � ’: Für alle g-s gibt es eine Darstellung 

rr gagag ++= �11 .; ‘freie, kommutative/ Abelsche Gruppe’: Es gibt eine Basis.; 
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Definition ‘Rang von G ( )Grk ’: ( ) rG =rk  

• 

	
	
	




�

�
�
�



�

++

→

ϕ

r

rr

r

a

a
gaga

ZG

���

1

11
:  ist ein Isomorphismus von Gruppen. 

• Beweis: klar 
• { }shh ,,1 �  weitere Basis von G, dann: rs = . 
• Hauptsatz für freie, kommutative Gruppen: ( ) rG =rk , U Untergruppe, dann: Es gibt eine 

Basis { }rgg ,,1 �  von G, rs ≤  und Zahlen N,,1 ∈εε s� , so dass ss εεεε − |,,| 121 �  und 
{ }ssgg εε ,,11 �  eine Basis von U ist. 

• Hauptsatz für endlich erzeugte, kommutative Gruppen: 
• Es gibt sssr εεεε∧>ε∈εε≥ − |,,|1:N,,,0 12111 ��  und Z/ZZ/ZZ 1 s

rG ε⊕⊕ε⊕≅ � . 
• r ist eine Invariante von G und ist der Rang von G. 
• G endlich �  ( )Gr s Expo0 =ε∧= . (Hier ist auch sε  eine Invariante von G.) 

• Definition ‘Elementarteiler von G’: die sεε ,,1 �  von eben; ‘Torsionsuntergruppe von G 

( )GT ’: ( ) ( ){ }∞<∈= gGgGT Gord:  

• G endlich erzeugte, kommutative Gruppe und Z/ZZ/ZZ: 1

~

s
rG ε⊕⊕ε⊕→ψ �  der nach 

dem ‘Hauptsatz für endlich erzeugte, kommutative Gruppen’ existierende 
Isomorphismus, dann: 

• ( )
� 		

	
	
	
	




�

��
�
�
�
�



�

ε⊕⊕ε⊕
	
	
	




�

�
�
�



�

ψ=

∈

− Z/ZZ/Z
0

0

1

Z

1
s

r

GT ��  

• sεε ,,1 �  sind Invarianten von G. 
• Definition ‘torsionsfrei’: ( ) 0=GT  
• G torsionsfrei �  G frei 

• Beweis:  

( )
�

( )
�

�

� frei. ist Z

0Z/ZZ/Z

0Z/ZZ/Z
0

0

0Z/ZZ/Z
0

0
0

Z/ZZ/ZZ

Z/ZZ/ZZ1

Z/ZZ/ZZ1

Z

0ker ist ist, musIsomorphis  weil

1

Z

1

1

1

1

GG

GT

r

G

s

s

GsG

s
r

s
r

s
r

r

r

⇔≅�

=ε⊕⊕ε⇔

=ε⊕⊕ε⊕
	
	
	




�

�
�
�



�

⇔

=

		
	
	
	
	




�

��
�
�
�
�



�

ε⊕⊕ε⊕
	
	
	




�

�
�
�



�

ψ⇔=

ε⊕⊕ε⊕≅

ε⊕⊕ε⊕

ε⊕⊕ε⊕

∈

=ψψ

∈

−

�

�

�

�

��

��

 

• der chinesische Restsatz: Seien ( ) 1,ggT:N,,1 =∈ jis nnnn �  und snnN ⋅⋅= �1: , dann: 
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• 

	
	
	




�

�
�
�



�

+

+
+

××→

ϕ

Z

Z
Z

Z/ZZ/ZZ/Z

: 1

1

~

s

s

na

na
Na

nnn

��

�

 ist ein Isomorpismus. 

• ϕ  induziert einen Isomorphismus multiplikativer Gruppen 

( ) ( ) ( )××× ××→ψ Z/ZZ/ZZ/Z: 1

~

snnN �  
• G endlich und kommutativ, Gn #:= , nm | , dann: Es gibt Untergruppe U mit mU =# . 

• Klassifikation endlicher, kommutativer Gruppen: r
eppn αα ⋅⋅= �1

1  (Primfaktorzerlegung), 

( ) ikiikiii
ipA α≤≤α≤α++α=α=α �� 11 1 nPartitione#: , dann: Es gibt (bis auf 

Isomorphie) genau ( ) ( ) ( )r
rpApAnA αα ⋅⋅= �1

1  verschiedene Gruppen der Ordnung n. 

6. p-Gruppen 

6.1 Der Satz von Cauchy 
• Definition ‘p-Gruppe’ (p Primzahl): ( ) n

G pgng =∃∀ ord:  

• npG =#  �  G ist p-Gruppe. (‘ ⇐ ’ gilt auch, siehe unten) 
• Beweis: Nach dem kleinen Fermat’s Satz gilt ( ) ( ) m

G
n

G pgpg =� ord|ord  

• ( ) { }eGZpG n ≠�=#  
• Beweis: 

• ( ) ( )[ ]
( )[ ]{ }
�

>

+=
1:

:##
igZGi

igZGGZG  (Klassengleichung) 

• ( ) � ( )[ ]
( )[ ]{ }

( ) ( ) 1#|#:##

 von Vielfaches

 von Vielfaches

1: Lagrange von Satz nach  von Vielfaches von Vielfaches

>≥��−= �
>

pGZGZpgZGGGZ

p

p

gZGi p

i
p i










 �








 �	






 �





 �	


�
�	
 

• npG =# , G operiere auf einer Menge M, GM  die Menge der Fixpunkte dieser 
Operation, dann: pMM G mod## ≡  
• Beweisidee: 

• G
i

r

i
MGmM ���� 	

	



�
�
�


�
=

=1
 (disjunkte Vereinigung der Bahnen) 

• ( ) GGmi |##  (wegen ( ) { }( )mGGmG ### ⋅= , s. Kapitel 3) �
 wäreFixpunkt  sonst  weil,1# ii mGm >

�  

( )iGmp |#  

• also pMMMGmM GG

p

r

i p

i mod######

mod0

1 mod0

≡�+
	
	




�

�
�



�
=

≡

= ≡

�


 �

 �	

��	
 

• Satz von Cauchy: ( ) qggGq G =∃� ord:|#  

• npG =#  ⇔   G ist p-Gruppe. 
• ‘� ’: Bereits gezeigt. 
• ‘ ⇐ ’: 
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• Angenommen, es gibt eine weitere Primzahl q, die G#  teilt. 
• Dann folgt mit dem Satz von Cauchy: ( ) qgG =ord . Widerspruch zur Definition der 

p-Gruppe. 

6.2 Die Sätze von Sylow 

• Frage: mUUGm =∃� :#|
?

: 
• ja, für kommutative Gruppen (sogar eindeutig, wenn G zyklisch ist) 
• nein im Allgemeinen 

• Definition ‘p-Sylowuntergruppe von G’ (p Primzahl): eine bzgl. Inklusion maximale p-
Untergruppe von G 

• Lemma von Zorn: M partiell geordnete Menge, ( ) immmmm i ∀≤∃≤≤∀ :21 � , dann: M 
besitzt ein maximales Element. 

• Definition ‘p-Torsion’: ( ) ( ){ }n
Gp pgnGgGT =∃∈= ord::  

• Existenz von p-Sylowuntergruppen: 
• Es gibt eine p-Sylowuntergruppe. 

• Beweis: 
• Sei M die Menge aller p-Untergruppen. { } Me ∈  ist p-Untergruppe. 
• Sei �⊆⊆ 21 UU  eine beliebige Kette von p-Untergruppen, dann ist auch 

�
i

iUU =:  p-Untergruppe. 

• Es gilt iUU i ∀⊆ , also ist U eine obere Schranke. 
• Nach Zorn’s Lemma besitzt M ein maximales Element. 

• G kommutativ �  Es gibt genau 1 p-Sylowuntergruppe, nämlich ( )GTp . 

• Beweis: ( )GTp  ist p-Untergruppe, denn 

( )
� ( )

�

( )
�

( )
�

( )( ) ( ) ( )GTghpghkehghg p
k

G
pp

p

GTGT

mnmn

hG
m

gG
n

pp

∈�=∃�=⋅=
	
	




�

�
�



�
++

+

∈∈

ord

ordord

, und 

maximal nach Defintion. 
• U p-Sylowuntergruppe �  1−gUg  p-Sylowuntergruppe 

• Beweis: 
• Angenommen, es gäbe eine p-Untergruppe V mit VgUg ⊂−1 . 
• dann: VggU 1−⊂  
• Das darf aber nur sein, wenn Vgg 1−  keine p-Gruppe ist, denn U ist ja eine 

maximale p-Gruppe nach Voraussetzung. 
• Vgg 1−  ist aber p-Gruppe, denn: 

• Sei v beliebig und ( ) n
G pv =ord  (geht, da V nach Annahme p-Untergruppe ist). 

• dann: ( ) ( )( ) ( ) eegggvgvggvggvggvgg
nn

pp
==== −−−−−− 111111 �  

• daher: ( )( ) k
G pvggk =∃ 1ord  

• also: Vgg 1−  ist p-Gruppe. 
• Hat G nur eine p-Sylowuntergruppe, so ist diese ein Normalteiler. 

• Es gilt ‘U p-Sylowuntergruppe �  1−gUg  p-Sylowuntergruppe’. 
• Da es nur eine gibt, ist 1−= gUgU , also Normalteiler. 
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• U p-Untergruppe und ( ) { }UgUgGgUN =∈= −1  ihr Normalisator, dann: 

• ( )[ ] [ ] pUGUUN mod:: ≡  
• [ ] ( ) UUNUGp ≠�:|  

• 1. Satz von Sylow: mpG n ⋅=#  (in m ist p nicht mehr als Primfaktor vorhanden), dann: 
• ( ) ipUUni =∃≤≤∀ ord:0 . Insbesondere: U p-Sylowuntergruppe �  ( ) npU =ord . 
• ( ) ( ) 21

1
221 ord:ord10 UUpUUpUni ii �∧=∃�=∧−≤≤ +  

• 2. Satz von Sylow: U, V p-Sylowuntergruppen, dann: 1: −=∃ gUgVg , d. h. je 2 p-
Sylowuntergruppen sind zueinander konjugiert. 

• 3. Satz von Sylow: mpG n ⋅=#  (in m ist p nicht mehr als Primfaktor vorhanden), ps  die 
Anzahl der p-Sylowuntergruppen, dann: 
• msp |   

• psp mod1≡  

7. Auflösbare Gruppen 

• Definition ‘G ist auflösbar’: Es gibt { } GNNNe l =⊆⊆⊆= :: 10 � , so dass für alle i gilt: 
• iN  ist Untergruppe 
• ii NN �1−  
• 1/ −ii NN  ist kommutativ. 

• G kommutativ �  G auflösbar 
• Beweisidee: die Kette { } GNNe =⊆= :: 10  

• Definition ‘einfache Gruppe’: Die einzigen Normalteiler sind { }e  und G. 
• G nicht kommutativ und einfach �  G nicht auflösbar 

• Beweis: 
• Einzig mögliche Kette ist { } GNNe =⊆= :: 10 , weil nur { }e  und G Normalteiler sind. 
• Aber { } GeGNN ≅= // 01  ist nicht kommutativ. 

• G endliche p-Gruppe �  G auflösbar 
• Beweis: Folgt aus dem 1. Satz von Sylow 

• Definition ‘Normalreihe von G’: eine Kette von Untergruppen 
{ } GNNNe l =⊆⊆⊆= :: 10 �  mit ii NN �1−  

• G auflösbar, dann: 
• U Untergruppe, dann U auflösbar 

• Beweisidee: die Kette { } UUNUNUNe l =∩⊆⊆∩⊆∩= �10  
• auflösbar /UGGU ��  

• Beweisidee: die Kette { } UGUUNUUNUUNe l //// 10 =⊆⊆⊆= �  
• G endlich erzeugt, dann: Es gibt eine Normalreihe { } GNNNe l =⊆⊆⊆= :: 10 �  mit 

zyklischen Restklassengruppen 1/ −ii NN . 
• G endlich und kommutativ, dann: Es gibt eine Normalreihe { } GNNNe l =⊆⊆⊆= :: 10 �  

mit zyklischen Restklassengruppen 1/ −ii NN  von Primzahlordnung. 
• G endlich und auflösbar und GN � , dann: Es gibt eine Normalreihe 

{ } GNNNe l =⊆⊆⊆= :: 10 �  mit folgenden Eigenschaften: 
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• 1/ −ii NN  ist zyklisch von Primzahlordnung 
• { }lNNN ,,0 �∈  

• G einfach und auflösbar, dann: G ist zyklisch von Primzahlordnung: 
• Beweis: Folgt aus eben Gezeigtem. 

• nA  wird für 3≥n  von den Dreierzyklen 		



�
��


�
=σ

nakb
nkba

abk
����

����

1
1

 

erzeugt. 
• 3≥n , nAN � , N enthält einen Dreierzyklus, dann: nAN = . 

• Beweis: 
• Seien Nabc ∈σ  und abkσ  ein beliebiger Dreierzyklus. 

• Es gilt: ( ) ( ) 12 −ττσττ=σ ckababcckababk . 

• außerdem: ( ) ( ) Nckababcckababk ∈ττσττ=σ −12 , weil nAN �  
• Also ist jeder beliebige Dreierzyklus in N. 
• Wegen ‘ nA  wird für 3≥n  von den Dreierzyklen erzeugt.’ folgt nAN = . 

• 4≠n  �  nA  ist einfache Gruppe. 
• 5≥n  ⇔  nS  ist nicht auflösbar. 
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Computational Commutative Algebra 1 – Overview  

1.1 Polynomial Rings 

• Definition ‘Halbgruppe’; ‘Monoid’; ‘Gruppe’; ‘Ring’; ‘Körper’ 
• Definition ‘nilpotent’: 0=ir ; ‘Nicht-Nullteiler’: Nullteiler-Nicht ist :00 rrrr ⇔=′�=′  
• Definition ‘Integritätsbereich’ (‘integral domain’): Alle Elemente ungleich 0 sind Nicht-

Nullteiler. 
• Definition ‘Ringhomomorphismus’: 

• ( ) SR 11 =ϕ  
• ( ) ( ) ( )rrrr ′ϕ+ϕ=′+ϕ  
• ( ) ( ) ( )rrrr ′ϕ⋅ϕ=′⋅ϕ  

• Definition ‘R-Algebra’: ein weiterer Ring S zusammen mit einem Ringhomomorphismus 
(genannt Strukturhomomorphismus), der S mit R verbindet; ‘R-Algebren-
Homomorphismus von 2 R-Algebren S und T ρ ’: ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )srsrsr ρ⋅ψ=ρ⋅ϕρ=⋅ϕρ  

 
• Definition ‘R-Modul’: =̂  Vektorraum für Ringe; ‘R-Untermodul’; ‘R-lineare Abbildung 

(zwischen 2 Moduln)’: ( ) ( ) ( )mmmm ′ϕ+ϕ=′+ϕ  und ( ) ( )mrmr ϕ⋅=⋅ϕ ; ‘Ideal’: einmal 
Standard-Definition ( IIR ⊆⋅ ), einmal als R-Untermodul des R-Moduls R 

• Ist R sogar ein Körper, so gibt es nur die Ideale R und 0 .: 

• Beweis: I Ideal; Ii ∈ ; da R Körper existiert 1−i ; da I Ideal: Iii ∈=⋅− 11 ; da I Ideal 
� IrrRr
I

∈=⋅�∈
∈

1 , also IR ⊆ ; da sowieso RI ⊆ , ist RI =  

• IR /  ist ein R-Modul (mit dem Skalarprodukt � � rssr
IRR

�		



�
��


�

∈∈ /

, ) und – zusammen mit der 

kanonischen Abbildung IRR /→  – auch eine R-Algebra ( IR /  ist auch ein Ring). 
• Definition ‘Primideal’: Is ∈  und � �

RR

rrs ′⋅= , so folgt IrIr ∈′∨∈ ; ‘maximales Ideal’: 

Erweitert man I zu einem echt größeren Ideal, so erhält man R. 
• I ist Primideal genau dann, wenn IR /  ein Integritätsbereich ist.: 

• Beweis: 
• ‘� ’: � 000 2121

Primideal  da
2121 =∨=�∈∨∈�∈⋅�=⋅ rrIrIrIrrrr

I

 

• ‘ ⇐ ’: � IrIrrrrrIrr
IR

∈∨∈�=∨=�=⋅�∈⋅ 2121
bereichIntegrität / da

2121 000  

• I ist ein maximales Ideal genau dann, wenn IR /  ein Körper ist. 
• Jedes maximale Ideal ist ein Primideal.: 

• Beweis: I maximales Ideal ⇔  IR /  Körper �  IR /  Integritätsbereich ⇔  I Primideal 
• Definition ‘Erzeugendensystem eines Moduls M ( )�,1m ’: 

( )
nn iniiin mrmrmmmmRrrMm ++=∈∈∃∈∀ ����

11 111 :,,,,,, ; ‘endlich erzeugt’: ( )�,1m  
ist endliche Menge; ‘zyklisch erzeugter Modul’: Der Modul lässt sich durch ein einziges 

R 

S T 

ϕ  ψ  

ρ  
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Element erzeugen.; ‘Hauptideal’ (‘principal ideal’): Das Ideal lässt sich durch ein 
einziges Element erzeugen.; ‘R-Basis’: Jedes Element hat eine eindeutige Darstellung.; 
‘freier Modul’: Es gibt eine R-Basis.; ‘Rang eines Moduls’: Anzahl der Erzeuger in einer 
Basis 

• In [ ]xK  ist jedes Ideal ein Hauptideal. 

• Notation für den Polynomring � [ ]xR
Ring ein

: 

� � �

�

���
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=== 210

0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

210

eee

rrr  statt 

�+++ 2
2

1
1

0
0 xrxrxr  ( Rri ∈ ) 

• Einbettung von R in [ ]xR  (
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�

�

�

0
0
0
1

rr ) 

• Definition ‘ [ ]nxxR ,,1 � ’ (rekursiv): [ ] [ ]( )[ ]nnn xxxRxxR 111 ,,:,, −= ��  
• verschiedene Strukturen für [ ]nxxK ,,1 � : 

• als Ring mit Erzeugendensystem ( )nxx ,,1 �  (Beispiel: 




 �


 �	
ionenRingoperat

21211121
2
1 2 xxxxxxxxx ++=+ ) 

• als K-Vektorraum mit Erzeugendensystem nT  (Definition von nT  siehe unten) 

(Beispiel: 
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21

 Erzeuger für

 Erzeuger für

21
2
1

�

�

�

x

xx

xxx ) 

• als (eindimensionaler) [ ]nxxK ,,1 � -Modul mit Erzeugendensystem 1 (Beispiel: 
( )

[ ]
122

,, Rings des Element

21
2
121

2
1

1

⋅+=+


�

�	

� nxxK

xxxxxx ) 

• Definition ‘Einheit’: Einheit ist :1~ rrr ⇔=  (Einheiten sind die invertierbaren Elemente.) 
• R Integritätsbereich �  Die Einheiten in [ ]nxxR ,,1 �  sind die Einheiten in R und 

[ ]nxxR ,,1 �  ist ein Integritätsbereich.: 
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• Wegen der rekursiven Definition von [ ]nxxR ,,1 �  reicht ein Beweis für 1=n . 

• [ ] � 00,0

sbereichIntegrität  weil
,0 weil

R
sr

dd
dd

d
d

d
d

sdrd

sr

sr

s

s

r

r
xsrrsxRxssxrr

≠

+ ≠+=�∈≠+=≠+= ���  

• Weil 0>+ sr dd , ist Rrs ∉  und somit definitiv nicht invertierbar, also keine Einheit. 
• Representation eines multivarianten Polynoms: 

• streng nach der rekursiven Definition 
• mit Hilfe von Multi-Indizes 

• Erzeugung von [ ]( )r
nxxRM ,,1 �=  als [ ]nxxR ,,1 � -Modul und Basis 
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• Definition ‘Term’: Monom; ‘ nT ’: Menge aller Terme mit n Variablen; ‘Grad eines Terms’: 
Summe der Potenzen; ‘Logarithmus’: Tupel der Potenzen; ‘Term von 

[ ]( )r
nxxRM ,,1 �= ’: r-dimensionales Monom; ‘ r

n eeT ,,1 � ’: Menge aller r-
dimensionalen Terme mit n Variablen 

• nT  ist ein kommutativer Monoid. 
• Definition ‘Koeffizient eines Terms’; ‘Träger (Support) eines (mehrdimensionalen) 

Polynoms’: Menge aller Terme, die im Polynom vorkommen; ‘Grad eines 
eindimensionalen Polynoms’: Grad des größten Terms des Polynoms 

• Definition ‘Auswertungshomomorphismus [ ] SxxR n →ψ ,,: 1 � ’ ( SR →ϕ : , 
Sss n ∈,,1 � ): ( )rR ϕ=ψ  und ( ) ii sx =ψ ; ‘Auswertung eines Polynoms f an einer Stelle 

s


 ( )sf


’: ( ) ( )fsf ψ=:


; ‘Ersetzungshomomorphismus’ (‘substitution homomorphism’): der 
Auswertungshomomorphismus, falls RS =  ist 

• universelle Eigenschaft des Polynomrings: S R-Algebra, dann existiert ein eindeutiger 
Auswerungshomomorphismus für festes s bzw. feste is -s, nämlich 

( ) ( ) ( ) d
d

d
d scscxcxc ϕ++ϕ=++ψ �� 0

0
0

0 : . 
• Definition ‘Erzeugendensystem einer R-Algebra ( )�,: 1sS = ’: 

[ ] ( )ttt ssfsxxRfssSs ,,:,,,,, 11

viele endlich

1 ��

�
�	

� =∈∃∈∀ ; ‘endlich erzeugte R-Algebra’ 

• Endlich erzeugte R-Algebren S sind von der Form [ ]
[ ]
�

nxxR
n IxxRS

,, in Ideal
1

1

/,,
�

�≅ , denn 

[ ] SxxR n →ψ ,,: 1 �  ist surjektiv. 
• Definition ‘Presentation einer R-Algebra’: der Isomorphismus 

[ ]
[ ]
�

nxxR
n IxxRS

,, in Ideal
1

1

/,,
�

�≅  

1.2 Unique Factorization 

• Definition ‘reduzibel’: rrs ′= , weder r noch r ′  sind Einheiten; ‘irreduzibel’: nicht 
reduzibel; ‘Faktorisierung’: � 
�
�	

�

Elemente irredzible

1
Einheit

srrur ⋅⋅⋅= ; ‘Primelement’: 2121 rrrrrrr ∨�  

• In [ ]xK  ist ein Element, das keine Einheit ist (also ein ‘echtes’ Polynom und nicht nur 
eine Zahl aus dem Körper ist), Primelement genau dann, wenn es irreduzibel ist. 
• Beweis: 
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• ‘� ’: 
• � ( ) ( ) ( ) ( )2121

prim da 
2121 degdegdegdeg rsrsrsrsrrsrrs ≤∨≤�∨��=  

• außerdem: ( ) ( ) ( ) ( )2121 degdegdegdeg rsrsrrs ≥∧≥�=  
• insgesamt: ( ) ( ) ( ) ( )21 degdegdegdeg rsrs =∨=  
• wegen 21rrs = : ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0degdegdeg0degdegdeg 1221 =∧=∨=∧= rrsrrs  
• also: 2r  Einheit oder 1r  Einheit 

• ‘ ⇐ ’: 
• 2121 : rrtstrrs =∃�  

• Annahme: 1| rs / . Dann zu zeigen 2rs . 

• Betrachte das Ideal ( )sr ,1 . Weil [ ]xK  Hauptidealring: ( ) ( )1,1 =sr . 
• also: 

( ) 2222222211 1:, rsrsbratrbsratsrbsrrarbsarba ⇔=+⇔=+⇔=+⇔=+∃  

• Defintion ‘faktorieller Ring’: Nicht-Einheiten haben eine eindeutige Faktorisierung. 
• Jeder Körper ist trivialer Weise ein faktorieller Ring, denn es gibt keine Nicht-Einheiten. 
• ( )prim ist lirreduzibe ist faktoriell ist rRrR �∈⇔  

• Beweis: 
• ‘� ’: 

• 21rrr . Da r irreduzibel ist, lässt sich r nicht aufspalten. 

• Also kann nicht ein Teil von r in 1r  stecken und der andere in 2r . 
• D. h. r kann 1r  oder 2r  nur als Ganzes teilen, d. h. 21 rrrr ∨ . 

• ‘ ⇐ ’: 
• � 11

zung Voraussetnach
1111    A.d. B.  o. babbabbaar tts ��== ���  

• Da 1a  und 1b  beide irreduzibel, folgt 11 ba =  (bis auf Einheiten). 
• also kürzen ts bbaa �� 22 =  und induktiv fortfahren 
• Ergebnis: ts =  und ii ba =  

• Definition ‘ggT’; ‘kgV’; ‘relativ prim/ co-prim’: ( ) 1,ggT 21 =ff ’; ‘squarefree part von 


�
�	
�

f

n
nffcf
 von rungFaktorisie

1
1 αα ⋅⋅⋅=  ( )fsqfree ’: ( ) nfff ⋅⋅= �1:sqfree  

• Charakterisierung ‘ggT’: ( ) ( )fgfgfffff iim �∧⇔=,,ggT 1 � ; ‘kgV’: 

( ) ( )gfgffffff iim �∧⇔=,,kgV 1 �  

• ( )mff ,,kgV 1 �  erzeugt das Ideal ( ) ( )mff ∩∩�1  
• ( ) ( ) 212121 ,kgV,ggT ffffff ⋅=⋅  
• R Hauptidealring, dann: ( )mff ,,ggT 1 �  erzeugt ( )mff ,,1 � ; 

( ) 1:,,1,,ggT 1111 =++∃⇔= mmmm fgfgggff ���  
• Definition ‘content eines Polynoms ( )fcont ’: ggT der Koeffizienten; ‘primitives Polynom’: 

( ) 1cont =f  
• Gauß’s Lemma: R faktorieller Ring, [ ] { }0\, xRgf ∈ , dann: ( ) ( ) ( )gffg contcontcont ⋅=  und 

( )primitiv primitv , fggf �  
• R faktorieller Ring, [ ] { }0\xRf ∈ , dann: f besitzt eine Faktorisierung. 
• R faktorieller Ring �  [ ]xR  faktorieller Ring 
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• K Körper �  [ ]nxxK ,,1 �  faktorieller Ring 

1.3 Monomial Ideals and 
Monomial Modules 

• Definition ‘Monoideal’: =̂  Ideal für Monoide; ‘Erzeugendensystem eines Monoideals’; 
‘Monomodul’; ‘Untermonomodul’; Erzeugendensystem eines Monomoduls’ 

• r
n eeT ,,1 �  ist ein nT -Monomodul mit Erzeugendensystem ( )ree ,,1 � . 

• Definition ‘Kürzungregel (cancellation law) für Monoide’: 213231 γ=γ�γγ=γγ �� ; 
‘Links-Kürzungsregel für Monomoduln’: 2121 ssss =�γ=γ �� ; ‘Rechts-Kürzungsregel 
für Monomoduln’: 2121 γ=γ�γ=γ ss ��  

• Γ  Monoid, dann: 
Jedes Monoideal in Γ  ist endlich erzeugt. 
⇔  Jede aufsteigende Kette �⊆∆⊆∆ 21  von Monoidealen wird letztlich stationär. 
⇔  Jede (nicht leere) Menge von Monoidealen besitzt ein maximales bzgl. Inklusion. 
Gemeint ist: Es gibt ein Ideal in dieser Menge, das in keinem anderen enthalten ist. 
• Beweis: 

• 21� : Angenommen, �⊆∆⊆∆ 21  wird nicht stationär. Dann gibt es immer 

iii ∆∆∈γ ++ \11 . Bilde Ideal aus ( )�,2γ . Dieses ist nicht endlich erzeugt. 
Widerspruch. 

• 32� : Wähle Menge1 ∈∆ . Ist 1∆  maximal, so fertig. Sonst gibt es 12 ∆⊃∆ . 
Fahre induktiv fort. Erhalte eine Kette aus �⊂∆⊂∆ 21 . Diese wird nach 
Voraussetzung letztendlich stationär, also �=∆=∆ +1nn . Dann ist n∆  ein 
maximales Element. 

• 13 � : ∆  Monoideal. Betrachte die Menge aller durch die Elemente von ∆  endlich 
erzeugten Monoideale. Nach Voraussetzung gibt es in dieser Menge ein 
maximales ∆~ . Es muss ∆=∆~  sein, sonst gäbe es ∆∆∈γ ~\ , dass man dem 

endlichen Erzeugendensystem von ∆~  hinzufügen könnte, das wieder ein 
endliches Erzegendensystem eines weiteren Monoideals wäre, das größer als ∆~  
wäre, was aber nicht geht, weil ∆~  maximal war. Widerspruch. 

• Definition ‘Noetherian’: Γ  erfüllt eben genannte Eigenschaften. 
• ( )+,Nn  ist Noetherian. 
• Definition ‘monomialer Modul’: Man kann ein Erzeugendensystem finden, das nur aus 

Monomen (Elemente aus r
n eeT ,,1 � ) besteht; ‘monomiales Ideal’ 

• Dickson’s Lemma: �,, 21 tt  Sequenz von Termen in nT . Dann sind ab hinter einem N 
alle Terme Vielfache der Terme Nttt ,,, 21 � , Das heißt, das Monoideal ( )�,, 21 tt  wird 
erzeugt von ( )Nttt ,,, 21 � . Das heißt jedes monomiale Ideal ( ) [ ]nxxRtt ,,,, 121 �� ⊆  ist 
endlich erzeugt. 
• Beweis: 

• Da ( )+,Nn  Noetherian ist und nT  via log isomorph zu ( )+,Nn  ist, folgt die Aussage 
über das Monoideal. 

• Da ( ) [ ]nxxRtt ,,,, 121 �� ⊆  ein monomiales Ideal ist, wird ( )�,, 21 tt  auch durch 
( )Nttt ,,, 21 �  erzeugt. 
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• Darstellung von monomialen Idealen in der Ebene (2 Variablen)/ dem Raum (3 
Variablen) 

• Struktur-Theorem für monomiale Moduln: rPM ⊆  monomialer Modul, dann: 

• ii

r

i
eIM

1=
⊕≅  mit monomialen Idealen iI . (Beweis: klar) 

• M ist endlich erzeugt.: 

• Beweis: folgt aus ‘ ii

r

i
eIM

1=
⊕≅  mit monomialen Idealen iI ’ und Dickson’s Lemma 

angewendet auf die iI -s 
• Jede aufsteigende Kette �⊆⊆ 21 MM  von monomialen Untermoduln wird letztlich 

stationär.: 
• Beweis: 

• Falls �⊂⊂ 21 MM , wähle immer iii MMt \11 ++ ∈ . Dann ist rPttM ⊆= �,,: 32  im 
Widerspruch zum Struktur-Theorem nicht endlich erzeugt. 

• rPM ⊆  monomialer Modul, dann: 
• Jeder Term aus M ist Vielfaches eines Terms aus dem monomialen 

Erzeugendensystem von M. (Beweis: klar) 
• Unter allen monomialen Erzeugendensystemen von M gibt es genau ein minimales.: 

• Beweis: Streiche aus einem Erzeugendensystem alle Vielfachen der Erzeuger. 

1.4 Term Orderings 

• Definition ‘Relation’; ‘vollständige Relation’: Es gibt keine nicht vergleichbaren 
Elemente. 

• Definition ‘Monoid-Ordnung’ ( Γ  Monoid): 
• 11 γ≥γ  (reflexiv) 
• 211221 γ=γ�γ≥γ∧γ≥γ  (antisymmetrisch) 
• 313221 γ≥γ�γ≥γ∧γ≥γ  (transitiv) 
• 323121 γγ≥γγ�γ≥γ ��  

• Definition ‘Term-Ordnung’ ( Γ  Monoid): 
• Monoid-Ordnung 
• Γ∈γ∀≥γ 1  

• Gilt die Kürzungsregel in Γ , dann: 
• 323121 γγ≥γγ⇐γ≥γ �� : 

• Beweis: Annahme: � 3231
aus '' schließt gelKürzungsre

323121 γγ<γγ�γγ≤γγ�γ<γ
=

����  

• Γ  ist unendlich. 
• Beweis: Es gilt 1>γ  xor 1<γ , also 12 >γ>γ>�  xor 12 <γ<γ<� .) 

• 11 ≥γ⇔≥γn : 
• Beweis: Folgt mit Induktion aus 1>γ  xor 1<γ . 

• Monoid-/ Term-Ordnungen zwischen nT  und nN  entsprechen sich wegen log. 
• Definition ‘Term-Ordnung Lex’: ⇔≥ :2Lex1 tt erster Nicht-Null-Eintrag des Vektors 

( ) ( )21 loglog tt −  ist positiv oder 21 tt = ; ‘Term-Ordnung DegLex’: 
( ) ( ) ( ) ( ) 2Lex121212DegLex1 degdegdegdeg: tttttttt ≥∧=∨>⇔≥ ; ‘Term-Ordnung 
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DegRevLex’: ( ) ( )212DegRevLex1 degdeg: tttt >⇔≥  oder ( ) ( )21 degdeg tt =  und der letzte 

Nicht-Null-Eintrag des Vektors ( ) ( )21 loglog tt −  ist negativ oder 21 tt = . 
• Definition ‘grad-kompatible Monoid-Ordnung auf nT ’: ( ) ( )2121 degdeg tttt ≥�≥  
• Defintion ‘Eliminiation-Ordnung für { }jxxL ,,: 1 �= ’: 

( ) 2DegRevLex111112Elim1 : tttt jjjjL ≥∧β++β=α++α∨β++β>α++α⇔≥ ����  

• Definition ‘durch eine Matrix representierte Ordnung’: Zeilen linear unabhängig, 
( ) ⇔≥ :2Ord1 tt V  der erste Nicht-Null-Eintrag von ( )21 loglog ttV −⋅  ist positiv 

• ( )VOrd  ist eine Term-Ordnung. ⇔  Der erste Nicht-Null-Eintrag jeder Spalte von V ist 
positiv.: 

• Beweis: � � 0~

0

0
1
0

0

1loglog1 alle1 alle
-Eintrag0-Nicht erster0
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• σ  Monoid-Ordnung auf nT , iσ  Einschränkung von σ  auf ( )nii
n

i xxxxT ,,,,,: 111
1 �� +−

− = , 
dann: 
• iσ  ist eine Monoid-Ordnung. 
• σ  Term-Ordnung �  iσ  Term-Ordnung 
• 

i
Vσ  erhält man, indem man aus σV  die i-te Spalte streicht und dann die erste Zeile, 
die linear abhängig mit den Zeilen über ihr ist, ebenfalls streicht. 

• Jede Monoid-Ordnung auf nN  hat eine eindeutige Erweiterung zu einer Monoid-
Ordnung auf nZ .: 
• Beweisidee: Zerpalte z in 21 nnz −=  und definiere 21:0 nnz σσ′ ≤⇔≤  

• ( ) ( ) 0loglog Lex212Ord1 ≥−⋅⇔≥ ttVtt V  

• Definition ‘Modul-Ordnung’  ( ( )�,Γ  Monoid, ( )∗Σ,  Γ -Monomodul): 
• 11 ss ≥  (reflexiv) 
• 211221 ssssss =�≥∧≥  (antisymmetrisch) 
• 313221 ssssss ≥�≥∧≥  (transitiv) 
• 2121 ssss ∗γ≥∗γ�≥  

• Definition ‘Modul-Term-Ordnung’  ( ( )�,Γ  Monoid, ( )∗Σ,  Γ -Monomodul): 
• Modul-Ordnung 
• Σ∈Γ∈γ∀≥∗γ sss ,  

• nT=Γ  und r
n eeT ,,1 �=Σ , dann ist die Modul-Term-Ordnung-Bedingung 

‘ Σ∈Γ∈γ∀≥∗γ sss , ’ äquivalent zu n
ii Ttete ∈∀≥  
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• Definition ‘Modul-Term-Ordnung TOPos’ (TO ist Term-Ordnung auf nT ): 
jittttetet ji ≤∧=∨>⇔≥ 212TO12TOPos1 :  

• Definition ‘Modul-Term-Ordnung PosTO’ (TO ist Term-Ordnung auf nT ): 
2TO12PosTO1 : ttjijietet ji >∧=∨<⇔≥  

• Definition ‘zu einer Monoid-Ordnung ρ  kompatible Modul-Ordnung σ ’: 
ss ∗γ≥∗γ�γ≥γ σρ 2121  

• Jede nicht-leere Untermenge von Σ  hat ein minimales Element. ⇔  Jede absteigende 
Kette �≥≥ 21 ss  in Σ  wird letztendlich stationär. 

• Definition ‘Wohl-Ordnung’: Die eben genannten Bedingungen gelten. 
• Wenn die Links-Kürzungsregel in Σ  gilt, ist jede Wohl-Ordnung eine Modul-Term-

Ordnung. 
• fundamentale Eigenschaft von Term-Ordnungen: σ  Modul-Ordnung auf r

n eeT ,,1 � . 
Dann: σ  ist eine Modul-Term-Ordnung ⇔  σ  ist ein eine Wohl-Ordnung. 

1.5 Leading Terms 

• Definition ‘Leitterm LT’ ( �
=

γ=
s

i
ii i
etcm

1

): 
11 γet ; ‘Leitkoeffizient LC’: 1c ; ‘monic’: ( ) 1LC =m ; 

‘Leitmonom LM’: ( ) ( ) ( )mmm LTLCLM ⋅=  
• Regeln fürs Rechnen mit Leittermen: 

• ( ) ( ) ( )2121 SuppSuppSupp mmmm ∪⊆+ ; ( ) ( ) ( ){ }2121 LT,LTmaxLT mmmm ≤+  
• ( ) ( ) ( ){ }2121 LT,LTmaxLT mmmm =+ , falls ( ) ( ) ( ) ( ) 0LCLCLTLT 2121 ≠+∨≠ mmmm  
• ( ) ( )mttm LTLT ⋅=  
• R Integritätsbereich, dann: ( )ft Supp∈ , für den ( )mt LT⋅  maximal ist �  

( ) ( )mtfm LTLT ⋅=  
• R Integritätsbereich, σ  kompatibel zu ρ , dann: ( ) ( ) ( )mffm σρ ⋅= LTLTLT  

• Definition ‘Leitterm-Modul eines Moduls ( )MLT ’: ( ) ( ) { }0\LTLT MmmM ∈= ; ‘Leitterm-

Ideal’; ‘Leitterm-Monomodul { }MLT ’: { } ( ) { }{ }0\LT:LT MmmM ∈=  (ist Monomodul) 

• ( ) ( ) ( ) ( )MmmmmM ss LTLT,,LT,, 11 ⊆�= �� : 

• Beispiel für ( ) ( ) ( )Mmm s LTLT,,LT 1 ⊂� : 

( ) ( ) ( ) xyxxMxMyxxyxxyxyxM , aber ,LT111,1: 222 ∉∈�∈−=−−−�−−=  

• ( ) ( )mteMmMte ii LT:LT =∈∃�∈  

• Beweis: ( ) { } ( ) � 		



�
��


� ′′=′⋅′=∈′∈′∃�∈�∈
∈= Mm

i
n

ii mtmtteMmTtMteMte
:

LTLT:,LTLT  

• ( ) ( ) ( )ss mmMMmm LT,,LTLT:,, 11 �� =∈∃ : 

• Beweis: 
• ( )MLT  ist monomialer Modul. 
• Nach Dickson’s Lemma gibt es ein endliches Erzeugendensystem ( )

sisi etet ,,
11 �  

für ( )MLT . 
• Laut ‘ ( ) ( )jijjij metMmMet

jj
LT:LT =∈∃�∈ ’ gibt es die gesuchten jm -s. 
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• Macaulay’s Basis Theorem: { }M\,e,eTB r
n LT: 1 �=  ist eine Basis des K-Vektorraums 

MP r / . 
• ( ) [ ] [ ]( )nini�

xxRfxxRfPf ,,,,LT,Lex �� ∈�∈∈⇔=σ  
• ( ) ( ) ( )( )nini xxfxxfPf ,,,,LT,RevLex �� ∈�∈∈⇔=σ  
• ( ) ( ) ( )( )nini xxfxxfPf ,,,,LT,homogen und DegRevLex �� ∈�∈∈⇔=σ  

1.6 The Division 
Algorithm 

• Divisionsalgorithmus bei mehreren Variablen 
• Das Ergebnis hängt von der Term-Ordnung und der Reihenfolge der ig  ab. 
• Rückgabe des Algorithmus’s: pgqgqm ss +++= �11  mit den Eigenschaften: 

• Kein Element in ( )pSupp  ist enthalten in ( ) ( )sgg LT,,LT 1 � . 

• ( ) ( )mgq ii LTLT ≤  
• ( )iqt Supp∈ , dann ( ) ( ) ( )11 LT,,LTLT −∉⋅ ii gggt �  

• Mit dem Divisionalgorithmus ist es nicht immer möglich zu entscheiden, ob 

sggm ,,1 �∈ . 

• Es lässt sich lediglich ein Element der Restklasse von m modulo sgg ,,1 �  berechnen 
(dieses könnte z. B. in der Restklasse von 0 liegen, ohne dass man es ihm ansieht). 

• Außerdem lassen sich nicht mit jedem Satz sgg ,,1 �  die Elemente in ( )s
r ggP ,,/ 1 �  als 

Linearkombination von Termen aus ( ) ( )( )s
n ggT LT,LT\ 1 �  ausdrücken, wie es laut 

Macaulay’s Basis Theorem möglich ist (mit günstigen sgg ,,1 � ). 
• Definition ‘normaler Rest ( )mG,NRσ ’: das p aus pgqgqm ss +++= �11  

1.7 Gradings 

• Definition ‘ Γ -graduierter Ring R’: 
• γΓ∈γ

⊕= RR  

• Γ∈γ′γ∀⊆⋅ γ ′+γγ ′γ ,RRR  

• Definition ‘homogenes Element r vom Grad γ ’: r liegt in γR ; ‘deg’: ( ) γ=rdeg ; 

‘homogene Komponente γr  vom Grad γ  von r’: �
Γ∈γ

γ= rr  

• Die Dekomposition von r in seine homogenen Komponenten γr  ist eindeutig. (Wegen 

der direkten Summe in γΓ∈γ
⊕= RR .) 

• Die Kürzungsregel gilt in Γ , dann: 
• 0R  ist Unterring von R. 
• Jedes γR  ist 0R -Modul. 

• Definition ‘Standard-Graduierung für den Polynomring’: 
( ) ( ){ }ftdtPfPd Suppdeg: ∈∀=∈= ; ‘homogenes Polynom vom Grad d’: Elemente aus 

dP ; Definition ‘ nN -Graduierung für den Polynomring’: ( )
n

n nxRxP αα
αα = ��

1

1 1,, :  
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• Definition ‘ Σ -graduierter R-Modul M’: 
• ss

MM
Σ∈

⊕=  

• ss MMR ∗γγ ⊆⋅  

• Die Kürzungsregel gilt in Γ , dann: jedes sM  ist 0R -Modul 
• Definition ‘Gradverschiebung’ ( ) ss MM ∗γ=γ : ; ‘ ( )γM ': ( ) ( )ss

MM γ⊕=γ
Σ∈

: ; ‘ Γ -graduiert-freier 

R-Modul F’: 
( )

( )
{ }

( )irIi

r

R
R

R
F γ⊕=

	
	
	




�

�
�
�



�

γ

γ
=

=∈ ,,1:

1

:
�

�  

• Definition ‘Homomorphismus Γ -graduierter Ringe ( )ψϕ, ’: ( ) ( ) Γ∈γ∀⊆ϕ γψγ SR ; 

‘Homomorphismus Σ -graduierter R-Moduln NM →λ : ’: ( ) Σ∈∀⊆λ sNM ss  
• Definition ‘ Σ -graduierter R-Untermodul N von M’: ( )ss

MNN ∩⊕=
Σ∈

; ‘ Γ -homogenes Ideal 

I von R’: ( )γΓ∈γ
∩⊕= RII  

• N ein Σ -graduierter R-Untermodul von M, ( ) sss NMNM /:/ = , dann: NM /  ein Σ -
graduierter R-Modul 

• N ein Σ -graduierter R-Untermodul von M, ss MNN ∩=: , dann: 

� �

besteht. Elementen homogenen aus nur das , von nsystemErzeugende 

) in nicht , in  von nKomponente homogene in (Zerlegung 

:

N

sNnNMnnn

NN

s
s M

s
N

ss

∃⇔

	
	




�

�
�



�
Σ∈∀∈�=⇔

⊕=

�
Σ∈ ∈∈

Σ∈

 
• Beweis: 

• 21� : Die Zerlegung von n in M ist dieselbe wie in N. 
• 32� : Zerlege alle Erzeuger eines beliebigen Erzeugendensystems in ihre 

homogenen Komponenten. Diese liegen nach Voraussetzung in N und bilden alle 
zusammen das gesuchte homogene Erzeugendensystem. 

• 13 � : � ββ= nrn  Darstellung von n in der Basis mit Faktoren βr  aus R (z. B. dem 

Polynomring). Zerlege die βr -s in homogene Komponenten γβ,r , bilde sNnr ∈βγβ,  

für ein s und sortiere die verschiedenen βγβ nr ,  nach den s. 

• Rechts-Kürzungsregel gilt in Σ , N ein Σ -graduierter R-Untermodul von M, ( )Bn ∈β  

homogenes Erzeugendensystem von N, dann: Jedes Element sNn ∈  hat eine 

eindeutige Darstellung �
∈β

ββ=
B

nrn  mit homogenen Elementen Rr ∈β , so dass 

( ) ( ) Bsnr ∈β∀=∗ ββ degdeg . 

• I homogenes, echtes Ideal von R, dann: 
I ist Primideal ( PgPfRgfIfgh ∈∨∈�∈∈= ,; ). 

PgPfRgfIfgh ∈∨∈�∈∈=⇔ homogen ,;  
• γ>γ+ ⊕= RR

0
:  ist ein homogenes Ideal von R. 

• graduierte Version von Nakayama’s Lemma: 212121 MMMRMMM =�⋅+⊆⊆ + : 
• Beweis: 

• nur noch zu zeigen: 12 MM ⊆  
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• Angenommen, nicht, dann gibt es ein homogenes 12 \ MMm ∈  mit minimalem 
Grad. 

• wegen 212 MRMM ⋅+⊆ + : � � ��
= ∈∈∈

+

+′=
t

i M

i

R

i
M

gfmm
1

21

. 

• Wegen ( ) 0deg >if  und ( ) ( ) ( )ii gfm degdegdeg ∗=  ist ( ) ( )mg i degdeg < . Nach Wahl 
von m sind also 1Mg i ∈ . 

• Also � � � 1
1

1

11

Mgfmm
t

i

M

M

i

R

i
M

∈+′= �
=

∈

∈∈∈
+��	

 und nicht 12 \ MMm ∈ . Widerspruch. 

• ( )smm ,,1 �  ( im -s homogene Elemente) erzeugt M. ( )smm ,,1 �⇔  erzeugt MRM ⋅+/ .: 
• Beweis: 

• ‘� ’: klar 
• ‘ ⇐ ’: 

• Sei ( ) MmmN s ⊆= ,,: 1 � . 
• nach Voraussetzung MMRNMMRNMRMN ⊇⋅+�=⋅+�⋅≅ +++/  
• mit Nakayama’s Lemma MN =  

• 0R  Körper, dann: Jedes homogene Erzeugendensystem von M enthält ein minimales.: 
• Beweis: 

• Sei ( )smmM ,,1 �= . Gehe über zu MRMM ⋅= +/ . Dann: ( )smmM ,,1 �= . 

• Da +≅ RRR /0  ein Körper ist und MRMM ⋅= +/  ein 0R -Modul ist, ist M  sogar ein 
Vektorraum. 

• Vektorräume besitzen minimale Erzeugendensysteme, nämlich Basen. Streiche 
also ( )smm ,,1 �  zu einer Basis zusammen, o. B. d. A. ( )rmm ,,1 �  mit sr ≤ . 

• dann: ( )rmmM ,,1 �=  

2.1 Special Generation 

• spezielle Erzeugung von Untermoduln: M P-Untermodul von rP , { }0\,,1
r

s Pgg ∈�  
( ( )sgg ,,1 �  sind ein spezielles Erzeugendensystem von M, wenn die Bedingungen 
erfüllt sind), dann: 

{ } ( ) ( )

{ } ( ) ( ){ }ii

s

i
iis

ii

s

i
iis

gfmgfmPffMm

gfmgfmPffMm

LTmaxLT:,,0\ :A

LTLT:,,0\ :A

1
12

1
11

=∧=∈∃∈∀⇔

≥∧=∈∃∈∀

�

�

=

=

�

�

 

• Beweis: klar 
• Erzeugung von Leitterm-Moduln: M P-Untermodul von rP , { }0\,,1

r
s Pgg ∈� , dann: 

( ) ( )( ) { }
( ) ( )( ) ( ).LT erzeugt LT,,LT :B

.LT erzeugt LT,,LT :B

12

11

Mgg
Mgg

s

s

�

�

⇔
 

• Beweis: klar 
• M P-Untermodul von rP , { }0\,,1

r
s Pgg ∈� , dann: 2121 BBAA ⇔⇔⇔  

• Beweis: 
• 12 BA � : Für alle m ist ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( )jjjjii gfgfmgfm LTLTLTLTLTmaxLT ⋅==�=  
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für ein j und somit ( ) ( ) ( )( )sggm LT,,LTLT 1 �∈  
• 11 AB � : 

• Angenommen, es gibt m-s, die nicht dargestellt werden können. Wähle ein 
kleinstes. 

• Sei ( ) ( )jgtm LTLT ⋅= . Wegen der Wahl von m hat jtgmm −=′  eine 
Darstellung. 

• Dann aber auch jtgmm +′= . Widerspruch. 

2.2 Rewrite Rules 

• Definition ‘ 1m  reduziert sich auf 2m  in einem Schritt mit der Ersetzungsregel ig  

( 21 mm
ig

→ ): ( ) ( )212 SuppLT mgtctgmm ii ∉⋅∧−= ; ‘ 21 mm
G

→ ’: 1m  reduziert sich auf 2m  

in mehreren Schritten beliebigen ig -s; ‘irreduzibel bzgl. 
G

→ ’: nicht mehr reduzierbar 
• Eigenschaften von Ersetzungs-Relationen: σ  Term-Ordnung 

• 211221 mmmmmm
GG

=�→∧→  
• Beweis: klar 

• 2121 tmtmmm
GG

→�→  
• Beweis: klar 

• �
GG

mm →→ 21  wird letztendlich stationär 
• Beweis: Durch das Reduzieren wird jeweils ein Term durch zwar u. U. mehrere 

andere, aber echt kleinere ersetzt. 

• 4324314321 :beliebig , mmmmmmmmmm
GGg i

→+∧→+∃�→  
• Beweisidee:

( )
�

( ) ( ) ( )ii

gctm

gtcmmgtccmmm
i

LTLT: 323

LT

14

2

′−+=′+−+=
+=

 

• 42314321 mmmmmmmm
GGG

+↔+�↔∧↔ : 
• Beweis: klar 

• 2121 fmfmmm
GG

↔�↔ : 

• Beweis: folgt aus ‘ 2121 tmtmmm
GG

→�→ ’ 

• s

G

ggmm ,,0 1 �∈⇔↔ : 

• Beweis: siiii

G

ggmgfmgfmm ,,00 1 �∈⇔=⇔=−⇔↔ ��  

• s

G

ggmmmm ,,12121 �∈−⇔↔  

• Beweis: Folgt aus ‘ s

G

ggmm ,,0 1 �∈⇔↔ ’. 

• sggM ,,: 1 �=  P-Untermodul von rP , dann: 
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4342431214

221213

2

1

: :C

 bzgl. lirreduzibe :1 :C

0 bzgl. lirreduzibe  :C

0 :C

mmmmmmmmm

mmmPmPm

mMm

Mmm

GGGG

GG
rr

G

G

→∧→∃�→∧→⇔

→∧→∈∃�∈⇔

=�→∈⇔

∈⇔→

 

• Beweis: 

• 21� : � 00
1C

=�→�∈ mmMm
G

, weil m irreduzibel ist. 

• 32� : Annahme: 

� 2222
C

222121
~0~lirreduzibe und ~~

2

mmmmMmmmmmm
GG

=�=−�∈−�→∧→  

• 43 � : 

� 432
C

3121332232 ::lirreduzibe ,
3

mmmmmmmmmmmmm
GGGG

=′=′�′→∧′→�′→∧′→′′∃  

• 14 � : siehe ‘University; Computational Commutative Algebra 1; Lecture Notes’ 
• Definition ‘confluent’: 4C  ist erfüllt. 

• 0
G

m → , dann: 
• ( ) ( )α⋅= gtm LTLT  für ein { }sggg ,,1 �∈α : 

• Beweis: Weil ( )mLT  in irgendeinem Reduktionsschritt verschwinden muss. 

• 
( )
( ) ( ) ( ) igfmgftg
g
m

mf ii

s

i
iii ∀′>∧′=−′∃ �

=
α

α

LTLT
LC
LC

:
1

 

• Beweis: Sammle die ct -s zu jedem ig  aus den Reduktionsschritten. 

• ( ) ( ){ }ii

s

i
iii gfmgfmf LTmaxLT:

1

=∧=∃ �
=

 

• Beweis: wegen ‘
( )
( ) α

α=
+′=� tg

g
m

gfm
s

i
ii LC

LC

1

’ 

• sggM ,,: 1 �=  P-Untermodul von rP , dann: 

43212121 CCCCBBAA ⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔  
• Beweis: 

• 22 CA � : 
• Angenommen, es gibt � 0≠

∈M

m  irreduzibel. 

• nach 2A : ( ) ( ){ }ii

s

i
ii gfmgfm LTmaxLT

1

=∧=�
=

. Sei t der Term mit 

( ) ( ){ } ( )iii gtgfm LTLTmaxLT ⋅==  
• Dies bedeutet aber, dass sich m mit ig  reduzieren lässt. Widerspruch. 

• 21 AC � : bereits gezeigt in  ‘ ( ) ( ){ }ii

s

i
iii

G

gfmgfmfm LTmaxLT:0
1

=∧=∃�→ �
=

’ 

2.3 Syzygies 
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• Definition ‘Syzygie von ( )sggG ,,: 1 �= ’ ( Mg i ∈ ): ( ) 0:,,
1

1


� =�

=

s

i
iis gfff  ( Rf i ∈ ); 

‘Syzygien-Modul von G ( )GSyz ’: Menge aller Syzygien von G 

• 
ii

s

g
MP

�ε
→

λ : , dann: ( ) ( )λ= kerSyz G  

• Definition ‘exakte Sequenz’: 321

21

MMM
ff

→→  mit ( ) ( )21 kerim ff =  

• 0/0 →→→→ MPPM rr  ergibt nach Einbau von λ  

( ) 0/Syz0 →→→→→
λ

MPPPG rrs  

• ( ) ( )( )sggN LM,,LM: 1 �= , ( )ii

s

g
NP

LM
:

�ε
→

Λ , dann: ( )( ) ( )Λ= kerLMSyz G  

• ( )( ) 0/LMSyz0 →→→→→
Λ

MPPPG rrs  

• ( ) ( )
�
�
�

�
�
�

=∈ε= �
=

ijj
s

s

j
jjjte

s tegtPtcP
i

LT:
1

, dann: 

• sP  wird zu einem r
n eeT ,,1 � -graduierten Modul über dem nT -graduierten Ring P, 

denn ( )
i

r
n

i
te

s

eeTte

s PP
,,1 �∈

⊕=  

• Λ  ist ein Homomorphismus r
n eeT ,,1 � -graduierter P-Moduln (d. h. 

( )( ) ( )
ii te

r
te

s PP ⊆Λ ) 

• ( )( ) 0/LMSyz0 →→→→→
Λ

MPPPG rrs  besteht aus Homomorphismen 

r
n eeT ,,1 � -graduierter Moduln. 

• Definition ‘ σ -Grad von m ( )mσdeg ’ ( �
∈

=
r

n
i

i
eeTte
temm

,,1 �

 Dekomposition von m in seine 

homogenen Komponenten): ( ) { }item max:deg =σ ; ‘ σ -Leitform von m ( )mσLF ’: 
( ) ( )mmm

σ
=σ deg:LF  

• Definition ‘ ( )mG,degσ ’ ( ( ) ( )
�
�
�

�
�
�

=∈ε= �
=

ijj
s

s

j
jjjte

s tegtPtcP
i

LT:
1

, s. o.); ‘ ( )mG,LFσ ’ 

• �
=

ε=
s

j
jjfm

1

, dann: 

• ( ) ( ){ }jjG gfm LTmaxdeg , =σ  

• ( ) �
=

σ ε=
s

j
jjG fm

1
,LF , wobei 

( ) ( )

( )
�

( ) ( ) ( )
( )

�
( )

�
�

�
�

�

=∧=

<
=

=

σ

=

σ

j

f

jjjjGjj

f

jj

Gjj

j gtcgfmgftc

mgf
f

jj

LMLMdegLT falls ,

degLT falls ,0

LMˆ

,

LMˆ

,

 

• fundamentales Diagramm: 

( )

( )( ) 0/LMSyz0

LMLF
0/Syz0

→→→→→

↓↓
→→→→→

Λ

λ

NPPPG

MPPPG

rrs

rrs
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• bzgl. der Kommutativität des Diagramms: 
• ( )G\Pm s Syz∈ , dann: 

• ( )( ) ( )mm G,degLT σ≤λ  
• ( ) ( )( ) ( )( ) ( )mmGm G,degLTLMSyzLF σ<λ⇔∈  
• ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )mmmm G,degLTLMLF σ=λ⇔λ=Λ  

• ( )Gm Syz∈ , dann: ( ) ( )( )Gm LMSyzLF ∈  und ( ) ( ) ( )( )GGG LMSyzSyz:LF Syz →  

• Beweis: klar (siehe ‘University; Computational Commutative Algebra 1; Lecture 
Notes’) 

• Syzygien von Elementen von monomialen Modulen: ( )
j

etcg jjj γ=LM , 

( )
( )ji

j

i

ji
ij tt

t

t

tt
t

,ggT

,kgV
: == : 

• Für jiji γ=γ∧<  ist jji
j

iij
i

ij t
c

t
c

ε−ε=σ 11
:  eine Syzygie von ( )GLM  und homogen 

vom σ -Grad ( ) ( )
i

ett jiijG γσ =σ ,kgVdeg ,  

• ( )( ) jiij sjiG γ=γ∧≤<≤σ= 1LMSyz , also endlich erzeugt und ein r
n eeT ,,1 � -

graduierter Untermodul von sP  
• �≤<≤∀γ≠γ sjiji 1  Nur ( )0,,0 �  ist Syzygie. 

• Beweis: klar 
• Definition ‘Liftung sPm ∈  eines Elements sPm ∈ ’: ( ) mm =LF  
• D-Bedingungen: 

1D : Jedes homogene Element aus ( )( )GLMSyz  hat eine Liftung in ( )GSyz . 

2D⇔ : Es gibt ein homogenes Erzeugendensystem von ( )( )GLMSyz , das nur aus 
Elementen besteht, die Liftungen in ( )GSyz  haben. 

3D⇔ : Es gibt ein endliches, homogenes Erzeugendensystem von ( )( )GLMSyz , das nur 
aus Elementen besteht, die Liftungen in ( )GSyz  haben. 
• Beweis: 

• 31� : 
• Nach ‘ ( )( ) jiij sjiG γ=γ∧≤<≤σ= 1LMSyz ’ gibt es ein endliches 

Erzeugendensystem von ( )( )GLMSyz . 
• Nach Voraussetzung ( 1D ) haben diese Erzeuger Liftungen in ( )GSyz . 

• 23 � : trivial 
• 12 � : 

• Stelle das homogene Element aus ( )( )GLMSyz  als Linearkombination der nach 

2D  existierenden Erzeuger dar. 
• Ersetze in der Linearkombination die Erzeuger durch ihre Liftungen in ( )GSyz . 
• Dies ist die gesuchte Liftung des homogenen Elements. 

• ( )tmm ,,1 �  homogenes Erzeugendensystem von ( )( )GLMSyz  und ( )Gmm t Syz,,1 ∈�  
die Liftungen (d. h. ( ) ii mm =LF ), dann: ( )tmm ,,1 �  Erzeugendensystem von ( )GSyz  
• Beweis: 

• Angenommen, es gibt m-s in ( )GSyz , die nicht als Linearkombination der im -s 
dargestellt werden können. Wähle ein kleinstes m. 
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• Weil ( )tmm ,,1 �  ( )( )GLMSyz  erzeugt und ( ) ( )( )Gm LMSyzLF ∈ , besitzt ( )mLF  eine 

Darstellung ( ) �=
jijj mtcmLF . 

• Dann ist �−=′
jijj mtcmm :  kleiner als m und kann somit mit ( )tmm ,,1 �  

dargestellt werden. 
• Dann aber auch �+′=

jijj mtcmm : . Widerspruch. 

• sggM ,,: 1 �=  P-Untermodul von rP , dann: 

32143212121 DDDCCCCBBAA ⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔  
• Beweis: 

• 12 DA � : siehe ‘University; Computational Commutative Algebra 1; Lecture Notes’  
• 21 AD � : siehe ‘University; Computational Commutative Algebra 1; Lecture Notes’ 

2.4 Gröbner Bases of 
Ideals and Modules 

• Charakterisierung von Gröbner-Basen: sggM ,,: 1 �=  P-Untermodul von rP , dann: 

32143212121 DDDCCCCBBAA ⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔⇔  
• Definition ‘ σ -Gröbner-Basis ( )sgg ,,1 � ’: ( )sgg ,,1 �  erfüllt 31 D,,A �  

2.4.1 Existenz von Gröbner-Basen 
• � ( ) ( ) ( ) ( )ssss ggggMggMMgg ,,,,LT,,LTLT,, 111

wichtig!
1 ���� ∧=�=∧∈  ist σ -Gröbner-

Basis. 
• Beweis: 

• Annahme: Es gibt sggMm ,,\ 1 �∈ . Wähle ein minimales aus. 

• Dann ist wegen ( ) ( ) ( )sggM LT,,LTLT 1 �=  ( ) ( )igctm LTLM =  

• Nach Wahl von m ist si ggctgmm ,,: 1 �∈−=′ . 

• Dann aber auch ictgmm +′= . Widerspruch. 
• Es gibt immer eine σ -Gröbner-Basis. 

• Beweis: Folgt aus eben Gezeigtem und Proposition 1.5.6.b 
( ( ) ( ) ( )ss mmMMmm LT,,LTLT:,, 11 �� =∈∃ ). 

• Definition ‘Noetherian Ring/ Modul’. Jede aufsteigende Kette von Idealen/ Untermoduln 
wird letztendlich stationär. 

• R Ring, M R-Modul, dann: 
Jeder Untermodul in M ist endlich erzeugt. 
⇔  Jede aufsteigende Kette �⊆⊆ 21 NN  von Untermoduln wird letztlich stationär. 
⇔  Jede (nicht leere) Menge von Untermoduln besitzt ein maximales bzgl. Inklusion. 

• Hilbert’s Basis Theorem: 
• Buch-Variante: Jeder endlich erzeugte Modul M über einer endlich erzeugten K-

Algebra ist Noetherian. Insbesondere ist [ ]nxxK ,,1 �  ein Noetherian Ring. 
• Beweisidee: 

• Zeige: Jeder Untermodul M ′  von M ist endlich erzeugt. 
• IPK /≅ , UPM r /≅  (siehe Definition ‘Presentation einer R-Algebra’) 
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• Damit sind Untermodule M ′  von M isomorph zu UN / , wobei N ein Untermodul 
von rP  ist. 

• Wenn nun N und U endlich erzeugt sind, so ist es auch M ′ . 
• Da N und U Untermodule von rP  sind, besitzen sie eine Gröbner-Basis, welche 

endlich ist. 

2.4.2 Normalformen 
• bisher: Kein eindeutiger Representant für eine Restklasse in MP r /  konnte gefunden 

werden. 

• G

G

GG

G
r mmmmPm �→→∈  bzgl. lirreduzibe  ,,  ist eindeutiger Representant für m  und ist 

unabhängig von der gewählten Gröbner-Basis: 
• Beweis: 

• Sei H eine weitere Gröbner-Basis und 
H

HH

H

mmm →→  bzgl. lirreduzibe  , . 
• Dann ist Mmm HG ∈−  ebenfalls irreduzibel und nach Bedingung 2C  0=− HG mm . 
• also HG mm =  

• Definition ‘Normalform von m ( )mM,NFσ ’: ( ) GM mm =σ :NF ,  
• ( )sggG ,,: 1 �= , dann: 

• ( ) ( )mm GM ,, NRNF σσ =  
• ( ) ( ) ( )2,1,21, NFNFNF mmmm MMM σσσ −=−  
• ( )( ) ( )mm MMM ,,, NFNFNF σσσ =  

• Untermodul Mitgliedsschafts Test: sggM ,,: 1 �= , thhN ,,: 1 �= , dann: 

• ( ) ( )2121 NFNF mmmm =⇔=  
• ( ) 0NF0 111 =⇔=⇔∈ mmMm  
• ( ) ihMN iM ∀=⇔⊆ 0NF  
• ( ) ( ) jgihMN jNiM ∀=∧∀=⇔= 0NF0NF  

• { } { } NMNMMN =�⊆∧⊆ LTLT : 
• Beweis: 

• Wegen MN ⊆  gilt { } { }NM LTLT ⊇  automatisch und somit { } { }NM LTLT = . 
• Sei Mm ∈ . Wegen { } { }NM LTLT =  ist ( ) ( )mm MN NFNF = . 
• Da Mm ∈  ist ( ) 0NF =mM , also ( ) 0NF =mN , also Nm ∈ , also NM ⊆ , also 

NM = . 
• neue Version von Macaulay’s Basis Theorem: G Gröbner-Basis von M, dann: 

( ) ( )( )
{ }




 �


 �	
��

aufgefasst LT Monomodul als

11 LT,,LT,,:
M

sr
n gg\eeTB =  ist eine Basis des K-Vektorraums MP r / . 

2.4.3 Reduced Gröbner-Basis 
• Zu einer Gröbner-Basis können beliebige Elemente hinzugefügt werden und es bleibt 

eine Gröbner-Basis. 
• Definition ‘reduzierte σ -Gröbner-Basis’: 

• ( ) ig i ∀= 1LC  
• ( ) ( )( )sgg LT,,LT 1 �  ist ein minimales Erzeugendensystem von ( )MLT . 
• ( )( ) { } { }=∩− Mgg ii LTLTSupp  

• Existenz und Eindeutigkeit von reduzierten Gröbner-Basen: Es gibt immer eine 
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eindeutige reduzierte σ -Gröbner-Basis.: 
• vorhandene Gröbner-Basis ( )sgg ,,1 �  in eine reduzierte verwandeln: 

1. ig -s normieren 
2. { } { }st gggg ,,,, 11 �� ∈  bestimmen, so dass ( ) ( )( )tgg LT,,LT 1 �  ein minimales 

Erzeugendensystem von ( )MLT  ist. 
3. Nun: ( ) iii hgg += LT . Ersetze ih  durch ( )ihNF , also ( ) ( )iii hgg NFLT: += . 

• Definiton ‘M definiert über k’ (k Unterkörper von K): Es gibt Elemente aus [ ]( )r
nxxk ,,1 � , 

die M erzeugen.; ‘Definitionskörper von M k’: M ist definiert über k und es gibt keinen 
echten Unterkörper kk ⊂′ , über dem M definiert ist. 

• K Körperweiterung von K ′ , M ′  P′ -Untermodul von ( )rP′ , M P-Untermodul von rP  von 
den Elementen aus M′  erzeugt, dann: 
• Jede Gröbner-Basis von M′  ist auch eine von M. 
• Die reduzierte Gröbner-Basis von M ′  ist auch die von M. 

• Existenz und Eindeutigkeit des Definitionskörpers: 
• Es gibt einen eindeutigen Definitionskörper von M. 
• Der Definitionskörper von M ist der Körper erzeugt über dem Primkörper von K durch 

die Koeffizienten der Terme in den Supports der Vektoren der reduzierten Gröbner-
Basis. 

2.5 Buchberger’s 
Algorithm 

• Definition ‘Menge der kritischen Paare B’: ( ){ }jisjijiB γ=γ≤<≤= ,1,:  ‘S-Vektor/ S-

Polynom von ig  und jg ’: ( ) jji
j

iij
i

ijij gt
c

gt
c

S
11

: −=σλ=  

• MS ij ∈ : 

• Beweis: Folgt, weil G eine Gröbner-Basis ist und 0
G

ijS → , aus Bedingung 1C . 

• 0
G

ijS → , dann: ijσ  hat eine Liftung in ( )GSyz : 

• Beweis: siehe ‘University; Computational Commutative Algebra 1; Lecture Notes’ 
• Buchberger’s Kriterium: G ist eine Gröbner-Basis von M. ( ) ( ) BjiSijG ∈∀=⇔ ,0NR : 

• Beweis: 
• ‘� ’: 

• Gilt, weil ( ) Mgt
c

gt
c

S jji
j

iij
i

ijij ∈−=σλ= 11
 und G Gröbner-Basis ist. 

• ‘ ⇐ ’: 

• ( ) �
gerade von nPropositio siehe

00NR �→�=
G

ijijG SS ijσ  hat eine Liftung in ( )GSyz �
3D

�G ist 

Gröbner-Basis 
• Buchberger’s Algirithmus: ( )

i
etcg iii γ=LM , dann: 

1. ss =′ : , ( ){ }jisjijiB γ=γ≤<≤= ,1,:  

2. Falls { }=B , ist G eine Gröbner-Basis. Ansonsten wähle ein ( ) Bji ∈,  und lösche es 
aus B. 
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3. Berechne ijS  und ( )ijG SNR . Falls ( ) 0NR =ijG S , gehe zu 2. 

4. 1: +′=′ ss , ( )ijGs Sg NR:=′ , { }sgGG ′∪=: , ( ){ }sisisiBB ′γ=γ′<≤′∪= ,1,:  und gehe 
zu 2. 

• Erste Optimierungen von Buchberger’s Algorithmus: 

• Statt ( )ijG SNR  zu berechnen reicht es ein Element m zu berechnen mit mS
G

ij →  und 

( ) ( ) ( )( )sggm ′∉ LT,,LTLT 1 � . 

• BB ⊆′ , so dass ( )( )Bjiij ′∈σ ,  ( )( )GLMSyz  erzeugt, dann reicht es in Schritt 1 mit B′  
anzufangen. 

• ‘normale Auswahl-Strategie’: Wähle in Schritt 2 das ( )ji, , so dass ( )ji tt ,kgV  bzgl. σ  

möglichst klein ist. Oder vereinfacht: Wähle in Schritt 2 das ( )ji, , so dass ( )ji tt ,kgV  
einen möglichst kleinen Grad hat. 

• Definition ‘triviale Syzygie von Pgf ∈, ’: ( )fg,−  
• Falls wir im 1-dimensionalen sind, also die ig -s einfache Polynome sind, und 

( ) 1,ggT =ji tt , so hat ijσ  eine Liftung in ( )GSyz . M. a. W.: Wenn ( ) 1,ggT =ji tt , so kann 

die trviale Syzygie von ( ) ( )( )ji gg LM,LM  zu der trivialen Syzygie von ( )gf ,  geliftet 
werden. 

• Falls wir im 1-dimensionalen sind und die ( )igLT -s paarweise co-prim sind, dann ist G 
Gröbner-Basis. 

• der erweiterte Buchberger Algorthmus: ( )
i

etcg iii γ=LM , dann: 

1. ss =′ : , IA =  (Einheitsmatrix) , ( ){ }jisjijiB γ=γ≤<≤= ,1,:  

2. Falls { }=B , ist G eine Gröbner-Basis. Ansonsten wähle ein ( ) Bji ∈,  und lösche es 
aus B. 

3. Berechne mit dem Divisionsalgorithmus eine Darstellung pgqgqS ssij +++= ′′�11 . 

(Dann ist ( )ijG Sp NR= .) Falls ( ) 0NR =ijG S , gehe zu 2. 

4. 1: +′=′ ss , ( )ijGs Sg NR:=′ , { }sgGG ′∪=: , ( ){ }sisisiBB ′γ=γ′<≤′∪= ,1,: , hänge 

den Spaltenvektor 







 �






 �	


�



. Länge der torSpaltenvek ein ist Dies

11
11

s

ssjji
j

iij
i

aqaqat
c

at
c 	

	




�

�
�



�
−−−− ′′  an A an und gehe zu 2. 

• Der erweiterte Buchberger Algorithmus erzeugt eine Matrix A mit GAG =′ . 

2.6 Hilbert’s 
Nullstellensatz 

• Definition ‘affine K-Algebra’: endlich erzeugte K-Algebra 
• Definition ‘Menge der Nullstellen eines Ideals ( ) [ ]ns xxKPffI ,,,: 11 �� =⊆=  ( )IZ ’: 

( ) ( ) ( ){ }IfaafKaaIZ n
n

n ∈∀=∈= 0,,,,: 11 ��  

• ( ) ( )
( )

( ) 0,,

0,,
,,

1

11

1

=

=
⇔∈

ns

n

n

aaf

aaf
IZaa

�

�

�

� : 

• Beweis: klar 
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• Definition ‘treuflach’: exakt 00exakt 00 →→→⇔→→→ PIPI  
• Hilbert’s Nullstellensatz (schwache Version): ( ) { } PIIZ ≠⇔≠  bzw. I∉⇔ 1  

• Hier wird oft nur ( ) { } PIIZ ≠⇔≠  bewiesen. 
• 

[ ] [ ]
� PIPI

nn xxKxxK

≠⇔≠
treuflach ,,\,, weil 11 ��

 

• Hilbert’s Nullstellensatz (körpertheoretische Version): 
• m maximales Ideal �  [ ] ( )0≠∩ ixKm  
• Die K-Algebra mP /  ist ein algebraischer Erweiterungskörper von K von endlichem 

Grad. 
• Definition ‘Verschwindungsideal ( )SI  ( nKS ⊆ ): 

[ ] ( ) ( ){ }SaaaafxxKf nnn ∈∀=∈ ,,0,,,, 111 ���  

• Maximale Ideale von P  haben die Form ( )nn axax −− ,,11 � , wobei ( ) n
n Kaa ∈,,1 � . 

• Das Verschwindungsideal ist ein Ideal. 
• Beweis: klar 

• Verschiede Ideale können dieselbe Nullstellenmenge haben. 
• Definition ‘Radikal von I I ’: { }1 ein für ≥∈∈ iIfRf i ; ‘Radikalideal’: II =  

• ( ) ( )IZIZ = : 

• Beweis: ( ) ( ) ( ) ( )IZaiIfafIfafIZa i ∈⇔≥∈∀=⇔∈∀=⇔∈


1,00  
• Hilbert’s Nullstellensatz (starke Version): 

• ( )( ) IIZI =  

• Es gibt die Bijektion { } { }n

I

Z

KP  in nmengenNullstelle von aleRadikalide
←
→ . 

3.1 Computation of 
Syzygies Modules 

• Definition ‘durch ( )G,σ  induzierte Ordnung auf s
nT εε ,,1 �  τ ’: 

( ) ( ) ( ) ( ) jigtgtgtgttt jijiji ≤∧′=∨′>⇔ε′≥ε σσ LTLTLTLT:  

• τ  ist eine Term-Ordnung. 
• ( ){ }Bjiij ∈σ=Σ ,:  ist eine τ -Gröbner-Basis von ( )( )GLMSyz . 

• G σ -Gröbner-Basis von M, dann: 
• ( )Gij Syz∈σ , d. h. ( ) 0=σλ ij , oder es gibt, weil G eine Gröbner-Basis ist, eine 

Darstellung ( ) �
=

=σλ
s

k
kijkij gf

1

 mit 

( ) �
( )( )

� ( )( )

� ( ){ }kijkk

ij
G�

jji
j

iij
i

ijG

gf

gt
c

gt
c

ijG

LTmax

LT
1

LT,
1

LTmaxdeg

2 Anach

2.3.6.b nPropositio auch siehe
,LMSyz weildeg von Definition nach

=

σλ>
��

�
�
�

��

�
�
�

	
	




�

�
�



�
−		




�
��


�
=σ

∈  
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• Definition ‘ ijs ’: 
( )

( )�
�

�
�

�

∉σσ

∈σσ
=

�
=

Ggf

G
s

ij

s

k
kijkij

ijij

ij Syz falls ,-

Syz falls ,
:

1

 

• ( ){ }Bjisij ∈,  ist eine τ -Gröbner-Basis von ( )GSyz  

• ( ){ }BBjiij ⊆′∈σ ,  erzeugt ( )( )GLMSyz  �  ( ){ }Bjisij ′∈,  erzeugt ( )GSyz  

• Berechnung des Syzygien-Moduls von Gröbner-Basen: 
1. Initialisiere M als 0×s -Matrix (s Zeilen, 0 Spalten) und ( ){ }jisjijiB γ=γ≤<≤= ,1,: . 

2. Falls { }=B , bilden die Spalten von M eine τ -Gröbner-Basis von ( )GSyz . 
Ansonsten wähle ein ( ) Bji ∈,  und lösche es aus B. 

3. Berechne ijS . Falls 0≠ijS , berechne mit dem Divisionsalgorithmus eine Darstellung 

sijsijij gfgfS ++= �11 . 

4. Falls 0=ijS , füge ijσ  als Spaltenvektor M hinzu; falls 0≠ijS  füge �
=

ε−σ
s

k
kijkij f

1

 als 

Spaltenvektor M hinzu; gehe zu 2. 
• Berechnung  von Syzygien-Moduln (H Erzeugendensystem für Modul M; Matrix M (hat 

nichts mit dem Modul M zu tun, einfach eine Bezeichnung für 2 verschieden Dinge) 
Erzeugendensystem für ( )GSyz ): 

• Es gilt also: � 	
	



�
�
�


�
=

∈

00


�


rP

GM . 

1. Berechne mit dem erweiterten Buchberger Algorithmus aus H eine Gröbner-Basis G 
mit HAG = . 

2. Berechne mit dem Divisionsalgorithmus ssjjj gbgbh ++= �11  und daraus GBH =  

• Es gilt ( ) HAMGM ==00


�


, also ( )HAM Syz⊆ , und es gilt 

( ) ( ) ( )0000


�


�


=−⇔=−⇔== ABIHHABHHABGBH , also 
( ) ( )HABI Syz⊆− . 

• Insgesamt gilt: ( ) ( )HABIAMN Syz|: =−= . 
• Explizite Mitgliedschaft: 

• Mm ∈  bzgl. G gegeben ( �
=

=
s

i
iigfm

1

); Ziel: Darstellung von m bzgl. H. 

• ( ) ( )�
q

fAHfHAfGm




:=

=== , also ist �
=

=
t

i
iihqm

1


 die gesuchte Darstellung. 

• Wenn der erweiterte Buchberger Algorithmus verwendet wurde, ist 
� ( )

� 	
	




�

�
�



�
=

−×× tsttt

t CIA | . 

Decompose 

�

� 	
	
	




�

�
�
�



�

′′
′

=

− Zeilen 

Zeilen 

ts

t

M
MM . Dann: ( )HSyz  wird erzeugt von MCM ′′⋅+′ .: 

• Beweis: 
• G wurde aus H gebildet, indem Vektoren angehängt wurden. Daher 

		



�
��


�
=�=

0
tIBGBH . 
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• daher: ( )
( )
� � ( ) ( ) ( ) 	

	



�
�
�


�
		



�
��


�

′′
′

==−=
	
	
	
	




�

�
�
�
�



�

−==
		



�
��


�
=

=
0||0|||Syz

0

| M
M

CIAMIIAMBAIAMNH t
ICI tt

 

• also ( ) MCMH ′′⋅+′=Syz  
• Iteratives finden eines irredundanten Erzeugendensystems von M (erzeugt durch H): 

• ⇔∈ +− tiii hhhhh ,,,,, 111 �� Das durch die i-te Zeile von N erzeugte Ideal ist das 
Einheitsideal von P, das heißt es enthält die 1.: 
• Beweis: 

• Angenommen, es gibt in der i-ten Zeile von N bereits eine 1 in Spalte j. Dann ist 

� 		



�
��


� +−=⇔=++⇔= �����
+=

−

=+==

−

==

t

ik
kkj

i

k
kkji

t

ik
kkjiij

i

k
kkj

t

k
kkj hnhnhhnhnhnhn

1

1

11
1

1

11

00 . 

• Also tiii hhhhh ,,,,, 111 �� +−∈ . 

• Außerdem ist offensichtlich die 1 in dem von der i-ten Spalte erzeugten Ideal. 
• Es ist leicht einzusehen, dass es bereits reicht, wenn die 1 in dem von der i-ten 

Spalte erzeugten Ideal liegt. 

3.2 Elementary 
Operations on Modules 

• sggM ,,: 1 �= , thhN ,,: 1 �= , uffI ,,: 1 �=  (Ideal), dann: 

• ts hhggNM ,,,,, 11 ��=+  

• suuss gfgfgfgfgfgfMI ,,,,,,,,, 1212111 ����=⋅  

• { }uiffI jii
d

d
,,1

1
�� ∈⋅⋅=  

3.2.1 Intersections 

• ts
u Pvv +⊆,,1 �  Erzeugendensystem von ( )ts hhgg ,,,,Syz 11 ��  mit 

	
	
	




�

�
�
�



�

=

+ jts

j

j

f

f
v

;

;1

� , 

( ) ii g=ελ , dann: ( ) ( ) ujffN sjj ≤≤=λ− 1,,1
1 � . 

• Beweis: ( )n
f

f
hfgfhfgf

sj

j

n

t

i
ijis

s

i
iij

N

t

i
ijis

M

s

i
iij

1
1

:

1
;

11
;

1

0 −

=

=
+

=

∈

=
+

∈

=
λ=

	
	
	




�

�
�
�



�

⇔−=⇔=+ ���� �


�
�	
�
�	��	

 

• Schnitt von 2 Untermoduln: 

• ( )( ) ujgfNNM
s

i
iij ≤≤=λλ=∩ �

=

− 1
1

1  

• Beweis: folgt aus ( ) ( ) ujffN sjj ≤≤=λ− 1,,1
1 �  

• jetzt: 		



�
��


�
=

HI
GI

M
r

r

0
0

: , ( ) tsr
u PvvM ++⊆= ,,Syz 1 �  mit 

	
	
	




�

�
�
�



�

=

++ jtsr

j

j

f

f
v

;

;1

� , dann: 
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uj
f

f
NM

rj

j

≤≤
	
	
	




�

�
�
�



�

=∩ 1
1

�  

• Beweis: 

• 

r

jtsr

jsr

jsr

jr

rj

j

r

r

jtsr

jsr

jsr

jr

rj

j

r

P
f

f
H

f

f

f

f
I

P
f

f

f

f
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f
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∈
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;
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• also: 

N
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f
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f
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f
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• also: NM
f

f

rj

j

∩∈
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�
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• Definition ‘Presentation von M via Erzeuger und Relationen’ (
� j

R

j ve
u

=
		
	




�

��
�



�
ψ

∈

:


,
� i

R

i me
s

=
	
	




�

�
�



�
ϕ

∈

:


): 

0→→→
ϕψ

MRR su  
• u

s vvRM ,,/ 1 �≅  

• 
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�

=

sj

j

j

f

f
w �

1

: , wobei 
	
	
	




�

�
�
�



�

=

+ jts

j

j

f

f
v

;

;1

: �  der j-te Erzeuger von ( )ts hhgg ,,,,,Syz 11 �� , 

( )NMMP s ∩→λ /:  die von λ  induzierte Abbildung, 
jj

su

we
PP

�


→
ψ : , dann: 

( ) 0/ →∩→→
λψ

NMMPP su  ist eine Presentation von ( )NMM ∩/ . 
• Berechnung von mehrfachen Schnitten: 

• ( ) ( ) lll MMMMM ∩∩∩=∩∩ −111 ��  

• 

	
	
	
	
	




�

�
�
�
�
�



�

=

lr

r

MI

MI

M

00
0

0
00

:

1

�

����

����

�

 

• Berechnung von ggT und kgV: 
• Berechne die reduzierte Gröbner-Basis des Schnittmengen-Ideals ( ) ( )mff ∩∩�1 , 
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dann: Diese Gröbner-Basis besteht nur aus dem einen Element ( )mff ,,kgV 1 � . 

• ( ) ( )21

21
21 ,kgV

,ggT
ff

ff
ff = , ( ) ( )( )mmm fffff ,,,ggTggT,,ggT 111 −= ��  

3.2.2 Colon Ideals and Annihilators 
• Defintion ‘Colon Ideal’: { }NMrRrMN R ⊆⋅∈=:: ; ‘Annihilator von M’: 

( ) { }0:Ann =⋅∈= MrRrMR  

• ( )NMMMN RR ∩= /Ann: : 
• Beweis: 

( ) { } � { } MNNMrRrNMMrRrNMM R
MMr

R :/Ann
 hautomatisc weil

=⊆⋅∈=∩⊆⋅∈=∩
⊆⋅

 

• Remark 3.2.12 

• thhN ,,: 1 �= , ( )tu hhgvv ,,,Syz,, 11 �� = , 

	
	
	
	
	




�

�
�
�
�
�



�

=

tj

j

j

j

s

s
r

v
�

1 , dann: ( )uR rrgN ,,: 1 �=  

• Beweis: { } � ( )t

t

N

tt

g

R hhg

s

s
r

hshsgrNgrRrgN ,,,Syzˆ: 1
1

11 �
�

 �

 �	

� ∈

	
	
	
	
	




�

�
�
�
�
�



�

⇔++=′⇔⊆⋅∈=
∈∈

 

• Berechnung von Colon Idealen: sggM ,,: 1 �= , thhN ,,: 1 �= , dann: 

• ( ) ( )iP

s

i
PP gNNMMMN :/Ann:

1=
=∩= �  

• Beweisidee: Zeige { } { }NgrRrNMrRr i

s

i
⊆⋅∈=⊆⋅∈

=1
�  durch ‘ ⊆ ’ und ‘ ⊇ ’. 

• 

( ) ( )




 �



 �	

�

����

����

�

tssr

s Hg

Hg

L

+×

	
	
	
	
	




�

�
�
�
�
�



�

=

1

1

00
0

0
00

: , ( )Lvv u Syz,,1 =� , 

	
	
	
	
	




�

�
�
�
�
�



�

=

jts

j

j

j

s

s
r

v

;

;1

�
, dann: ( )uR rrMN ,,: 1 �=  

• Beweisidee: Benutze ( )uR rrgN ,,: 1 �= . 

3.2.3 Colon Modules 
• Definition ‘Colon Modul’: { }NmIMmIN M ⊆⋅∈=::  

• Proposition 3.2.18 
• sggM ,,: 1 �= , thhN ,,: 1 �= , uvvNfM ,,1 �=∩  (somit ii fwv =  für irgendein 

Mw i ∈ , denn fMv i ∈ , denn NfMv i ∩∈ ), dann: 
• ( ) uM wwfN ,,: 1 �=  

• Beweis: 
• ‘ ⊆ ’: 
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( ) �

u

ww

u

i
ii

u

i
ii

u

i
iiM

wwwaf

fwavamNfMfmfNm

u

,,

:

1

,,

1

11 Weisetrivialer

1

�


�
�	
�

∈=

==�∩∈�∈

∈

=

==

�

��
 

• ‘ ⊇ ’: ( )fNwNNfMvfw Miii :∈�⊆∩∈=  

• ( ) lts vvhhfgfg ~,,~,,,,,Syz 111 ��� = , 
	
	
	




�

�
�
�



�

=

+ jts

j

j

f

f
v

;

;1
~ � , dann: ( ) �

=
=

s

i
iijM gffN

1

:  

• Beweis: 
( ) { } ( )

( )ts

ts

ttss

m

ssiM

hhfgfg
f

f

hfhfgfgffNfmMmfN

,,,,,Syz

ˆ:

11

1

111

���

�
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 �	

�

∈
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�
�
�



�

⇔

++=++⇔⊆∈=
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=

 

• Berechnung von Colon Moduln: sggM ,,: 1 �= , thhN ,,: 1 �= , lffI ,,: 1 �= , dann: 

• ( )iM

l

i
M fNIN ::

1=
= �  

• Beweisidee: Zeige { } { }NmfMmNmIMm i

l

i
⊆⋅∈=⊆⋅∈

=1
�  durch ‘ ⊆ ’ und ‘ ⊇ ’. 

• 

( ) ( )




 �



 �	

�

����

����

�

tlslr

l HGf

HGf

L

+×

	
	
	
	
	




�
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�
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�



�
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0
00

:

1

, ( )Lvv u Syz,,1 =� , 

	
	
	
	
	
	
	
	




�

�
�
�
�
�
�
�
�



�

=

+

+

jtls

js

js

j

j

f

f
f

f

v

;

;1

;

;1

�

�

, dann: �
=

=
s

i
iijM gfIN

1

:  

• Beweisidee: Benutze ( ) �
=

=
s

i
iijM gffN

1

: . 

• Definition ‘Nicht-Nullteiler für U Rf ∈ ’: 00


=�=⋅ mmf ; ‘reguläre Sequenz für U 
( )lff ,,1 � ’: ( ) ( ) liUffUfUUff iil ≤≤∀∧≠ − 1,,/ für Nullteiler-Nicht ist ,, 111 ��  

• Corollary 3.2.24 

3.3 Homomorphisms of 
Moduls 

• left out 

3.4 Elimination 

• Definition ‘Eliminations-Ideal von I bzgl. { }nj xx ,,1 �+ ’: [ ]jxxKI ,,1 �∩  
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• Definition ‘ P̂ ’ ( { }nxxL ,,1 �⊆ ): [ ]LxxKP ii ∉=:ˆ  

• Definition ‘Eliminations-Ordnung σ ’: σ  ist Modul-Termordnung und 
( ) rr PmPm ˆˆLT ∈�∈ .; ‘Eliminations-Modul von M bzgl. L M̂ ’: rPMM ˆ:ˆ ∩=  

• Definition ‘ reeT ,,ˆ
1 � ’: r

rr PeeTeeT ˆ,,:,,ˆ
11 ∩= �� ; ‘ σ̂ ’: 

reeT ,,ˆ
1

:ˆ
�

σ=σ  

• σ  Modul-Ordnung �  σ̂  Modul-Ordnung 
• σ  Modul-Term-Ordnung �  σ̂  Modul-Term-Ordnung 
• Berechnung von Eliminations-Moduln: 

• ( ) ( ) rr PMPM ˆLTˆLTˆ ∩=∩ σσ  
• Beweis: 

• ‘ ⊆ ’: ( ) ( )
( )

( ) PMPteMtePMte r
i

PM

i
r

i

r

ˆLTˆLTˆLT
ˆLT

ˆ

ˆ

∩�∈∧∈�∩∈ σ

∩⊇

σσ

σ

��	
 

• ‘ ⊇ ’: 
( ) ( ) � ( )

( )r

ii
r

i
r

iii

PM

gtePgPteMtePMte r

ˆLT

LT:ˆˆLTˆLT

ˆ

nsordnungEliminatio  da

∩�

=∈∃�∈∧∈�∩∈

σ

σ
σ

σσ
 

• G σ -Gröbner-Basis von M  �  rPGG ˆ:ˆ ∩=  σ̂ -Gröbner-Basis für rPMM ˆˆ ∩=  
• Beweis: Folgt aus gerade Gezeigtem. 

• G reduzierte σ -Gröbner-Basis von M  �  rPGG ˆ:ˆ ∩=  reduzierte σ̂ -Gröbner-Basis 
für rPMM ˆˆ ∩=  
• Beweis: Folgt aus gerade Gezeigtem. 

• sggM ,,: 1 �= , thhN ,,: 1 �= , ( ) ( ) [ ]yPhyhyygygU ts ⊆−−= 1,1,,,: 11 �� , dann: 
rPUNM ∩=∩  

• Beweis: 

( ) ( )

( )
[ ]

( )( )
[ ]

r
t

i
i

yP

i

s

i
i

yP

i

t

i
ii

s

i
ii

t

i
ii

s

i
ii

PUhyqgyp

hqygpyvyyvvhqgpvNMv

∩∈−+=

−+=−+=⇔==⇔∩∈

��

����

= ∈= ∈

====

11

1111

1

11


�
�	��	

 

• li ≤≤1 , 
iisii ggM ,,: 1 �= , { } ( ){ } [ ]liliji yyPeyygyU ,,1: 11 �� ⊆−−−∪= , dann 

r
i

l

i
PUM ∩=

=1
�  

• Beweis: wie eben 
• sggM ,,: 1 �= , thhN ,,: 1 �= , dann: 

• Pf ∈ , ( ) ( ){ }ts hyhyfygfygU −−= 1,,1,,,: 11 �� , 

� � i

NMPUf
UNfMPUPU

i fwv
r

rr

) :dann s,- ohne h. d. definiert,
ähnlich  :oben (vgl.  weil von Erzeuger der einer

∩=∩
∩=∩∩

=  dann: ( ) uM wwfN ,,: 1 �=  

• ( )lffI ,,: 1 �= , ( ) [ ]yPyfyffyf l
l ∈++= −1

21 , dann [ ] [ ] ( )( )( ) r
yMPM PyfyNPIN ∩= ::  

3.5 Localization and 
Saturation 
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3.5.1 Localization 
• Definition ‘multiplikativ abgeschlossene Menge RS ⊆ ’: 

• SR ∈1  
• SabSba ∈�∈,  

• Definition ‘ ( ) ( )smsm ′′,~, ’ (M R-Modul, S multiplikativ abgeschlossene Menge von R): 

( ) ( ) ( ) 0::,~, =′−′′′′′∃=′′ msmssssmsm ; ‘ SM ’: Menge aller Äquivalenzklassen; ‘
s
m

’: die 

Äquivalenzklasse von ( )sm,  

• Mit 
ss

msms
s
m

s
m

′
′+′

=
′
′

+ :  und 
s

rm
s
m

r =⋅ :  wird SM  zu einem R-Modul. 

• Einbettung: 
1
m

m

MM S

�

→
 

• Mit 
ss
rr

s
r

s
r

′
′

=
′
′

⋅ :  wird SR  zu einem Ring. 

• Mit 
ss

rm
s
m

s
r

′
=

′
⋅ :  wird SM  zu einem SR -Modul. 

• Die Einbettung 
1
r

r

RR S

�

→
 ist ein R-Algebren-Homomorphismus. 

• Definition ‘Lokalisation von M in S/ Brüche-Modul von M bzgl. S’: der SR -Modul SM  

• Definition ‘ fM ’: Sf MM =:  mit { }ifS =:  
• 00 =�∈ SMS  

• Beweis: 

• SM
s
m

s
m ∈∀

1
0

~ , denn ( ) 001:
1
0

~ =⋅−⋅′′′′∃⇔ smss
s
m

 

• Wähle Ss ∈=′′ 0:  
• ( ) { }≠∩⇔= SMM RS Ann0 : 

• Beweis: 

• SM
s
m

s
m ∈∀

1
0

~ , denn ( ) 001:
1
0

~ =⋅−⋅′′′′∃⇔ smss
s
m

 

• Wähle ( ) SMs R ∩∈′′ Ann  
• erweiterte Division: [ ]nxxRf ,,1 �∈ , ( ) [ ][ ]yxxRyg n,,1 �∈  �  

( ) [ ][ ] [ ] ( ) ( ) ( ) rfyyqygfxxRryxxRyq g
nn +−⋅=∈∈∃ 1:,,,,, deg

11 ��  
• [ ] ( )1/ −≅ fyyRRf  

3.5.2 Saturation 
• Definition ‘Sättigung von N durch I in M’: { }NmIiMmIN i

M ⊆∈∃∈=∞ :N:: 0  

• Proposition 3.5.8 
• �===∃ +∞ 1:::: k

M
k

MM INININk  
• Beweisidee: Gilt, weil MININ MM ⊆⊆⊆ �2::  und M noetherian. 

• Sättigung und Lokalisation ( fI = ): MNIN fM ∩=∞:  

• ( ) ( ) ( )∞∞∞ +=∩ JINJNIN MMM :::  
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• Beweis: 
• ‘ ⊆ ’: 

( ) ( )
( )

( )∞

+

∞∞

+∈�

∈∈∀∈+�∈∈∀∈∧∈∃⇔

⊆∧⊆∃⇔∩∈

JINv

JgIfNvgfJgIfNvgNvfji

NvJNvIjiJNINv

M

jiji

ji
MM

:

,,:,

:,::

, 

wobei die letzte Folgerung gilt, weil 
( ) �

( )
�

( )
�





 �



 �	
�

��	



 �



 �	
�

jkNvggN

jiji

N

ji

jkNvffN

jijiji

N

ik

N

ik

vgfvgfvgfvgfvgfvgf
≤≤∈∈

+−+

∈≤≤∈∈

−+++

∈∈

++++++=+
1 für   wegen

011

 lichoffensicht1 für   wegen

110

Summanden den bei
Konstanten auf bis

 

• ‘ ⊇ ’: 

( ) ( ) ( )

� �

( ) ( )∞∞

∈∈

∞

∩∈�

∈∈∀∈∧∈�∈∈∀∈		



�
��


� +∧∈		



�
��


� +�

∈∈∀∈+∃⇔⊆+∃⇔+∈

JNINv

JgIfNvgNvfJgIfNvgNvf

JgIfNvgfkNvJIkJINv

MM

kk
k

I

k

J

kk
M

::

,,00

,:::

 

• Berechnung von Sättigungen: 
• ( ) [ ] ( ) [ ]( ) MyPfyyNPfN r

M ∩⋅−+=∞ 1:  

• sffI ,,1 �= , dann: ( )∞

=

∞ = iM

s

i
M fNIN ::

1
�  

• sffI ,,1 �= , ( ) 1
21: −+++= s

syfyffyf � , dann: ( ) [ ] [ ] ( )( )( ) MyfyNPfN ryPM ∩= ∞∞ ::  

• ( )
[ ] ( )

[ ] ( ) { }
[ ] ( ) ( ).1 ist 1 Ideals des Basis-Gröbner reduzierte Die

.0\ aus Element ein enthält 1 Ideals des Basis-Gröbner Jede
11

:1

++⇔
++⇔

++∈⇔
∈⇔

=⇔
∈

∞

fyyIP
KfyyIP

fyyIP
fI

PIP
If

P

ff

 

3.6 Homomorphisms of 
Algebras 

• left out 
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Remarks  
 
Der erste Teil dieser Übersicht bezieht sich auf die Grundlagen der ‘Algebra 1’-Vorlesung 
von Prof. Martin Kreuzer im Wintersemester 2003/2004. Zu dieser Vorlesung gibt es eine 
Fotoreihe der Tafeln (Dateien: University; Algebra 1; WS 2003; *). 
Der zweite Teil dieser Übersicht bezieht sich auf die ‘Computanional Commutative Algebra 
1 (Algebra 2)’-Vorlesung von Prof. Martin Kreuzer im Sommersemester 2004 und das 
Buch ‘Computanional Commutative Algebra 1’ von Martin Kreuzer und Lorenzo Robbiano 
(Version vom 2000-07-03). Zu dieser Vorlesung gibt es eine Fotoreihe der Tafeln (Dateien: 
University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; *). Außerdem gibt 
es eine weitere Datei ‘University; Computational Commutative Algebra 1; Lecture Notes’, 
welche viele Ergänzungen/ Erklärungen (hauptsächlich zu Beweisen) enthält – sowohl zur 
Vorlesung, als auch zum Buch. 
 
http://www.TL-Software.de.tf 
thleopold@hotmail.com 
 
Thomas Leopold, 
2004-10-13 


