Algebra 1 (basics) — Overview

1. Grundlagen

Definition ‘Halbgruppe’; ‘neutrales Element’; ‘Monoid’; ‘inverses Element’; ‘Gruppe’,
‘kommutativ/ Abelsch’
(N,,+) ist Monoid.
(Z/nZ:+) ist Gruppe.
(Z/ nZ:+) heiBt die zyklische Gruppe der Ordnung n.
Definition “ Abb(M,M)’: Abb(M,M) = {f : M — M Abbildung}; ‘Bij(M,M)’:
Bij(M,M) = {f : M — M Bijektion}
einfache Eigenschaften von Gruppen:
e Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt.
e Zu jedem aist das inverse Element a™' eindeutig besimmt.
e (@ob)'=b"0a™
e Kirzungregeln:
® acb=aoc=>b=c
e boa=ceca=b=c

« Die Rechtstranslation p,: © ¢ und die Linkstransiaion ,: & S sind
b— boa b— aob
bijektiv.
Darstellung endlicher Gruppen via Gruppentafel
Definition ‘Untergruppe UcG™ abeU=aobelUnracU=a'eU,;

‘Homomorphismus von Gruppen f:G—H’: f(aeb)=f(a)*f(b); ‘lsomorphismus
f:G — H’: bijektiver Homomorphismus von Gruppen; ‘G und H sind isomorph’: Es gibt
einen Isomorphismus f:G— H.; ‘Automorphismus’: ein Isomorphismus f:G— G;
‘triviale Untergruppe’: ({e})
(R+) und (R, ,) sind isomorph.

R—-R,

e Beweis: eXpPiy, ., o * ist der gesuchte Isomorphismus, denn

Euler's Zahl

exp(x+y)=e"’ =e*-e’ =exp(x)-exp(y).
Eigenschaften von Untergruppen und Homomorphismen von Gruppen:
o fles)=¢y
e U c GUntergruppe = f(U) c H Untergruppe
e V c HUntergruppe = f (V) c G Untergruppe
. (fla)"=fla")
o finjektiv o ker(f)=1{e,}, wobei ker(f)=f"({e,})
e f:G— Hlsomorphismus = ™' : H — Glsomorphismus
Definition ‘nte  symmetrische  Gruppe/  n-te Permutationgruppe S,
S, =Bij{t,...,n} - {1,...,n}); ‘Permutationen’: die Elemente von S,
#S,=n
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S, ist fur n>3 ist nicht kommutativ.

Defnition “Transposition’: Permutation, die nur genau 2 Elemente vertauscht

Jede Permutation lasst sich als Komposition von Transpositionen darstellen (allerdings

nicht eindeutig).

Definition ‘gerade Permutation’: Die Permutation lasst sich als Komposition von gerade

vielen Transpositionen darstellen.; ‘ungerade Permutation’: analog; ‘Signum einer
S, »{-11}

Permutation  sign: _ {— lfallscungerade; ‘nte alternierende Gruppe A,

1, falls 6 gerade
A =ker(sign)c S,
min)i > 0|a’ = e} falls dies existiert
Definition ‘Ordnung von ae G ord;(a)” ordG(a):{ { g ‘ } ;
oo sONSt

‘Ordnung einer endlichen Gruppe G ord(G)’: ord(G) =#G
kleiner Fermat’s Satz: G endliche Gruppe, dann:
e U=leaa’,. }= {e, a,az,...,a‘”dG‘a)“}:: (a) ist kommutative Untergruppe von G,

e Beweis: @' oca’ =a* e U und (a')" = g”%@"
e ord,(a)|ord(G)

e Beweis:

e G=Ub, U firr gewisse b,, weil:
)
bUnbU={}=3a"a' eU:ba“=ba =b =ba*=beblU

eU
=bUcbUU=bU

e Weil A, bijektivist, ist #b,U=#U =ord,(a).

e daher: #G=s-ord,(a)
Definition ‘F,” (p Primzahl): F, =(Z/pz)\ 0}; ‘primitive Restklasse modulo p
a+pZe (Fp) a+ pZ erzeugt (Fp)
a+ pZ erzeugt (Fp) e ord. (a+pzZ)=p-1
Definition ‘zyklische Gruppe G: Jae G:G= {a’}; ‘primitives/ erzeugendes Element a
von G: G=1a'}; ‘G=(a)" G=1{a'}
Zyklische Gruppen sind kommutativ.
Eigenschaften zyklischer Gruppen: G zyklische Gruppe mit primitivem Element a.

Z-5G, . :

e ord (@)=cc=0: g ist ein Isomorphismus von Gruppen.

e Beweis: ¢ ist Homomorphismus von Gruppen, surjektiv (nach Definition) und
injektiv, weil ker(¢)={i e Z|o(i) = e, }= {0} (wegen ord,(a) =)

Z/nZ—-G

e n=ordg(@)<o=y: . ist ein Isomorphismus von Gruppen.

i+nZ— a
e Beweis: vy ist offensichtlich Homomorphismus von Gruppen und bijektiv.
e UcGan=ordG)<eo=U={0+nUm+nZ2m+nZ,..}
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e Beweisidee: {0+nU,m+nZ2m+nZ,..}= {e, a’",(a’” )2,. . }
H—/

:a2m

G zyklisch = U < G zyklisch

n:=ord(G) < = (b= w(m+ nz)= a™ ist primitives Element von G. < ggT(m,n)=1)

e Beweisidee: ggT(m,n)=1<kgV(m,n)=mn= Erst mne Z/nZ ist wieder gleich
0,d.h.erst a™ =(a") =e,, d. h. ord.(a”)=n, d. h. G=(a").

o n:=0rd(G)< = Gbesitzt genau ¢(n) =#{0 < m < nggT(m,n)= 1}primitive Elemente.

Euler's @-Funktion

e Beweis: Folgt aus

n=ord(G) < = = (b= y(m+ nz)= a" ist primitives Element von G. < ggT(m,n)=1)

n=ord(G)< e me Z:9gT(mn)=1= ord,(a™)=ord,(a)=n
e Beweis: Folgt aus

n = ord(G) < o = (b= y(m+ nZ) = a™ ist primitives Element von G. < ggT(m,n)=1)

2. Kristallographie

left out

3. Restklassengruppen

3.1 Operationen von Gruppen auf Mengen

GxM—->M

(@m)e> glm) ™

Definition ‘Operation von G auf M (M Menge): o :

e e(m=m

* (gz ° g )(m): 9 (g1 (m))

Definition ‘treue Operation’: g,(m)=g,(m)vme M= g, =g,, d. h. injektiv
GxG->G

Definition ‘Operation auf sich durch Linkstranslation’: A:
(9::92)— 12 g

; ‘Operation

GxG->G

auf sich durch Rechtstranslation’: p:(g 9,)> g, g
172 2 °Y4

; ‘Operation auf sich durch

GxG-—>G

Konjugation’: «: _
(01:92) G109, °9;

;> ‘Operation von G auf der Menge der

GxU—->U
Untergruppen von G U durch Konjugation’: K:(Qw u }_) g, oueg’
Untergruppe
Definition ‘Isotropiegruppe von NcM Gy’ (a:GxM —M):
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Gy =1g< Gg(n)=nvne N}; ‘Fixpunkt von o m': g(m)=mvge G; ‘Bahn von m unter
o Gm’: Gm:={g(m)}; ‘transitive Operation o’: Ym,,m, € M3g: m, = g(m,)
e (o isttransitiv. < Es existiert nur eine Bahn, namlich Gm=Mvm.
e Beweis:
o ‘=
e Wahle m, beliebig und durchlaufe mit m, ganz M. Nach Voraussetzung gibt es
fir alle m, ein g mit m, =g(m,), also Gm, =M.
e Da dies unabhangig von m, war, gilt Gm=Mvm. Also existiert nur eine Bahn.
o ‘&=
e Wahle m, beliebig. Es gilt Gm, =M.
e Das bedeutet, dass jedes m, e M als ein Funktionswert fir ein g vorkommt, d.
h. vm,3g:m, = g(m,).
e Das dies fir alle m, gilt, gilt Vm,,m,3g:m, = g(m,)
e Definition  ‘Zentralisator  von H cG G,’: die Isotropiegruppe

nur Teilmenge nétig

G, =19€ Glgh=hgVhe H}; ‘Zentrum von G Z(G):
%/_/
bzw. ghg™'=h
Z(G)=G; =<ge Ggh=hgVvhe G}; ‘Normalisator von u cG’: de
%/_J
bzw. ghg~'=h eU,d.h.uUntergruppe

Isotropiegruppe Gy, = {ge G‘gug‘1 = u}; ‘Konjugationsklasse von #: die Bahn
Gh ={ghg™'}; ‘Konjugationsklasse von u c G’: die Bahn Gu={gug '}
eU,d.h.uUntergruppe
e a:GxM — M Operation, dann:
e Mist die disjunkte Vereinigung der Bahnen.
e Beweis:
e Zeige Gm, nGm, ={ }xor Gm, =Gm,.
e Sei me Gm, nGm,, dann m=g,(m,)=g,(m,).
—_—

eGm, eGm,
e Dann gilt far alle he G
hm)=(hog;" o g km;)=(ho ;" Ng,(m, )= (he g;" N, (m,)) = (g, o g, km, ).
eGmy eGm,

e Also Gm, c Gm,.
e analog Gm, o Gm,, also Gm, =Gm,

e Gendiich, dann: #G=#(Gm}#| G,
~{o=Gig(m}-m)

e Beweis:
o Sei Gm={g,(m)....,g,(m)} und G, =1h,.....h,}.

¢ Es gibt mindestens rs verschiedene Elemente, denn die Produkte g;h; sind
alle unterschiedlich:
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gie° hj =gkoh = gi(m)= gi(hj(m))= (gi ohj)(m)= (gk ° h/)(m): gk(hl(m))
:gk(m)jgi =0k

» Esfolgt weiter: g,oh;, =g, oh = g,°oh,=g,oh, = h,=h,

e insgesamt: g,oh, =g, oh, & (i, j)=(k,/)

e also: #G=>rs
* Andererseits lasst sich jedes ge G darstellen als g =g,h; flr ein paar (i,)),

denn:
e Zu jedem g gibt es wegen Gm={g,(m)....,g,(m)} ein g, mit g(m)=g,(m).

* Wegen g;"(g(m))=g;"(g;(m)=m ist g'cge G, also g;' cg=h, firein h;.
* Also g=g;°h; und somit #G<rs
e insgesamt: #G=rs
e Definition ‘Rechtsnebenklasse von g bzgl. ueU’: die Bahn ug:{vg|ve u};
‘Linksnebenklasse von g bzgl. ue U’: die Bahn gu:{gv|VG u}; ‘G/u’: Menge der
Linksnebenklassen von Elementen von G bzgl. u, G/u={gu|ge G}; ‘Index von uin G
#(G/u) falls #(G/u) < oo
oo sonst
e Satz von Lagrange: #G=[G:u]- (#u)
* Beweis: analog zum Beweis von ‘#G =#(Gm)#(G,,,)’, wobei G/u=1g,u,...,g,u} die
Rolle von Gm tbermimmt und u={u,,...,u,} die Rolle von Gi,,

[G:u]" [G:U];={

e Klassengleichung: G operiere auf sich durch Konjugation und g,,...,9,€ G:G= [_{Gg,,

dann: #ng[ezz(g,»)]=#z(e)+ S [G: Z(g,)]

{illc:z(g, -1}

3.2 Normalteiler
(gu)- (hu)=(gh)u
S gu=ug

o gug” =
egugcu
e Definition ‘Normalteiler von G u': Die Untergruppe u erflllt die gerade genannten
Bedingungen.; ‘u < G’: uist Normalteiler von G.
e G kommutativ = Jede Untergruppe u ist Normalteiler.
e Beweis: gu=ugvge G
e f:G— H Homomorphismus von Gruppen = ker(f)< G

e Beweis:
e Zeige go ker(f) g ' cker(f). Se |g "e ker(f). Mit anderen Worten: f(g')= e,
¢ flgegreg™)=1l0) lg)* flg")=Flg)* e, * lg™)=lg)* flg)=Flg)* (g =,
e A <S,

o Beweis: sign(A,)=1, somit sign(cA,c)=1vce S, >cAc' e A . Alternativ:
A =ker(sign).
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/ /
GluxGlu—>G uistGruppe. (D. h. teilt man einen Normalteiler
(gu, hu) - (gh)u

aus der Gruppe heraus, so erhalt man eine Restklassengruppe.)
e Beweis:
e Assoziativitat:
(91U~ g,u)- 95U = (9,92U)- 9ol = (9,92 )95U = 9,(9.95 Ju = 9, - (9,95U)
=g (gzu‘gsu)
e neutrales Element: eu
e inverses Element: g 'u
e Definition ‘Restklassengruppe’: (G/upe); ‘kanonischer Epimorphismus auf die
Restklassengruppe ¢’: der surjektive Homomorphismus von Gruppen ¢ : Gg:Gg/uu
e universelle Eigenschaft der Restklassengruppe: Seien ¢ :G — H ein Homomorphismus
von Gruppen, u<G und ucker(p). Es gibt einen eindeutig bestimmten
Homomorphismus von Gruppen y:G/u — H, so dass dieses Diagramm kommultiert:
¢

G—H

8\‘ Gu /W

e UaG=(G/up)mito:

e Beweis:

e definiere: y(gu):=o(g)

e Problem: Durch das modulo-Rechnen geht Information verloren, da mehrere
Elemente aus G auf dassselbe Element in G/u abgebildet werden. Werden diese
dann mittels v nach H abgebildet, kbnnte es also passieren, dass 2 verschiedene
Elemente aus G, wenn sie mit ¢ abgebildet werden, auch auf 2 verschiedene
Elemente aus H abgebildet werden. Wenn die beiden Elemente aus G jetzt aber in
derselben Restklasse modulo u liegen, dann wirden sie durch & auf dassselbe
Element in G/u abgebildet werden (Informationsverlust) und kénnten durch
dann nicht wieder auf verschiedene Elemente in H abgebildet werden.

e Zeige, dass Elemente von G, die modulo v in derselben Restklasse liegen (also
g,u=g,u), durch ¢ tatsachlich auch auf dasselbe Element in H abgebildet

werden (also ¢(g,)=¢(g,)), was von vornherein nicht klar ist.:
gUu=9,u0 < {g1ui|ui€ U}: {gzuj|uje U}: duy,u, € Ui gu, = g,U,

Definition von gu

= g0, =uueu = gr'g eker(o)=0lg;'g)=e, = 0l ) 0lg,) = e,

wegen ucker (o)

vergleiche mit dem Ublichen:
a=bsa-beUs-bt+acl

= <p(g1)= (P(gz)

3.3 Noether’s Isomorphiesatze
e der Homomorphiesatz fur Gruppen: ¢:G— H surjektiver Homomorphismus von
Gruppen, dann induziert ¢ einen Isomorphismus von Gruppen @: Glker(g) > H
gker(g)— ¢(g)
e Beweis:
e Homomorphismus: Folgt aus der universellen Eigenschaft der Restklassengruppe,
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weil ker(p) < G; wéhle p:=v.
e surjektiv: Weil ¢ =@ o¢ surjektiv ist.
e injektiv: p(gker(p))=e, = 9(g)=e, = g < ker(p)= gker(p)= kir,@
Nullelement von G/ker (o)
¢ Normalteiler und Homomorphismus von Gruppen:
o U< Gnosuriektiv = o(U)< H:
e Beweis:
e Vhe Hige G:h=¢(g), weil ¢ surjektiv
h*o(U)* h" = 0(g)* o(U)* (9(9)) " = 0lg)* o(U)* olg )= 0loUg ") = o(U)

s oU)<aH
e VaH=¢'(V)«G:
e Beweis: Sei g’ ¢7'(V).
olgog’og7)=0(0) 0(g) olg)e olg)* Volg?) = Vv

wegen V<H
=97 (0@) Vi elg)=0"V) o gop (V)og =9 (V)= ¢ (V)G
e ¢ surjektiv = ¢ ist Bijektion zwischen {U < GIU o ker(¢)} und {V < H}
e Beweis: Folgt aus eben Gezeigtem.

N < H, dann: a:GlHQH/N liefert einen injektiven Homomorphismus von Gruppen
o:G/¢'(N)— H/N. st ¢ surjektiv, so ist & ein Isomorphismus von Gruppen.

¢
G——H

£ T l €
G/¢'(N) H/N
N <« G, U Untergruppe, dann: UN ist Untergruppe von Gund N<UN und NnU < U

U—-G/N
e 1. Noether’s Isomorphiesatz: N <G, U Untergruppe, dann: Durch ¢: - wird ein
umu
Isomorphismus von Gruppen ¢ :U/N~U = UN/N induziert.
e Beweisidee: Verwende in diesem Abschnitt Gezeigtes.
o 2. Noether’s Isomorphiesatz: N,N, <G mit N, cN,, dann:

v:G—GIN, = (G/N,)/(N,/N,) induziert einen Isomorphismus von Gruppen
V:G/N, > (G/N,)/(N,/N,)
e Beweisidee: Verwende in diesem Abschnitt Gezeigtes.

4. Konstruktion von
Gruppen

4.1 Produkte

* Definition ‘direktes Produkt [ [G,”: [[ G, =G, x...xG, (n=eo zuléssig)

i=1 i=
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GxG—-> G
n _ 9. \( h g:h,

9, )\h, 9,h,

e Beweis: Klar, denn in jeder Komponente wird die

entsprechenden Gruppe ausgenutzt.
G -G

v 9,71 9;

e Beweis: Klar, denn dies ist die normale Einbettung.

. (pj(Gj)szA(pj(Gj)qG:
e Beweis:
(pj(Gj)z G, ist klar.

, dann: (G) ist Gruppe.

ist injektiver Homomorphismus von Gruppen.

9 er [op
eGF1
* ¢,(G))<G, weil: Goo,(g")G" = 9 |o
eGjH
gn eG,, g:
G- G,
° ! g1 g, ist surjektiver Homomorphismus von Gruppen.
9n

e Beweis: klar

Gruppenstruktur
661
eGj;1
97" e 9,(G)
=19,9,9; |¢¢,\G
eGjM
eG

der

e universelle Eigenschaft des direkten Produkis: Seien n,:H — G, Homomorphismen
von Gruppen, dann: Es gibt genau einen Homomophismus von Gruppen ®: H — G mit
n; =y, o PV1< j<n, also so, dass dieses Diagramm kommutiert:

n;

H——— G,

NV,

n,(h)
e Beweis: Definiere ®(h):=| :

()

e N,,N, Untergruppen von einer Gruppe G, dann:
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N, xN, - G

1 :(m ] > nn, ist Isomorphismus von Gruppen

n2

& vVge Gag.,....g,€ NNUN,:g=g,-...-9, AN,,N, <GAN, "N, ={e}

Definition ‘inneres, direktes Produkt von N, und N,’: die obigen Bedingungen gelten,

Schreibweise G =N, xN,
, 5 94

Definition ‘direkte Summe [[G,: [[G =G ®...®G, =4| | |g, =e, firfastalleg,
p p g, '

(n =0 zuldssig)

Falls n< e, soist ﬂG, =ﬁG, :
i=1 i=1

GxG—-> G
n 9. \( h g:h, )
G=I1G.~:|| : || : ||l , dann: (G) ist Gruppe.
i=1 ’
g.)\h, g.h,
G -G
€,
®a1 | ist injektiver H h G
.: | ist injektiver Homomorphismus von Gruppen.
0, 9, g, J P PP
€a;.,
€s,
(pj(Gj)sz/\(pj(Gj)<1G:
G- G
v g:1 g ist surjektiver Homomorphismus von Gruppen.
: j
9n

universelle Eigenschaft der direkten Summe: Seien 7, : G, - H Homomorphismen von
Gruppen, dann: Es gibt genau einen Homomophismus von Gruppen ¥:G— H mit
n; =¥o0,V1< j<n, also so, dass dieses Diagramm kommutiert:

n;
He—G,
\P\G/(Pi
94 n
e Beweis: Definiere ¥|| : ::Hnj(gj).
9,)) ~
Definition ‘Automorphismengruppe von G Aut(G):
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AWG)=1f:G— Gif istIsomorphismus von Gruppen}

Aut(G) ist Gruppe bzgl. der Komposition (Hintereinanderausfiihrung) von Funktionen o.

e Beweis: klar
Definition ‘semidirektes Produkt von G und H bzgl. ¢ (Gx, He)' (¢:H — Aut(G)

(GxH)x(GxH)— GxH
Homomorphismus von Gruppen): o:(( 91 |( 9- s g,-9(h)g.)
h, J'{ h, h,h,
o (Gx, Hyp) ist eine Gruppe.
e Beweis:
e Assoziativitat: nachrechnen
e neutrales Element: (GGJ
eH
- 1) -1
¢ inverses Element: (i] =((p(h h_)fg )j

(fes}x H) und {Gx{e,}} sind Untergruppen von Gx, H

e Beweis: nachrechnen
(qu, H,o)kommutativ & G,Hkommutativ A ¢ =id,

e Beweis: nachrechnen
(Gx, He)=(GxHy) = 9=id,
e Beweis: nachrechnen

4.2 Presentationen
o Definiton ‘von M={g,,..}cG erzeugte Untergruppe von G (M)
(M) = ({a1 o..0ala, e Mvae M}o)
e G,,...Untergruppen= ﬂG,. Untergruppe
* Beweis: 9,,0,,9¢( |G = 0:,9,,9€ GVi=0,°09,,9 '€ GVi=g,°0,,9" €[ G
* Sei {G,,...} die Menge aller Untergruppen, die M c G enthalten, dann: (M) =("G,
e Beweis:
e ‘ciao..caeM=>aeMva'eM=a¢e(\Gva'e(|G=>ac()G
e ‘Dt McGVi=(M)cGVi=(M)c()G
o Definition ‘Alphabet £: = Menge; ‘M(£)’ (£ Menge): M(2):={x,.....x,|n>0,x e I};
o MEME) > ME): Mz} ME) - M)
((X1,---,X,7),(y1,---,ym))H (Xw---vXanw---aym)
Element (x,,....x,)e MEUE) (£ weitere Menge, 1:= % bijektiv): Es gibt kein
iefl,...,n=1}:x,, =ux,)v x, =ux,,).; ‘elementarer Reduktionsschritt eines nicht

;. ‘reduziertes

reduzierten Elements (X,,..., X, )e M(Zui)’:
(Xyees X)) = (Xgreoos Xy Xispsee e X, )€ MEUS); “Aquivalenzrelation ~ auf MEUE]: die
durch elementare Reduktionsschritte erzeugte Aquivalenzrelation, d. h. w, =(x,,...,x,),
w, ::(y1,...,y,,,) und w; ->w,,vw,, »>w,; ‘freies Monoid bzgl. dem Alphabet X’

i+1 i+1
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(M(Z)e)
(M(x).) ist Monoid mit neutralem Element e:=( )

Definition ‘freie Gruppe Uber dem Alphabet ¥ F(X): F() ;={ M(Zuf;)/~ ,o} mit
%,—J
Menge der Aquivalenzklassen

.. MEUE) ~)xMEUE) ~) = MEUE) ~ e Xl T T E

(s M Y D (K X Vi V)]
‘Wort iiber dem Alphabet T’ ein Element aus MEuZ™); ‘£ ¥ =MEzuz™);
XX, XX, =[x, x, )] e F(E)
F(x) ist Gruppe.
e Beweis:

e Assoziativitat: Da die Konkatenation an sich assoziativ ist.

e neutrales Element: [e]=]( )]
(x‘ﬂ...,ﬁﬂ = —i
—_—
i Stlick

universelle Eigenschaft der freien Gruppe: H Gruppe, f:¥ — H, dann: Es gibt einen
F(X)—>H
x> f(x)

o inverses Element: [(x,,....x, )] =[(x;".....x")

r={x}=F)=Z

e Beweis: Benutze den Isomorphismus || X,...,x | |/,
i Stck

eindeutigen Homomorphismus von Gruppen ¢:

f(x,) falls x, e X
(f(x")" falls x, e =~
Es gibt einen eindeutig bestimmten, surjektiven Homomorphismus von Gruppen

(p:F(M)%<M>. Insbesondere ist (M) = F(M)/ker ¢.
X X

e Beweis: Setze (p(x,)::{ und o(x,---x,):=¢(x,)---o(x, ).

Definition ‘Presentation von G = (M)’: der Isomorphismus (M) = F(M)/ker ¢

5. Kommutative Gruppen

5.1 Zyklische Gruppen

n:=ord,(g)<eo, dann:
e g"=e=n|m
e Beweis:
e Eigentlich klar, denn g wird immer erst nach n Multiplikationen wieder e, d. h. m
muss offensichtlich ein Vielfaches von n sein.
e m = pn+r
Division mit Rest
° e:g’":g”p”:(g”)p.g =g’ = r=0
—— =
e r s n=ordg(9g)
rist Rest der Division

r

* mj n:>ordG(g”’):

3>
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n

e Beweis: (g")n=g"=¢
e (g)={eg...g""}und #(g)=n

e Beweis: klar
e Gendlich = n|#G

 Beweis: #(g)=n und #(g) |#G nach Satz von Lagrange, also n|#G

kgV(n, k)
d.(g")=—" -
+ odlo’) ggT(nk) &
e Beweis:
\ n \ K
* einerseits: (gk JoaT(n.k) = (g”)ggT(n,k) =e
=y
n _nk n

o andererseits: (g* JosTn) = g@T"H) = g!V() g 1y erst (g* JoaTink) = @
n:=ords(g)<e, m:=ord,(h)<e, gh=hg und ggT(n,m)=1, dann ord,(gh)=nm.
e Beweis:

lon” —lg") ) -

e Wegen ggT(n,m)=1ist kgV(n,m)=nm, also ord,(gh)=nm.
Definition ‘Exponent von G Expo(G)’: Expo(G) = kgV(ordG(g)|ge G)
. go™0) g

e Beweis: klar
G kommutativ = 3ge G:ord,(g)=Expo(G):

e Beweis:
e Zerlege Expo(G) in seine Primfaktorzerlegung, also Expo(G)=p{ -...- p% .
e Vi<i<AgeG:ords(g)=p-q,, d. h. ords(g) ist Vielfaches von p, denn

angenommen I <i<rgeG:ord,(g)=p®-q, mit 0<a <a,, dann waire
Expo(G)=kgV(ord,(g)ge G)=p* -....p% -...-p* .

e Hierbei gilt natlrlich, dass in q; der Primfaktor p, nicht vorkommt. Also
99T(p,q;)=1

e Wahle also entsprechende g,-s mit ord;(g,)=p% -q'

e Somit ordG(g,‘"' ): pi".

« Wegen ggT(p%,....0% )=1, gilt ords(g? -...-g% )= p% -...- p* =Expo(G).

e R Integritatsring, und G endliche Untergruppe von (R\{0};) dann: G ist zyklisch.

e G endliche, zyklische Gruppe, n:=#G, dann: Zu jedem Teiler d von n gibt es genau
eine Untergruppe Uvon G mit #U =d

e Beweis: Seien G=(g) und ng, dann:  ord,(g™)=d, also
U= {e,(gr”),...,(gr”)d_1 }= {e,gm,...,g(d‘”m} und #U=d.

5.2 Endlich erzeugte, kommutative Gruppen (additive Notation)
e Definition ‘Basis von G {g,....g,}: Fir alle g-s gibt es eine Darstellung
g=ag,+...+a.g,.; ‘freie, kommutative/ Abelsche Gruppe: Es gibt eine Basis.;
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Definition ‘Rang von G rk(G)’: rk(G)=r

G2
a ). .
(p'a1g1 f..tag - ist ein Isomorphismus von Gruppen.

a/’

e Beweis: klar
{h,,...,h.} weitere Basis von G, dann: s=r.

Hauptsatz fiir freie, kommutative Gruppen: rk(G)=r, U Untergruppe, dann: Es gibt eine
Basis {g,,...,g,} von G, s<r und Zahlen ¢,,...,e,e N, so dass &, |g,,....e,, |&, und
{e,9,....€.9.} eine Basis von U ist.

Hauptsatz fir endlich erzeugte, kommutative Gruppen:

e Esgibt r>0,¢,,....e,eN:g, >1rg,|€,,....6,,|e,und G=Z'®Z/e,Z®...®Z/e L.

e rist eine Invariante von G und ist der Rang von G.
e Gendlich = r=0ag, =Expo(G). (Hier ist auch ¢, eine Invariante von G.)

Definition ‘Elementarteiler von G': die ¢,,...,&, von eben; ‘Torsionsuntergruppe von G
T(G): T(G):={g e Glord,(9) < =}

G endlich erzeugte, kommutative Gruppe und v : G;>Z’ @Z/e,l®...®Z/e L der nach

dem ‘Hauptsatz fir endlich erzeugte, kommutative Gruppen’ existierende
Isomorphismus, dann:

0
e T(G)=vy||:|®Z/e,2®..®Z/eZ
0
ez’
* ¢,,...,&, sind Invarianten von G.
e Definition ‘torsionsfrei’: T(G)=0
e (G torsionsfrei = G frei
e Beweis:

T(G)=0, v |®Z/e,2®..®Z/e,Z|=0,

s | @Z/eZ®..®Z/e Z=0

= 2'0Z/e,20..0Z/c,Z
weil v Isomorphismus ist, ist ker (y )=0 0

ez’

2/ l®..®L/e =0

7'®Z/6,20..0Z/¢Z

> G=Z7Z" o Gistfrei.
G=Z'®Z/¢,20..8Z/e,Z
e der chinesische Restsatz: Seien n,,...,n e N:ggT(n,,nj)=1 und N:==n,-...-n,, dann:
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Z/nZ—2Z/nZx...x2/n,Z

i a+nZ e .
° ¢: ) ist ein Isomorpismus.
a+NZ— :
a+n/Z
e 0 induziert einen Isomorphismus multiplikativer Gruppen

v (Z/NZY 2/ nZ) x..x(Z/n,Z)
G endlich und kommutativ, n:=#G, m|n, dann: Es gibt Untergruppe U mit #U =m.
Klassifikation endlicher, kommutativer Gruppen: n=p;" -...- ps’ (Primfaktorzerlegung),
A( ?')::#Partitionen o, =0 +...+oc,.k|130c,.1 <..<o,, dann: Es gibt (bis auf

Isomorphie) genau A(n)= A(p"“ ) : A( ,“') verschiedene Gruppen der Ordnung n.

6. p-Gruppen

6.1 Der Satz von Cauchy

Definition ‘p-Gruppe’ (p Primzahl): Vg3an:ord,(g)= p”

#G=p" = Gist p-Gruppe. (‘<" gilt auch, siehe unten)

 Beweis: Nach dem kleinen Fermat's Satz gilt ord(g)| p” = ord,(g) = p"
#G=p" = Z(G) = {e}

e Beweis:
e #G=#Z(G > [G: Z(g;)] (Klassengleichung)
{illa:z(g)1}
e #Z(G)= #G Z G:Z(g,)] = pl#Z(G)=#Z2(G)= p>1

[ { 1 N——
Vielfaches von p " [e: (1) )bt Vielfaches von pnach Satz von Lagrange

Vielfaches von p

Vielfaches von p
#G=p", G operiere auf einer Menge M, M€ die Menge der Fixpunkte dieser
Operation, dann: #M° =#Mmod p
e Beweisidee:

e M= (U Gmij UM?C (disjunkte Vereinigung der Bahnen)
i=

o #(Gm)#G (wegen #G=#(Gm)#(G,,), s. Kapitel 3) —

#Gm,;>1, weil sonst m; Fixpunkt wére

p#(Gm,)

- —
=0mod p

o also #M—#{Z#Gm,}#MG =#M=#M°mod p

=0modp
Satz von Cauchy: q|[#G=3g:ord;(9)=q
#G=p" o Gist p-Gruppe.
e ‘=": Bereits gezeigt.

o ‘&
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e Angenommen, es gibt eine weitere Primzahl g, die #G teilt.
e Dann folgt mit dem Satz von Cauchy: ord,(g)= q. Widerspruch zur Definition der

p-Gruppe.

6.2 Die Satze von Sylow

Frage: m| G=3U#U=m:
e ja, fir kommutative Gruppen (sogar eindeutig, wenn G zyklisch ist)
¢ nein im Allgemeinen
Definition ‘p-Sylowuntergruppe von G (p Primzahl): eine bzgl. Inklusion maximale p-
Untergruppe von G
Lemma von Zorn: M partiell geordnete Menge, V(m, <m, <...Am:m, <mvi, dann: M
besitzt ein maximales Element.
Definition ‘p-Torsion™: T,(G) = lge Gan:ordg(g)= p"}
Existenz von p-Sylowuntergruppen:
e Es gibt eine p-Sylowuntergruppe.
e Beweis:
e Sei Mdie Menge aller p-Untergruppen. {e}e M ist p-Untergruppe.
e Sei U,cU,c... eine beliebige Kette von p-Untergruppen, dann ist auch

U:=JU, p-Untergruppe.

e Esqilt U, c UVi, also ist U eine obere Schranke.

e Nach Zorn’s Lemma besitzt M ein maximales Element.
e G kommutativ = Es gibt genau 1 p-Sylowuntergruppe, namlich Tp(G).

e Beweis: 7,(G) ist p-Untergruppe, denn
ordg (g) ordg (h)
p n + m
g h =g”" -n""" =e= 3Jkord,((gh)) = p* = (gh)e T,(G), und
ET:?G)ETP(G)

maximal nach Defintion.
U p-Sylowuntergruppe = gUg™" p-Sylowuntergruppe
e Beweis:
¢ Angenommen, es gabe eine p-Untergruppe Vmit gUg™" c V.
e dann: Ucg'Vg
e Das darf aber nur sein, wenn g'Vg keine p-Gruppe ist, denn U ist ja eine
maximale p-Gruppe nach Voraussetzung.
e g 'Vg ist aber p-Gruppe, denn:
e Sei vbeliebig und ord,(v)=p”" (geht, da V nach Annahme p-Untergruppe ist).
e dann: (g7vg)" =(g7vglavg)...(a7vg)=gv"'g=gleg = e
e daher: EIkordG((g‘vg))= Jol
e also: g 'Vg ist p-Gruppe.
Hat G nur eine p-Sylowuntergruppe, so ist diese ein Normalteiler.
e Es gilt ‘U p-Sylowuntergruppe = gUg™"' p-Sylowuntergruppe’.
e Da es nur eine gibt, ist U=gUg™", also Normalteiler.
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U p-Untergruppe und N(U)=1{g e GlgUg ™" = U} ihr Normalisator, dann:

e [N(U):U]=[G:U]modp
p|[G:U]= N(U)=U

. Satz von Sylow: #G=p" -m (in mist p nicht mehr als Primfaktor vorhanden), dann:
v0<i<nmU:ord(U)=p'. Insbesondere: U p-Sylowuntergruppe = ord(U)= p".
0<i<n-1aordU,)=p' = 3U, :ord(U,)=p"" AU, < U,

2. Satz von Sylow: U, V p-Sylowuntergruppen, dann: 3g:V=gUg™', d. h. je 2 p-

Sylowuntergruppen sind zueinander konjugiert.

3. Satz von Sylow: #G=p"-m (in mist p nicht mehr als Primfaktor vorhanden), s, die

Anzahl der p-Sylowuntergruppen, dann:
* s,|m

—

e s,=1modp

7. Auflésbare Gruppen

Definition ‘G ist auflésbar’: Es gibt {e}=N, c N, c...c N, =G, so dass fiir alle i gilt:
e N, ist Untergruppe
* N <N,
e N,/N,_, ist kommutativ.
G kommutativ = G auflésbar
 Beweisidee: die Kette {e}=N, c N, =G
Definition ‘einfache Gruppe’: Die einzigen Normalteiler sind {e} und G.
G nicht kommutativ und einfach = G nicht auflésbar
e Beweis:
* Einzig mogliche Kette ist {e}=: N, c N, := G, weil nur {e} und G Normalteiler sind.
e Aber N,/N, = G/{e}= G ist nicht kommutativ.
G endliche p-Gruppe = G auflésbar
e Beweis: Folgt aus dem 1. Satz von Sylow
Definition ‘Normalreihe von G eine Kette von Untergruppen
{e}=N,cN,c...cN, =G mit N_, <N,
G auflésbar, dann:
e U Untergruppe, dann U auflésbar
 Beweisidee: die Kette {e}=N,nUcN,nUc...c N, nU=U

e U<xG= G/U auflésbar
 Beweisidee: die Kette {e}=N,U/UcNU/Uc...c NU/U=G/U

G endlich erzeugt, dann: Es gibt eine Normalreihe {e}=N, cN,c...c N, =G mit
zyklischen Restklassengruppen N, /N,,.

G endlich und kommutativ, dann: Es gibt eine Normalreihe {e}=N, c N, c...c N, =G
mit zyklischen Restklassengruppen N, /N, , von Primzahlordnung.

G endlich und auflésbar und N<G, dann: Es gibt eine Normalreihe
{e}="N, c N, c...c N, =G mit folgenden Eigenschaften:
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e N,/N,_, ist zyklisch von Primzahlordnung

e NeiN,,.,N}

G einfach und auflésbar, dann: G ist zyklisch von Primzahlordnung
e Beweis: Folgt aus eben Gezeigtem.

a

1
A, wird fir n>=3 von den Dreierzyklen csabk=[1 b

erzeugt.
n=3, N<A,, Nenthalt einen Dreierzyklus, dann: N=A,.
e Beweis:
e Seien o, € N und o, ein beliebiger Dreierzyklus.
* ES gllt Gabk = (Tabtck )Gibc(Tachk )_1 .
e auBerdem: 6, = (7,7, )02, (T.,T) € N, weil Na A,
¢ Also ist jeder beliebige Dreierzyklus in N.

e Wegen ‘A, wird fir n>3 von den Dreierzyklen erzeugt.’ folgt N=A,.

n+4 = A, ist einfache Gruppe.
n>5 & §, ist nicht auflosbar.
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Computational Commutative Algebra 1 — Overview

1.1 Polynomial Rings

Definition ‘Halbgruppe’; ‘Monoid’; ‘Gruppe’; ‘Ring’; ‘Kérper’

Definition ‘nilpotent’: r’ =0; ‘Nicht-Nullteiler’: rr’=0= r’=0 <: rist Nicht - Nullteiler
Definition ‘Integritatsbereich’ (‘integral domain’): Alle Elemente ungleich 0 sind Nicht-
Nullteiler.

Definition ‘Ringhomomorphismus’:

° (P(1R) =1s

o olr+r)=olr)+o(r)

o olr-r)=qlr)-olr)

Definition ‘R-Algebra’: ein weiterer Ring S zusammen mit einem Ringhomomorphismus
(genannt  Strukturhomomorphismus), der S mit R verbindet; ‘R-Algebren-
Homomorphismus von 2 R-Algebren S und T p’: plo(r)-s)=plo(r))-pls)=wy(r)-p(s)

S—PT

N\

Definition ‘R-Modul’: = Vektorraum fur Ringe; ‘R-Untermodul’; ‘R-lineare Abbildung
(zwischen 2 Moduln): o(m+m’)=@(m)+oe(m’) und ¢(r-m)=r-¢(m); ‘Ideal’: einmal
Standard-Definition (R-/ < /), einmal als R-Untermodul des R-Moduls R

Ist R sogar ein Korper, so gibt es nur die Ideale Rund (0).:

e Beweis: [ Ideal; ie l; da R Kbérper existiert i':da lldeal: i"'-i=1el; da [ Ideal
reR=r-1=rel,also Rc/;dasowieso IcR,ist I=R

el

R/1 ist ein R-Modul (mit dem Skalarprodukt (5, S J|—> rs) und — zusammen mit der
€eR eR/I

kanonischen Abbildung R — R/l — auch eine R-Algebra ( R/ ist auch ein Ring).

Definition ‘Primideal’: se/ und s:[_-[:, so folgt relvriel; ‘maximales Ideal’
R R

Erweitert man / zu einem echt gréBeren Ideal, so erhalt man R.
list Primideal genau dann, wenn R/ ein Integritatsbereich ist.:

e Beweis:
e =>innL=0=>nnel = nelvrel=>r=0vr=0
da / Primideal
e ‘=rn-rel=r-r,=0 = n=0vr=0=>relvr,el

da H/Ilntehg/;tétbereich
/ist ein maximales |deal genau dann, wenn R/| ein Korper ist.
Jedes maximale |deal ist ein Primideal.:
e Beweis: Imaximales ldeal & R/I Kérper = R/I Integritétsbereich < [ Primideal
Definition ‘Erzeugendensystem eines Moduls M (m,,...)"
Vme MAr,,...r,e Rm,,...m;, €(m,..):m=rm, +...+r,m, ; ‘endich erzeugt (m,,...)
ist endliche Menge; ‘zyklisch erzeugter Modul’: Der Modul I&sst sich durch ein einziges
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Element erzeugen.; ‘Hauptideal’ (‘principal ideal’): Das ldeal lasst sich durch ein
einziges Element erzeugen.; ‘R-Basis’: Jedes Element hat eine eindeutige Darstellung.;
‘freier Modul’: Es gibt eine R-Basis.; ‘Rang eines Moduls’: Anzahl der Erzeuger in einer
Basis

In K[x] ist jedes Ideal ein Hauptideal.

1 0 0
0 1 0
Notation fir den  Polynomring B Ixl: rno|+n|0]+n[1]|+.. statt
einRing
0 0 0

rx°+rx'+rx*+... (r,e R)
1
0
Einbettung von Rin R[x] (r—r0|)
0

Definition ‘ R[x.,..., x, | (rekursiv): R[x,,...,x,]:=(R[x,,....x, . ][x,]

verschiedene Strukturen fir Kx,,...,x,|:

e als Ring mit Erzeugendensystem (X0 X,) (Beispiel:
X2 +2X, Xy = X, X, + X, Xy + X, X, )

Ringoperationen
e als K-Vektorraum mit Erzeugendensystem T" (Definition von T" siehe unten)
0
0
2
(=)

far Erzeuger x;x,

0
(Beispiel: xZ +2x,x, = : )
0
1

M
fir Erzeuger x?

0

0
e als (eindimensionaler) K]x,,...,x,]-Modul mit Erzeugendensystem 1 (Beispiel:
X; +2x,X, = (X12+2X1X2) 1)
Element des Rings K[x;,....x, |

Definition ‘Einheit’: 1 =1 <: rist Einheit (Einheiten sind die invertierbaren Elemente.)
R Integritatsbereich = Die Einheiten in Rl[x,,...,x,] sind die Einheiten in R und

R[x,,...,x,] ist ein Integritatsbereich.:
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 Wegen der rekursiven Definition von R[x,,...,x,] reicht ein Beweis fir n=1.
Iy # 0

weil ry, 84  #0,
weil RIntegritatsbereich

e Weil d, +d >0, ist rs¢ R und somit definitiv nicht invertierbar, also keine Einheit.
Representation eines multivarianten Polynoms:

e streng nach der rekursiven Definition
e mit Hilfe von Multi-Indizes

o r=r,x"+..#20,s=5,x%+..20eRx|=>rs=r,s, x

1 0
0 :
Erzeugung von M=(R[x;,....x,])" als R[x,,...,x,]-Modul und Basis || . |...., 0
0 1

Definition ‘Term’: Monom; ‘T"’: Menge aller Terme mit n Variablen; ‘Grad eines Terms’:
Summe der Potenzen; ‘Logarithmus’: Tupel der Potenzen; ‘Term von
M:(R[x1,...,xn])“: r-dimensionales Monom; ‘T”<e1,...,e,>’: Menge aller r-
dimensionalen Terme mit n Variablen

T" ist ein kommutativer Monoid.

Definition ‘Koeffizient eines Terms’; ‘Trager (Support) eines (mehrdimensionalen)
Polynoms’: Menge aller Terme, die im Polynom vorkommen; ‘Grad eines
eindimensionalen Polynoms’: Grad des gr6Bten Terms des Polynoms

Definition ‘Auswertungshomomorphismus v:R[x,...x ]S (9:R— S,

Si-+8, € S): Yz =0(r) und w(x;)=s;; ‘Auswertung eines Polynoms f an einer Stelle

5 f(8): f(8):=wyl(f); ‘Ersetzungshomomorphismus’ (‘substitution homomorphism’): der
Auswertungshomomorphismus, falls S=R ist

universelle Eigenschaft des Polynomrings: S R-Algebra, dann existiert ein eindeutiger
Auswerungshomomorphismus  fir festes s bzw. feste s;-s, namlich
wle,x® +...+ ¢ x?)=0lc,)s® +...+ ¢lc, )s

Definition ‘Erzeugendensystem einer R-Algebra S:=(s,,...)"
Vse S3s,,...,s,,fe Rlx,,....x,]: s = f(s,....,s,); ‘endlich erzeugte R-Algebra’

endlich viele

Endlich erzeugte R-Algebren S sind von der Form S=RIx,,....x,|/ | , denn

Idealin ,‘?H‘[x1 veaXn)
v:Rlx,,...,x,]—> S ist surjektiv.
Definition ‘Presentation einer R-Algebra’: der Isomorphismus
S=Rlx,...x, || |

,.
Idealin R[x;,....x, ]

1.2 Unique Factorization

Definition ‘reduzibel’: s=rr", weder r noch r’ sind Einheiten; ‘irreduzibel’: nicht
reduzibel; ‘Faktorisierung’ r= u - r,-...-r, ;‘Primelement” rlrr, :>r|r1vr|r2

Einheit i edzible Elemente
In K[x] ist ein Element, das keine Einheit ist (also ein ‘echtes’ Polynom und nicht nur
eine Zahl aus dem Korper ist), Primelement genau dann, wenn es irreduzibel ist.

e Beweis:
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QeSS

o s=rnr,=snr, = 8, v, = deg(s) < deg(r,)v deg(s) < deg(r, )
daprim

e auBerdem: s =r,r, = deg(s)>deg(r,) A deg(s) > deg(r,)
e insgesamt: deg(s)=deg(r,)v deg(s) = deg(r,)
e wegen s=rr,: deg(s)=deg(r,) ~deg(r,)=0v deg(s) = deg(r,) Adeg(r,) =0
¢ also: r, Einheit oder r, Einheit
o ‘&
o snr,=3t:ts=rr,
¢ Annahme: s/ r,. Dann zu zeigen s|r2 .
e Betrachte das Ideal (r,,s). Weil K[x] Hauptidealring: (r,,s)=(1).
e also:
Jab:ar,+bs=1<arr,+bsr,=r, = ats+bsr, =r, = (at+br,)s=r, = s|r2
e Defintion ‘faktorieller Ring’: Nicht-Einheiten haben eine eindeutige Faktorisierung.
e Jeder Korper ist trivialer Weise ein faktorieller Ring, denn es gibt keine Nicht-Einheiten.
 Ristfaktoriell < (r e Ristirreduzibel = rist prim)

e Beweis:

o ‘=
o r|r1r2 . Da rirreduzibel ist, l&sst sich r nicht aufspalten.
¢ Also kann nicht ein Teil von rin r, stecken und der andere in r,.
e D.h.rkann r, oder r, nur als Ganzes teilen, d. h. rjr, v rlr, .

o ‘&=
* r=a,..a,=b..b=alb..b = 0.B.d. Aalb,

nach Voraussetzung
e Da g, und b, beide irreduzibel, folgt a, = b, (bis auf Einheiten).
e alsokiirzen a,...a, = b,...b, und induktiv fortfahren
e Ergebnis: s=t und a, = b,
e Definition ‘ggT’; ‘kgV’; ‘relativ prim/ co-prim: ggT(f,f,)=1"; ‘squarefree part von
f=c-f*....-f* sqfree(f)’: sqfree(f):=f,-...-f,
Faktorisierung von f
e Charakterisierung ‘99T agT(f,,....f )=f = (f|f, ~gf = g|f); ‘kgV’:
kgV(f,....f,)=f < (f|f aflg = flg)
o kgV(f,...,f, ) erzeugt das Ideal (f,)n...N(f,)
 ggT(f.1,)-kgV(f.f,) =1 -1,
* R Hauptidealring, dann: agT(f,....f.) erzeugt (f.,....f);
a9T(f,....f,)=1=139,,....9,, :9.f, +...+ g, f =1
e Definition ‘content eines Polynoms cont(f)’: ggT der Koeffizienten; ‘primitives Polynom’:
cont(f) =1
e GauB’s Lemma: R faktorieller Ring, f,ge R[x]\{0}, dann: cont(fg) = cont(f)- cont(g) und
(f, g primitv = fg primitiv)
e Rfaktorieller Ring, fe R[x]\{0}, dann: fbesitzt eine Faktorisierung.
e Rfaktorieller Ring = R|[x] faktorieller Ring
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K Kérper = K|x,,...,x,] faktorieller Ring

1.3 Monomial Ideals and
Monomial Modules

Definition ‘Monoideal’: = ldeal fir Monoide; ‘Erzeugendensystem eines Monoideals’;
‘Monomodul’; ‘Untermonomodul’; Erzeugendensystem eines Monomoduls’

T"(e,,...,e,) ist ein T"-Monomodul mit Erzeugendensystem (e,,....e, ).

Definition ‘Klrzungregel (cancellation law) far Monoide: y,ov, =Y,°Y; =V, =%,
‘Links-Kirzungsregel fir Monomoduln’: yes, =yos, = s, =5,; ‘Rechts-Kurzungsregel
fir Monomoduln: y,08=7,08=7y, =7,

I' Monoid, dann:
Jedes Monoideal in T ist endlich erzeugt.
< Jede aufsteigende Kette A, c A, ... von Monoidealen wird letztlich stationér.

< Jede (nicht leere) Menge von Monoidealen besitzt ein maximales bzgl. Inklusion.
Gemeint ist: Es gibt ein Ideal in dieser Menge, das in keinem anderen enthalten ist.

e Beweis:
e 1=2: Angenommen, A, c A, c... wird nicht stationar. Dann gibt es immer

Y.1€A,,\A,. Bilde Ideal aus (y,,...). Dieses ist nicht endlich erzeugt.

Widerspruch.
e 2=3: Wahle A,eMenge. Ist A, maximal, so fertig. Sonst gibt es A, D A,.

Fahre induktiv fort. Erhalte eine Kette aus A, c A, c.... Diese wird nach
Voraussetzung letztendlich stationar, also A,=A,,,=.... Dann ist A, ein

maximales Element.
e 3=1: A Monoideal. Betrachte die Menge aller durch die Elemente von A endlich
erzeugten Monoideale. Nach Voraussetzung gibt es in dieser Menge ein

maximales A. Es muss A=A sein, sonst gabe es ye A\A, dass man dem
endlichen Erzeugendensystem von A hinzufligen konnte, das wieder ein
endliches Erzegendensystem eines weiteren Monoideals ware, das gréBer als A
wire, was aber nicht geht, weil A maximal war. Widerspruch.
Definition ‘Noetherian’: T erflllt eben genannte Eigenschaften.
(N”,+) ist Noetherian.
Definition ‘monomialer Modul’: Man kann ein Erzeugendensystem finden, das nur aus
Monomen (Elemente aus T"(e,....,e,)) besteht; ‘monomiales Ideal’
Dickson’s Lemma: t,,t,,... Sequenz von Termen in T". Dann sind ab hinter einem N
alle Terme Vielfache der Terme t,,t,,...,t,, Das heiBt, das Monoideal (t,,t,,...) wird
erzeugt von (t,,t,,...,t,). Das heiBt jedes monomiale Ideal (t,t,,...)c Rlx,,...,x,] ist
endlich erzeugt.
e Beweis:
e Da (N”,+) Noetherian ist und T" via log isomorph zu (N”,+) ist, folgt die Aussage
Uber das Monoideal.
e Da (t,t,,...)c Rlx,,...,x,] ein monomiales |deal ist, wird (t,t,,...) auch durch

(t,t,,...,t,) erzeugt.
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Darstellung von monomialen Idealen in der Ebene (2 Variablen)) dem Raum (3
Variablen)

Struktur-Theorem fir monomiale Moduln: M < P" monomialer Modul, dann:
e M= i@él,e,. mit monomialen Idealen /,. (Beweis: klar)
e Mist endlich erzeugt.:
e Beweis: folgt aus ‘M = i(él,e,. mit monomialen ldealen /;’ und Dickson’s Lemma

angewendet auf die /;-s
Jede aufsteigende Kette M, c M, —... von monomialen Untermoduln wird letztlich
stationar.:
e Beweis:
e Falls M, c M, c..., wahle immer t,, \M,. Dann ist M =(t,,t,,...) c P" im
Widerspruch zum Struktur-Theorem nicht endlich erzeugt.
M < P" monomialer Modul, dann:

e Jeder Term aus M st Vielfaches eines Terms aus dem monomialen
Erzeugendensystem von M. (Beweis: klar)

¢ Unter allen monomialen Erzeugendensystemen von M gibt es genau ein minimales.:
e Beweis: Streiche aus einem Erzeugendensystem alle Vielfachen der Erzeuger.

e M,

i+1

1.4 Term Orderings

Definition ‘Relation’; ‘vollstdndige Relation’: Es gibt keine nicht vergleichbaren
Elemente.
Definition ‘Monoid-Ordnung’ (I" Monoid):
* v, >, (reflexiv)
* Y27, AY, 2V, =7V =7, (antisymmetrisch)
® V2V AV 27 =7 27, (transitiv)
* Y12V =>Y1°Y3 220
Definition “Term-Ordnung’ (I" Monoid):
e Monoid-Ordnung
e y21WyeTl
Gilt die Kiirzungsregel in T", dann:
L T PR PR P P
e Beweis: Annahme: v, <7, = ¥,°Y; < V5 ° V3 = Yi°Y3 <Vs°%Ys3

Kiirzungsregel schlieBt'=' aus
e I istunendlich.

e Beweis:Esgilt y>1xor y<1,also...>y*>y>1xor ...<y* <y<1))
e Y21 y21:

e Beweis: Folgt mit Induktion aus y > 1 xor y<1.

Monoid-/ Term-Ordnungen zwischen T" und N” entsprechen sich wegen log.
Definition ‘Term-Ordnung Lex: t, >, f, <= erster Nicht-Null-Eintrag des Vektors

log(t,)-log(t,) ist positiv.  oder t=t,; ‘“Term-Ordnung Deglex’:
b Zpogiex b 1 deg(t,) > deglt,) v deg(t,) = deg(t,) Aty 2, t,; ‘Term-Ordnung

—Lex

Page: 23



DegRevlex: t 2y, neie b 1 deg(t,) > deg(t,) oder deg(t,)=deg(t,) und der letzte
Nicht-Null-Eintrag des Vektors log(t,)—log(t,) ist negativ oder t, = t,.

Definition ‘grad-kompatible Monoid-Ordnung auf T"": t, > t, = deg(t,) > deg(t,)
Defintion ‘Eliminiation-Ordnung far L= {x1,...,xj}’:
L 2gm b o+ to; >Bi+ B vyt o =B B AL 2 Rene b
Definition ‘durch eine Matrix representierte Ordnung’: Zeilen linear unabhangig,
t, 204 1, ¢ der erste Nicht-Null-Eintrag von V- (logt, —logt,) ist positiv

Ord(V) ist eine Term-Ordnung. < Der erste Nicht-Null-Eintrag jeder Spalte von V ist
positiv.:

0
0
e Beweis: allef>1<allex; 21 V-|logx, —logl|=V-|1|=vV, > 0
i’o_l erster Nicht-0-Eintrag
0
0
10 0 1 1
0 - ‘ 0 O 0 -1
Vl_ex = : ' .. O ; VDegRevLex = 0
(') o' ) 0T
0O -1 0 - 0
6 Monoid-Ordnung auf T", o, Einschrankung von ¢ auf 7" == (X,,..., X,_s X1 10e- 1 X, )»
dann:

e o, ist eine Monoid-Ordnung.

e ¢ Term-Ordnung = o; Term-Ordnung

e V, erhdlt man, indem man aus V, die i-te Spalte streicht und dann die erste Zeile,
die linear abhangig mit den Zeilen tber ihr ist, ebenfalls streicht.

Jede Monoid-Ordnung auf N” hat eine eindeutige Erweiterung zu einer Monoid-

Ordnung auf Z".:

e Beweisidee: Zerpalte zin z=n, —n, und definiere z<_ 0:= n, <_n,

t 2041, & V- (logt, —logt,) 2, 0

Definition ‘Modul-Ordnung’ ((I";c) Monoid, (%) I"-Monomodul):

e s, =5, (reflexiv)

® S5, >25,AS, 28 = S, =8, (antisymmetrisch)

® S5, 25,785,285, =S, =5, (transitiv)

® 5,25, =>Y%S 2Y*S,

Definition ‘Modul-Term-Ordnung’ ((I';c) Monoid, () I -Monomodul):

e Modul-Ordnung

o yxs2sVyel,seX

I'=7" und £=T"(e,,....,e,), dann ist die Modul-Term-Ordnung-Bedingung

‘vxs>sVye I,se X’ 4quivalent zu te, > eVte T"
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Definition  ‘Modul-Term-Ordnung TOPos’ (TO ist Term-Ordnung auf T"):
Le Zropes 1€ S L > vl =L AT

Definition  ‘Modul-Term-Ordnung PosTO’ (TO ist Term-Ordnung auf T"):
Le Zposto 18, S 1< fVvi= Al > 1

1

Definition ‘zu einer Monoid-Ordnung p  kompatible Modul-Ordnung o':

Yi2p Y2 = V1*S 25 V2 %S
Jede nicht-leere Untermenge von X hat ein minimales Element. < Jede absteigende
Kette s, > s, > ... in X wird letztendlich stationar.

Definition ‘Wohl-Ordnung’: Die eben genannten Bedingungen gelten.
Wenn die Links-Klrzungsregel in X qilt, ist jede Wohl-Ordnung eine Modul-Term-
Ordnung.

fundamentale Eigenschaft von Term-Ordnungen: ¢ Modul-Ordnung auf T"(e,,....e,).
Dann: o ist eine Modul-Term-Ordnung < ¢ ist ein eine Wohl-Ordnung.

1.5 Leading Terms

Definition ‘Leitterm LT' (m =Y c;tie, ): te, ; ‘Leitkoeffizient LC': ¢;; ‘monic’: LC(m) =1;
i=1

‘Leitmonom LM’: LM(m) = LC(m)-LT(m)

Regeln firs Rechnen mit Leittermen:

* Supp(m, +m;,) < Supp(m,)u Supp(m,); LT(m, + m,) < max{LT(m,)LT(m, )}

o LT(m, +m,)=max{LT(m,)LT(m,)}, falls LT(m,) = LT(m,)v LC(m,)+LC(m,) =0

e LT(tm)=t-LT(m)

e R |Integritatsbereich, dann: te Supp(f), fir den t-LT(m) maximal ist =
LT(fm)=t-LT(m)

* R ntegritatsbereich, o kompatibel zu p, dann: LT(fm) = LT, (f)-LT,(m)

Definition ‘Leitterm-Modul eines Moduls LT(M)": LT(M)=(LT(m|me M\{0}); ‘Leitterm-

deal’; ‘Leitterm-Monomodul LT{M}': LT{M} = {LT(m)me M\ {0}} (ist Monomodul)

M =(m,,...,m;) = (LT(m,)....,LT(m,)) < LT(M):

Beispiel fir (LT(m,)....,.LT(m,)) cLT(M):

M = <x2 —1,xy—1> = y(x2 —1)= x(xy —1)= x—y € M= xe LT(M),aber x¢ <x2,xy>

te, e LT(M)= 3Ime M: te, =LT(m)

e Beweis: te, e LT(M)=te, e LTIM} =3 e T",m e M:te, =t'-LT(m') = LT( Lnlj

=meM
am,,...,m;e M :LT(M) = (LT(m,)....,.LT(m,)):
e Beweis:
e LT(M) ist monomialer Modul.
e Nach Dickson’s Lemma gibt es ein endliches Erzeugendensystem (t1e,.1,...,tse,s)
far LT(M).
* Laut'te e LT(M)= dm;e M:te, =LT(mj)’ gibt es die gesuchten m; -s.
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Macaulay’s Basis Theorem: B = T”<e1,...,e,>\LT{M} ist eine Basis des K-Vektorraums
P /M.

c=Llex & (fe PLT,(f)e R[x,....,x,]= fe R[x,....x,))

c=Revlex & (fe PLT(f)e (x,,....x, )= fe (x,,...,x,))

o = DegRevlLex < (f e Pundhomogen,LT(f)e (x,,...,x,) = fe (x,,...,x,))

1.6 The Division
Algorithm

Divisionsalgorithmus bei mehreren Variablen
Das Ergebnis héngt von der Term-Ordnung und der Reihenfolge der g, ab.

Rickgabe des Algorithmus’s: m=gq,9, +...+ g,9, + p mit den Eigenschaften:

e Kein Element in Supp(p) ist enthalten in (LT(g,)....,.LT(g,)).

* LT(g,9,)<LT(m)

e teSupp(q,), dann t-LT(g,)e (LT(g)....LT(g,.,))

Mit dem Divisionalgorithmus ist es nicht immer mdglich zu entscheiden, ob
me (9;,....9,) -

Es lasst sich lediglich ein Element der Restklasse von m modulo (g;,...,g,) berechnen
(dieses konnte z. B. in der Restklasse von 0 liegen, ohne dass man es ihm ansieht).
AuBerdem lassen sich nicht mit jedem Satz g,,...,g, die Elemente in P’ /(g1,...,gs) als
Linearkombination von Termen aus T"\(LT(g,)...,LT(g,)) ausdriicken, wie es laut
Macaulay’s Basis Theorem mdoglich ist (mit gtinstigen g,,...,9;)-

Definition ‘normaler Rest NRG’G(m)’: das paus m=q,9,+...+q.g, +p

1.7 Gradings

Definition ‘T"-graduierter Ring R':
e R=@®R

vell v
* R-R, cR,VvWel
Definition ‘homogenes Element r vom Grad vy r liegt in R, ; ‘deg" deg(r)=1y;
‘homogene Komponente r, vom Grad y von r: r = ZrY
vell

Die Dekomposition von r in seine homogenen Komponenten r, ist eindeutig. (Wegen
der direkten Summe in R = Ygar R,.)

Die Klrzungsregel gilt in I', dann:

e R, ist Unterring von R.

* Jedes R, ist R,-Modul.

Definition ‘Standard-Graduierung far den Polynomring’:
P, = {f € Pldeg(t) = a¥t e Supp(f)}; ‘homogenes Polynom vom Grad d: Elemente aus

F, ; Definition ‘N"-Graduierung fir den Polynomring™ R, )= Rx" ... x;"

L0
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Definition ‘X -graduierter R-Modul M':
e M= M,

seX
« R, -M,cM,
Die Kurzungsregel gilt in I, dann: jedes M, ist R,-Modul
Definition ‘Gradverschiebung’ M(y), = M...; ‘M(y)": M(y) = @EM(y)S; ‘T -graduiert-freier

— Y#S 9
R(v;)
R-Modul F: F=| & |= 9 }Fm’(y,)
R(y,)
Definition ‘Homomorphismus I'-graduierter Ringe (o, y): (p(RY)g Sy VYeT;
‘Homomorphismus X -graduierter R-Moduln A: M — N’: A(M,)c N, Vse X
Definition ‘X -graduierter R-Untermodul Nvon M: N = @Z(Nm Ms); ‘T"-homogenes Ideal

Ivon R: I:YECBF(Ian’Y)

N ein X-graduierter R-Untermodul von M, (M/N),=M_/N,, dann: M/N ein X-
graduierter R-Modul

Nein X -graduierter R-Untermodul von M, N, =N M_, dann:

N=&N,

seX

s [g = Zns (Zerlegung in homogene Komponenten von nin M, nichtin N) = n, e NVse £
eN se)::ﬁ

< JErzeugendensystem von N, das nur aus homogenen Elementen besteht.

e Beweis:
e 1= 2: Die Zerlegung von nin Mist dieselbe wie in N.
e 2= 3: Zerlege alle Erzeuger eines beliebigen Erzeugendensystems in ihre
homogenen Komponenten. Diese liegen nach Voraussetzung in N und bilden alle
zusammen das gesuchte homogene Erzeugendensystem.

e 3=>1:n= ZanB Darstellung von nin der Basis mit Faktoren r, aus R (z. B. dem
Polynomring). Zerlege die r;-s in homogene Komponenten r, , bilde r;,n, e N,

fir ein s und sortiere die verschiedenen r, n, nach den s.
Rechts-Klrzungsregel gilt in X, N ein X-graduierter R-Untermodul von M, (”BE B)
homogenes Erzeugendensystem von N, dann: Jedes Element ne N, hat eine

eindeutige Darstellung n:ZanB mit homogenen Elementen r,e R, so dass
BeB

deg(rﬁ)* deg(nﬁ): svBe B.

I homogenes, echtes Ideal von R, dann:

list Primideal (h=fge ;,f,ge R=fe Pvge P).
< h=fge l,f,ge Rhomogen =fe Pvge P

R, ::y(?()RY ist ein homogenes Ideal von R.

graduierte Version von Nakayama’'s Lemma: M, c M, c M, + R, -M, => M, =M,:

e Beweis:
* nur noch zu zeigen: M, c M,
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Angenommen, nicht, dann gibt es ein homogenes me M, \ M, mit minimalem
Grad.
t
wegen M, c M, +R,-M,: m=m'+> " f,
eM, i=1 7;{:
Wegen deg(f,)>0 und deg(m)=deg(f )
von msind also g, € M,.

t
Also m= ’ILJFZ f. g, € M, und nicht me M, \ M,. Widerspruch.

—
eM, i=1 eR,eM,
%F_J

eM,

e (m,...,m,) (m,-s homogene Elemente) erzeugt M. < (m,,...,m,) erzeugt M/R, - M .:
e Beweis:

‘=’ klar

=
e Sei N:=(m,,...,m)cM.

e nach Voraussetzung N=M/R, M= N+R, M=M=N+R,_-Mo>M
e mit Nakayama’s Lemma N=M

e R, Korper, dann: Jedes homogene Erzeugendensystem von M enthalt ein minimales.:
e Beweis:

Sei M=(m,,...,m,). Gehe lberzu M =M/R, -M.Dann: M =(m,,...,m,).
Da R, = R/R, ein Kérperistund M =M/R, -M ein R,-Modul ist, ist M sogar ein

Vektorraum.
Vektorrdume besitzen minimale Erzeugendensysteme, namlich Basen. Streiche
also (m,,...,m,) zu einer Basis zusammen, 0. B. d. A. (m,,...,m,) mit r<s.

dann: M=(m,,...,m)

2.1 Special Generation

e spezielle Erzeugung von Untermoduln: M P-Untermodul von P’, g,,...,g. € P" \{0}

((91

,...,g.) sind ein spezielles Erzeugendensystem von M, wenn die Bedingungen

erfdllt sind), dann:

A,

:Vme M\{0f,,....,.e Prm=> fg, ALT(m)>LT(fg;)

i=1

e A, :Vme M\{0f,....f.e P:m=> fg, ALT(m)=max{LT(fg,)}

i=

e Beweis: klar
e Erzeugung von Leitterm-Moduln: M P-Untermodul von P", g,,...,g9, € P’ \ {0}, dann:

B,:

(LT(g,)....LT(g,)) erzeugt LT{M}.

& B, :(LT(g,)....LT(g,)) erzeugt LT(M).
e Beweis: klar
e M P-Untermodul von P’, g,,...,g. € P" \{0},dann: A, = A, B, ©B,

e Beweis:
e A,=B,: Fir alle m ist LT(m)=max{LT(fg,)}= LT(m)=LT(f,g,)=LT(f,)-LT(g,)
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fir ein jund somit LT(m)e (LT(g,)....,LT(g,))

e B=A:
e Angenommen, es gibt m-s, die nicht dargestellt werden kénnen. Wahle ein
kleinstes.
e Sei LT(m)=tLT(g,). Wegen der Wahl von m hat m=m-tg, eine
Darstellung.

 Dann aber auch m=m’+tg,. Widerspruch.

2.2 Rewrite Rules

e Definition ‘m, reduziert sich auf m, in einem Schritt mit der Ersetzungsregel g,

gi

G
(m,—m,): m,=m,—ctg, nt-LT(g,)e Supp(m,); ‘m, - m,’: m, reduziert sich auf m,

G
in mehreren Schritten beliebigen g, -s; ‘irreduzibel bzgl. —’: nicht mehr reduzierbar
e Eigenschaften von Ersetzungs-Relationen: ¢ Term-Ordnung

G G
m,—>m, Am,—>m, = m,=m,

e Beweis: klar

G G
m, = m, = tm, ->tm,
e Beweis: klar
G G . . . -
m, - m, —... wird letztendlich stationar
e Beweis: Durch das Reduzieren wird jeweils ein Term durch zwar u. U. mehrere
andere, aber echt kleinere ersetzt.

gi G G
m, — m,, m, beliebig=3Im, :m, + my >m, Am, + my ->m,
e Beweisidee:m,:= m, +m,—(c+c)tLT(g,)=m,+m,-ctLT(g,)
:mz‘*:;T—JT(g/)
G G G

m,¢<>mM, AMy; <>M, = M, + My <>M, +Mm,:
e Beweis: klar

G G
m, <> m, = fm, & fm,:

. G G

e Beweis: folgt aus ‘m, »>m, = tm, ->tm,’

G
me0 e me(g,,....q,):

G

e Beweis: m&0e m-> fg, =0 m=> fg, < me(g,,....9,)

G

m&m, <&m —m,e <g1""’gs>

G
* Beweis: Folgt aus ‘m«0 < me (g,,....9,) .

e M=(g,,....g,) P-Untermodul von P, dann:
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G
C,im->0smeM
G

& C, :me Mirreduzibelbzgl. - = m=0

G G
< C,:mye PP =31m, e P" : m; - m, A m, irreduzibel bzgl. —»

G G G G

sC,im—-m,Am—m, =3Im, :m,—>m, Am, —m,
e Beweis:

G
e 1=2: me Mameo = m=0, weil mirreduzibel ist.
C

e 2=3: Annahme:
G G ~ ~ . . ~ ~
m, ->m, Am;—m, = m, —m, € Mundirreduzibel=>m, -m, =0 = m, =m,
<,
2

e 3= 4:
4 /o H G 4 G ’ G ’ G 4 4 4
m;,, my irreduzibel: m, - m, Amy; ->m; = my > m, Am; > Mm;=m, =m, =.m,
Cs
e 4= 1:siehe ‘University; Computational Commutative Algebra 1; Lecture Notes’
e Definition ‘confluent’: C, ist erfullt.

G
e m—0, dann:

e LT(m)=t -LT(g,) firein g, 1g,,...,9.}:
e Beweis: Weil LT(m) in irgendeinem Reduktionsschritt verschwinden muss.

, LC(m) s ., , .
3f m— tg, = fg, ALT(m)>LT(f'g, Vi
Clg,) 9 =%

e Beweis: Sammle die ct-s zu jedem g, aus den Reduktionsschritten.

e df,im= Zf/g, ALT(m)= maX{LT(f/g/ )}
i

. ‘ s, Lc(m),
e Beweis: wegen m_;ﬂg/ertg“
e M=(g,,....9,) P-Untermodul von P, dann:
AioA, B, B, 0, (0,0, C,
¢ Beweis:
e A,=C,:

e Angenommen, es gibt m# 0 irreduzibel.
eM

Mo

e nach A,: m=

fg. ALT(m)=max{LT(fg,)}. Sei t der Term mit

LT(m)=max{LT(f,g,)}=tLT(g;)
¢ Dies bedeutet aber, dass sich mmit g, reduzieren lasst. Widerspruch.

I
N

~—

G s
o C, = A,:bereits gezeigtin ‘m—0=3f, :m=>"f,g, ALT(m)=max{LT(f.g,)}’
i=1

2.3 Syzygies
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Definition ‘Syzygie von G:=(g,,....9.) (g, M): (f,..., ng,_o (f,eR);

‘Syzygien-Modul von G Syz(G)’: Menge aller Syzygien von G
vE M, dann: Syz(G)=ker(A)
€, g,
1,

Definition ‘exakte Sequenz’: M, — M, —>M mit im(f,) = ker(f,)

O->M—->P P /M—-0 ergibt nach Einbau von A
A
0-Syz(G) > P* 5P > P /M—-0
N=(M(@g,)....M(@. ), A T N Gann: Syz(LM(G)=ker()
¢, > LM(g,)

0 Syz(LM(G)) = P* S>P" - P" IM—0
(Ps)re, :={Zslcjtjgje Ps|t/ LT(Q/)=fei},danni
=

e P wird zu einem T"(e,,..., e, )-graduierten Modul Uber dem T"-graduierten Ring P,
denn P*= & (Ps)te,-

te,cT"(ey,....e,)

e A ist ein Homomorphismus T"(e,,...,e,)-graduierter ~P-Moduln (d. h.
A(P)., ) (P7))

A
e 0-5Syz(LMG))-» PSP P /M—0 besteht aus  Homomorphismen
T"(e,,...,e,)-graduierter Moduln.

Definition ‘c-Grad von m deg_(m)’ (m= the, Dekomposition von m in seine
te;eT"(ey....6,)

homogenen Komponenten): deg,(m):=max{te,}; ‘c-Leittorm von m LF (m)
LFG (m) = mdegc(m)

Definition ‘deg,, ;(m)’ ((Ps)te/ = {ZS: c;tie; e Pot; LT(g,)= te,} ,S.0.); 'LF, 5 (m)’
j=1

S
m = ijsj , dann:
j:

e deg,o(m)=max{LT(fg,)}
. LFGG ngl, wobei

0, faIIs LT(f g,)<deg,s(m)
fi=1ct,, fallsLT(f,g,) = deg,q(m) ALM(f,g,)= c,t, LM(g,)
20 )
fundamentales Diagramm:
0 - Syz2iG) — P° S P S PIM S0
LLF lLM

0 » Syz(MG)) » P° - P — P /N - 0
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* bzgl. der Kommutativitat des Diagrammes:
e me P*\Syz(G), dann:
o LT(A(m))<deg,qs(m)
e LF(m)e Syz(LM(G)) = LT(A(m)) < deg, ;(m)
o A(LF(m))=LM(A(m)) & LT(A(m))= deg,, s (m)
e me Syz(G), dann: LF(m)e Syz(LM(G)) und LF,

|Syz(

o -Syz(G) - Syz(LM(G))

e Beweis: klar (siehe ‘University; Computational Commutative Algebra 1; Lecture

. Sy[z\lyog}ieesn) von Elementen von monomialen  Modulen: LM(gj):cjtjeyj,
. kgv(t,.,t,): o
v t, 9gT(t,,t;)

e Flr i<jay, =y, ist o, :=%t,js, —Cijtj,ej eine Syzygie von LM(G) und homogen

vom ¢ -Grad deg, (G,,):kgV(t,,tj )eyl
. SyZ(LM(G))=<G,j|1Si<jSS/\'Y,- :yj>, also endlich erzeugt und ein T"(e,,...,e,)-
graduierter Untermodul von P?®
o v, #Yy,Vi<i<j<s= Nur (0,...0) ist Syzygie.
e Beweis: klar
e Definition ‘Liftung me P° eines Elements me P*’: LF(m)=m
¢ D-Bedingungen:
D, : Jedes homogene Element aus Syz(LM(G)) hat eine Liftung in Syz(G).
& D,: Es gibt ein homogenes Erzeugendensystem von Syz(LM(G)), das nur aus
Elementen besteht, die Liftungen in Syz(G) haben.
& D,: Es gibt ein endliches, homogenes Erzeugendensystem von Syz(LM(G)), das nur
aus Elementen besteht, die Liftungen in Syz(G) haben.
e Beweis:
e 1= 3:
e Nach ‘Syz(LM(G)):<c,].|1si<jSS/\y, :yj>’ gibt es ein endliches

Erzeugendensystem von Syz(LM(G)).
e Nach Voraussetzung (D, ) haben diese Erzeuger Liftungen in Syz(G).
e 3= 2:trivial
e 2=1:
e Stelle das homogene Element aus Syz(LM(G)) als Linearkombination der nach
D, existierenden Erzeuger dar.
e Ersetze in der Linearkombination die Erzeuger durch ihre Liftungen in Syz(G).
¢ Dies ist die gesuchte Liftung des homogenen Elements.
e (m,,...,m,) homogenes Erzeugendensystem von Syz(LM(G)) und m,,...,m, € Syz(G)
die Liftungen (d. h. LF(m,)=m,), dann: (m,,...,m,) Erzeugendensystem von Syz(G)
e Beweis:
e Angenommen, es gibt m-s in Syz(G), die nicht als Linearkombination der m,-s
dargestellt werden kénnen. Wahle ein kleinstes m.
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e Weil (m,,...,m,) Syz(LM(G)) erzeugt und LF(m)e Syz(LM(G)), besitzt LF(m) eine
Darstellung LF(m) = Y.ctm .
e Dann ist m' = m—chtjm,) kleiner als m und kann somit mit (m,,...,m,)
dargestellt werden.
o Dann aber auch m:= m'+ 3 c;t;m, . Widerspruch.
M=(g,,....95) P-Untermodul von P, dann:
A,eA,eB, B,C,<C,sC,«C,<D, D, D,

e Beweis:
e A, = D,: siehe ‘University; Computational Commutative Algebra 1; Lecture Notes’

e D, = A, : siehe ‘University; Computational Commutative Algebra 1; Lecture Notes’

2.4 Grobner Bases of
Ideals and Modules

Charakterisierung von Grdbner-Basen: M::<g1,...,gs> P-Untermodul von P", dann:
A,eA,oB, B,C, <C,C,«C,<D, <D, D,
Definition ‘o -Grébner-Basis (g,,....9.)": (g;.....g,) erfillt A,,...,D,

2.4.1 Existenz von Grobner-Basen

Gir-nGs € M ALT(M) = (LT(g,).....LT(9, )y = M=(g;.....9:) A (g}, 9;) ist o -Grobner-

wichtig!

Basis.
e Beweis:

¢ Annahme: Es gibt me M\(g,,...,g,). Wahle ein minimales aus.

e Dann ist wegen LT(M)=(LT(g,)....LT(g,)) LM(m)=rctLT(g,)

¢ Nach Wahl von mist m ==m-ctg, € (g,....,9,).

e Dann aber auch m=m’+ ctg,. Widerspruch.
Es gibt immer eine o -Grébner-Basis.
e Beweis: Folgt aus eben Gezeigtem und Proposition 1.5.6.b

(Am,,...,mye M:LT(M)=(LT(m,)....,LT(m,))).
Definition ‘Noetherian Ring/ Modul’. Jede aufsteigende Kette von Idealen/ Untermoduln
wird letztendlich stationar.
R Ring, M R-Modul, dann:
Jeder Untermodul in M st endlich erzeugt.
< Jede aufsteigende Kette N, c N, ... von Untermoduln wird letztlich stationar.
< Jede (nicht leere) Menge von Untermoduln besitzt ein maximales bzgl. Inklusion.
Hilbert’s Basis Theorem:
e Buch-Variante: Jeder endlich erzeugte Modul M Uber einer endlich erzeugten K-

Algebra ist Noetherian. Insbesondere ist K[x,,...,x. | ein Noetherian Ring.

e Beweisidee:

e Zeige: Jeder Untermodul M” von Mist endlich erzeugt.
e K=P/lI, M=P"/U (siehe Definition ‘Presentation einer R-Algebra’)
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e Damit sind Untermodule M” von Misomorph zu N/U, wobei N ein Untermodul
von P’ ist.
¢ Wenn nun N und U endlich erzeugt sind, so ist es auch M".

e Da Nund U Untermodule von P’ sind, besitzen sie eine Grobner-Basis, welche
endlich ist.

2.4.2 Normalformen

bisher: Kein eindeutiger Representant fiir eine Restklasse in P" /M konnte gefunden
werden.
me P’,mimG, my irreduzibel bzgl. i>:> m ist eindeutiger Representant fur m und ist
unabhangig von der gewahlten Grébner-Basis:
e Beweis:
e Sei H eine weitere Grobner-Basis und mi> my,, m, irreduzibel bzgl. i>
e Dannist m; —m, e M ebenfalls irreduzibel und nach Bedingung C, m;-m, =0.
e also m;=m,
Definition ‘Normalform von m NF_,,(m)’: NF_,,(m):=m,
G=(g,,....9.), dann:
* NF,y (m)= NR,c (m)
* NF,y (m1 —m, ) =NF, (m1 ) —NF, (mz )
* NF,, NF,, (m))=NF,,, (m)
Untermodul Mitgliedsschafts Test: M :=(g,,...,g,), N =(h,....h,), dann:
e m, =m, < NF(m,)=NF(m,)
e MeMem =0eNF(m)=0
e NcMeNF,(h)=0vi
e N=M o NF,(h)=0viaNF,(g,)=0vj
o NcMALT{M}cLT{N}=M=N:
e Beweis:
e Wegen N c M gilt LT{M} o LT{N} automatisch und somit LT{M}=LT{N}.
e Sei me M. Wegen LT{M}=LT{N} ist NF, (m)=NF,,(m).
e Da meM ist NF,(m)=0, also NF,(m)=0, also me N, also Mc N, also
M=N.
neue Version von Macaulay’s Basis Theorem: G Grdbner-Basis von M, dann:
B:=T"(e,....e,)\ (LT(g,)...,LT(g,)) isteine Basis des K-Vektorraums P" /M.

als Monomodul LT{M}aufgefasst

2.4.3 Reduced Grobner-Basis

Zu einer Grdbner-Basis kénnen beliebige Elemente hinzugefligt werden und es bleibt
eine Grobner-Basis.

Definition ‘reduzierte o -Grobner-Basis’:

e LC(g,)=1vi

e (LT(g,)....LT(g,)) ist ein minimales Erzeugendensystem von LT(M).

* Supplg; -LT(g))) nLT{M}={ }

Existenz und Eindeutigkeit von reduzierten GrObner-Basen: Es gibt immer eine
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eindeutige reduzierte ¢ -Grébner-Basis.:
e vorhandene Grébner-Basis (g,,...,g,) in eine reduzierte verwandeln:

1. g,-s normieren

2. {9,,....9,}e {9,,....9.} bestimmen, so dass (LT(g,)...,LT(g,)) ein minimales
Erzeugendensystem von LT(M) ist.

3. Nun: g, =LT(g,)+ h,. Ersetze h, durch NF(h,), also g, =LT(g,)+NF(h,).

Definiton ‘M definiert tiber K (k Unterkérper von K): Es gibt Elemente aus (k[x,,...,x.]),

die M erzeugen.; ‘Definitionskérper von M K: M ist definiert Gber k und es gibt keinen

echten Unterkdrper k' c k, Gber dem M definiert ist.

K Kérperweiterung von K, M’ P’-Untermodul von (P’)", M P-Untermodul von P’ von

den Elementen aus M erzeugt, dann:

e Jede Grbébner-Basis von M’ ist auch eine von M.

¢ Die reduzierte Grobner-Basis von M’ ist auch die von M.

Existenz und Eindeutigkeit des Definitionskorpers:

e Es gibt einen eindeutigen Definitionskdrper von M.

e Der Definitionskorper von M ist der Koérper erzeugt Gber dem Primkorper von K durch
die Koeffizienten der Terme in den Supports der Vektoren der reduzierten Grébner-
Basis.

2.5 Buchberger’s
Algorithm

Definition ‘Menge der kritischen Paare B: B:= {(/ j)|1Si<jSS,Y,- :y,} ‘S-Vektor/ S-

Polynom von g, und gj.’: S,.j = k(cﬁ):clt,.jg, —Cltj,.gj

i i

S, eM:
G
* Beweis: Folgt, weil G eine Grébner-Basis ist und S; —0, aus Bedingung C,.

G
S; —0, dann: o, hat eine Liftung in Syz(G):

e Beweis: siehe ‘University; Computational Commutative Algebra 1; Lecture Notes’
Buchberger’s Kriterium: G ist eine Grébner-Basis von M. < NR,(S;) = 0v(i, j)e B:

e Beweis:

e =

o Gilt, weil S; = x(c,,)=cit,.,g,. —Citj,.g, € M und G Grébner-Basis ist.
i j

o ‘="

G
e NR4(S;)=0=5,-0 = o, hat eine Liftung in Syz(G)= G ist

siehe Proposition von gerade Dy
Grébner-Basis
Buchberger’s Algirithmus: LM(g,) = c.t.e, , dann:

itiy;
1. 8 =s, B::{(i,j)|1si< j<s,y, =yj}
2. Falls B=1{ }, ist G eine Grobner-Basis. Ansonsten wahle ein (i, j)e B und Idsche es
aus B.
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3. Berechne S; und NRG(S,].). Falls NRG(S,]): 0, gehe zu 2.
4.8 =5+1, g, =NR4(S;), G=Gu{g,}, B=BuU{is[1<i<s,y,=7,} und gehe

zZu 2.
Erste Optimierungen von Buchberger’s Algorithmus:

G
e Statt NRG(S,/.) zu berechnen reicht es ein Element m zu berechnen mit S, —m und

LT(m)e (LT(g,)....LT(g,)).

e B cB,sodass (o,|(i,j)e B) Syz(LM(G)) erzeugt, dann reicht es in Schritt 1 mit B’
anzufangen.

e ‘normale Auswahl-Strategie’: Wahle in Schritt 2 das (i, j), so dass kgV(t,,tj) bzgl. o
méglichst klein ist. Oder vereinfacht: Wahle in Schritt 2 das (i, j), so dass kgV(t,t;)
einen moglichst kleinen Grad hat.

Definition ‘triviale Syzygie von f,ge P’: (- g,f)

Falls wir im 1-dimensionalen sind, also die g;-s einfache Polynome sind, und

ggT(t,,t,)=1, so hat o, eine Liftung in Syz(G). M. a. W.: Wenn ggT(t,.,tj): 1, so kann

die trviale Syzygie von (LM(g,}LM(g;)) zu der trivialen Syzygie von (f,g) geliftet
werden.

Falls wir im 1-dimensionalen sind und die LT(g,)-s paarweise co-prim sind, dann ist G

Grobner-Basis.

der erweiterte Buchberger Algorthmus: LM(g;) = ¢;te, , dann:

1. §":=s,A =1 (Einheitsmatrix) , B:= {(/ j)|1 <i<j<sy,; =yj}

2. Falls B=1{ }, ist G eine Grobner-Basis. Ansonsten wahle ein (i, j)e B und Idsche es
aus B.

3. Berechne mit dem Divisionsalgorithmus eine Darstellung S; = q,g, +...+ g, gy + P.
(Dannist p = NRG(S,/.).) Falls NRG(S,/.) =0, gehe zu 2.

4.8 =5+1, g, =NR4(S,), G=Gulg,}, B=Bu{is)1<i<s,y =v,}, hange

den Spaltenvektor (l t;a; —ltj,éj -qa —...— qs,és,j an A an und gehe zu 2.
c

C i

Dies ist ein Spaltenvektor der Lénge s.

Der erweiterte Buchberger Algorithmus erzeugt eine Matrix A mit G'=GA.

2.6 Hilbert’'s
Nullstellensatz

Definition ‘affine K-Algebra’: endlich erzeugte K-Algebra
Definition ‘Menge der Nullstellen eines Ideals /:=(f,...f.)c P =K|x,....x,] Z(I)*

2()={a,....a,)e K'|(a,....a,) = Ovf I}
f(a,...,a,)=0
(a,...,a)e Z(l) : :
f(a,...,a,)=0
e Beweis: klar
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Definition ‘treuflach’: 0 — | — P — O exakt < 0 — | — P — 0 exakt
Hilbert's Nullstellensatz (schwache Version): Z(I)#{ } < [ # P bzw. < 1¢ |
e Hier wird oft nur Z(/)#{ } = I # P bewiesen.

e [P PN l#P

weil K[x;,....x, ]\T(v[;1 X, | treuflach
Hilbert’s Nullstellensatz (kdrpertheoretische Version):
e mmaximales Ideal = mn K[x,] = (0)

e Die K-Algebra P/m ist ein algebraischer Erweiterungskérper von K von endlichem
Grad.

Definition ‘Verschwindungsideal I(S) (Sc K"):
{f e Klx,....x,)f(a,....a,) = 0¥(a,...,a,) s}
Maximale Ideale von P haben die Form (x, - a,,...,x, —a, ), wobei (a,,...,a,)e K".

Das Verschwindungsideal ist ein Ideal.
e Beweis: klar
Verschiede ldeale kdnnen dieselbe Nullstellenmenge haben.

Definition ‘Radikal von / +/1: {fe Fn"f’ e I fir ein i > 1f; ‘Radikalideal’: v/ =/
2(1)=zW1):

e Beweis: dc Z(I) & f(a)=0vfe | o f/(@)=0vfe i21e ac ZWi)
Hilbert’s Nullstellensatz (starke Version):

o 12()=+1

V4
Es gibt die Bijektion {Radikalideale von P}~ {Nullstellenmengen in K" }.
e

/

3.1 Computation  of
Syzygies Modules

Definition ~ ‘durch  (5,G)  induzierte  Ordnung  auf  T"(e,...g) 1=
te, > te; 1= tLT(g,) >, LT(g,)v tLT(g;) =, t'LT(g,)Ai < j

T ist eine Term-Ordnung.

Y= {c,.].|(i, j)e B} ist eine t-Grdbner-Basis von Syz(LM(G)).

G o -Grbbner-Basis von M, dann:
e o,eSyz(G), d. h. Ao,)=0, oder es gibt, weil G eine Grébner-Basis ist, eine

Darstellung k(c”):iﬂ,kgk mit
k=1

degslo,) =  max LT(i t,jg,j,LT . > LT((s,)
nach Definition von degg of Cj weil 0;eSyz(LM(G)),
siehe auch Proposition 2.3.6.b

m ?X {LT (fijk 9k )}
A,

Sl

na
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c;.falls o, € Syz(G)
e Definition ‘s, ’: s, = s
P ey - D 9, falls o & Syz(G)
pa
o {s,[(i, j)e B} ist eine t-Grobner-Basis von Syz(G)
o {o,/(i,j)e B c B} erzeugt Syz(LM(G)) = {s,|(i,j)e B} erzeugt Syz(G)
e Berechnung des Syzygien-Moduls von Grébner-Basen:
1. Initialisiere Mals sx0-Matrix (s Zeilen, 0 Spalten) und B:={i, )J1<i< j<sy, =7,}.
2. Falls B=1{}, bilden die Spalten von M eine t-Grdbner-Basis von Syz(G).
Ansonsten wahle ein (i, j)e B und I6sche es aus B.
3. Berechne §;. Falls S; # 0, berechne mit dem Divisionsalgorithmus eine Darstellung

Sj =gy +...+ 0.

i if
4. Falls S; =0, fige o, als Spaltenvektor M hinzu; falls S; # 0 flige o, - > f,, als
k=1

Spaltenvektor M hinzu; gehe zu 2.
e Berechnung von Syzygien-Moduln (H Erzeugendensystem fur Modul M; Matrix M (hat
nichts mit dem Modul M zu tun, einfach eine Bezeichnung flr 2 verschieden Dinge)
Erzeugendensystem fiir Syz(G)):

e Esgilt also: GM:(Q GJ.
eP’

1. Berechne mit dem erweiterten Buchberger Algorithmus aus H eine Grobner-Basis G
mit G = HA.

2. Berechne mit dem Divisionsalgorithmus h; = b;;g, +...+ byg, und daraus H = GB

e Es gt (0 - 0)=GM=HAM, also AMcSyz(H), und es gilt
H=GB=HAB < H-HAB=(0 - 0)e HiI-AB)=0 - 0), also
(I- AB) c Syz(H).

e Insgesamt gilt: N :=(AM | /- AB)=Syz(H).

e Explizite Mitgliedschaft:

S

* me M bzgl. G gegeben (m=> fg,

1

); Ziel: Darstellung von m bzgl. H.

i=1

- — _ t
e m=Gf = (HA) = H(Af), also ist m=>"g;h, die gesuchte Darstellung.
_7 i=1

e Wenn der erweiterte Buchberger Algorithmus verwendet wurde, ist A:[lt| c J

[Se]
ot D(s-t)

t Zeilen
7

Decompose M = . Dann: Syz(H) wird erzeugt von M’ +C-M" .

W_AJ
s—t Zeilen

e Beweis:
e G wurde aus H gebildet, indem Vektoren angehangt wurden. Daher

H:GB:B:[%)
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e daher: Syz(H)=N=| AM|/- A B =(AM|/—/)=(AM|0)=((/,|C)[AA@|0J

=(rlc) (1,
i
e also Syz(H)=M+C-M"
¢ |teratives finden eines irredundanten Erzeugendensystems von M (erzeugt durch H):

e he(h,..,h_h,,...h)eDas durch die ite Zeile von N erzeugte Ideal ist das
Einheitsideal von P, das heiBt es enthélt die 1.:
e Beweis:

e Angenommen, es gibt in der i-ten Zeile von N bereits eine 1 in Spaltej Dann ist

anj O@an]h +n h + an] =0 h = {anjh + anj J

k=i+1 k=i+1
e Also he(h,...h_,h.,.. ,h).

¢ AuBerdem ist offensichtlich die 1 in dem von der i-ten Spalte erzeugten Ideal.
e Es ist leicht einzusehen, dass es bereits reicht, wenn die 1 in dem von der i-ten
Spalte erzeugten ldeal liegt.

3.2 Elementary
Operations on Modules

* M=(g,...9,), N=(h,...h), I =(f,....f,) (Ideal), dann:
e M+N=(g,...95h,....h)
o [-M=(f9g,....005 591 Ggr- . G- £, 95)

o F=(fifliefi..u)

3.2.1 Intersections

f1;/'
e (v,..,v,) € P*" Erzeugendensystem von Syz(g,,....g.h,....h) mit v, = i |,
fs+t;/
7\'( ) g/,dann 7\' ( ) <(f1/5 ,fs/)1SjSU>
S S fl/
* Beweis: Z g/ +z S+ij / 0<:ZfU Z s+ij / :7\‘_1(n)
i=1 i=1 f
eM eN =n s/
e Schnitt von 2 Untermoduln:
o« MAN=AML'(N)= <Z g,|1£j£u>
* Beweis: folgt aus A7 (N)=((f,,...f, 1< j<u)
I G 0 b
o jetzt: M:= [/’ 0 HJ’ Syz(M)=(v,,...,v,) < P"™**" mit v,=| i |, dann:
' fr+s+t;j
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MAN=(| i 1<j<u
f,
e Beweis:
f1j fr+1;j fr+s+1;j O
Il :|1+G : [+0 : |=|:|eP’
i fr+s;j fr+s—t;j 0
°
f1j fr+1;j fr+s+1;j 0
Ll i |+0] : |+H P |=|ileP
frj fr+s;j fr+s—t;j 0
f1j fr+1;j
D l=-G : |eM
i fr+s;j
e also:
f1j fr+s+1;j
=—H : |eN
I fr+s—t;j
a
e also:| : [eMnN
f.

Ui

Definition ‘Presentation von M via Erzeuger und Relationen’ (w[é} = vj,(pLé. } =m,):

v ¢
R*—-R°*—>M—0
M=R*/v,,...v,)
f1/' f1;/'
w,=| 1|, wobei v,=| der jte Erzeuger von Syz((g,,....g.hy.....h)),
fsj fs+t;j
= : N : PY — P?
L:PS > M/(MnN) die von A induzierte Abbildung, : _ , dann:
e W,

v x
P! —P*—>M/(M~N)— 0 ist eine Presentation von M/(MN).

Berechnung von mehrfachen Schnitten:
e Mn...aoM)=M,~...aM_ )M,

I M 0 - O
e M= 0 )
: : . . 0
I 0 - 0 M,

Berechnung von ggT und kgV:
e Berechne die reduzierte Grébner-Basis des Schnittmengen-ldeals (f)n...n(f,),
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dann: Diese Grébner-Basis besteht nur aus dem einen Element kgV(f,,...,f, ).

ff
o ggT(f,f)=— 2 ogT(f,....f. )= ggT(ggT(f,....f. L f,
99T (f,1,) kav(r) 9 (f, )=ggT(ggTl(* D)

3.2.2 Colon Ideals and Annihilators

e Definion ‘Colon Ideal: N: M:={re Rr-Mc N}; ‘Annihilator von M:
Ann, (M) :={r e Rir-M =0}

e N:y M=Ann,(M/M~N):

e Beweis:
Ann,(M/MAN)={re Rr-Mc M~ N} = fre Rr-McN}=N:, M

weil automatisch r-McM

e Remark 3.2.12

o N:=(h,..h), (v,...,v,)=Syz(g,h,...h), v, = S ,dann: N (9)=(r,,....r,)

I

e Beweis: N: (g>:{re Rlr-(9) < N}é rg’ =sh+..+sh o S:‘ e Syz(g,h,,...,h,)
(9) eN i
St

e Berechnung von Colon Idealen: M =(g,,...,g,), N =(h,....h), dann:
e N: M=Ann,(M/MAN)= ﬁ(N:P (g,))

j=

* Beweisidee: Zeige {r e Rr-Mc N}: rs]{re Fn’|r-(g,> c N} durch ‘c’ und ‘o’.
i=1

g H 0 - 0 r,
L0 S

o« L=| . . .. 0 , (Viooov, ) = Syz(L), v, =| 7 |, dann: Ny M=(r,,...,r,)
g 0 - 0 H S...

(sr)x(1+ts)

* Beweisidee: Benutze N, (g)=(r;,...,r,).

3.2.3 Colon Modules
¢ Definition ‘Colon Modul’: N :,, | = {me M|/- mc N}
e Proposition 3.2.18
e M=(g,....9,), N=(h,...h), MAN=(v,..,v,) (somit v,=fw, fir irgendein
w;,e M, denn v, e M, denn v, e fMn N), dann:
o« Ny (f)={(w,...w,)
e Beweis:

o '’
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me Nz, (f)=fme M nN=m=) av,=> afw,

trivialer Weise i=1

—fZa e (w,...,w,)

e(wy,...w,)

e o fw,=v,e  MANcN=w,eN: (

. Syz(fg1,...,fgs,h1,...,h,):<\71,..., dann: N, :<z >
s+t]
. Bewels
Ny ()={me Mfmc N} & f(fg, +...+ £.9,) = fh +...+ £ h,
%/—J
f
e | ¢ |eSyzlfg,....fg., hy,.... h)
f

S+t

Berechnung von Colon Moduln: M :=(g,,....g), N =(h,,....h,), I =(f,....f), dann:

o N:l=NN:, <f:>)

* Beweisidee: Zeige {me M|I-m c N}: r/]{me M|<f,> .mc N} durch ‘c’ und ‘2.
i=1

f1;j
fG HO - 0 ‘
S0 e e fsj N
o L= . . . 0 , (Vyeonyv,) = Syz(L), v, = f’1’ ,dann:N:MI:<Z17‘ijg,>
: : . . S+1;j i=
fG 0 - 0 H :
(Ir){s+1) fs+tl;j

e Beweisidee: Benutze N ;,, (f) = <Z f,./.g,.>.
i=1

Definition ‘Nicht-Nullteiler fiur U fe R’: f-m=0= m=0; ‘requlare Sequenz fur U
(,....f): (£,....f)U = U A f ist Nicht - Nullteiler fir U/(f,...,f_ )JUv1< i< |
Corollary 3.2.24

3.3 Homomorphisms of
Moduls

left out

3.4 Elimination

Definition ‘Eliminations-ldeal von / bzgl. {X/w n}’: /mK[x1,...,ij
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e Definition ‘P’ (L < {x,,...,x,}): P = K[x|x e L]

e Definition ‘Eliminations-Ordnung G c ist Modul-Termordnung und
LT(m)e P" = me P’ ; ‘Eliminations-Modul von Mbzgl. L M": M =M ~ P’

« Definition ‘T(e,,....e,)": T{e,....e,) = T(e,,....e,) " P";G": &= o

(ey,...e,)
e ¢ Modul-Ordnung = 6 Modul-Ordnung
e ¢ Modul-Term-Ordnung = & Modul-Term-Ordnung
e Berechnung von Eliminations-Moduln:
o LT,(MAP")=LT, (M) P’

e Beweis:
o ‘citecelT,MAP )= te e LT(M) Ate e P = LT, (M)A P
%/_/
oLT, (MAPT)
o ‘5’
te. e LT,(M)NP = te e LT. (M)A te e P’ = 3g, € P :te, =LT_(g;)

dacEIimin;%nsordnung
LT, (M~ P)
e G c-Grébner-Basisvon M = G:= GNP’ 6-Grobner-Basis fiir M =M P’
e Beweis: Folgt aus gerade Gezeigtem.
e G reduzierte o-Grobner-Basis von M = G = Gn P’ reduzierte 6-Groébner-Basis
fir M=Mn P’
e Beweis: Folgt aus gerade Gezeigtem.
e M=(g,...9,), N:=(h,..h), U=(yg,...yg,0-yh,..(1-yh)cPly], dann:

MAN=UNP’
e Beweis:
s t s ;
veMaNev=3pg,=>ah ev=yv+(-yl=y> pg+01-y>qh
i=1 i=1 i=1 =1
S t
= (py)g; +> (a.(1-y)h e UnP’
= EP[}’] =t eP[y]

e 1<i<l, M =(gn...Gs ), U=lgtofll-y-..-ylelcPly,...y], dann
AM =UnP
i=1
e Beweis: wie eben

e M:={(g,...9,), N=(h,...h), dann:

e feP, U=1{fg,...1v9,,0=y)h,...,0-y)h},
v, = fw, dann: Nz, () = (w,,...,w,)

i -

-
einer der Erzeuger von UnP" weil UNP"=fMnN (vgl. oben: U &hnlich

definiert, d. h.ohne f-s,dann: UnP"=M~N)

o 1= nf), fy)=fi+fy+ 1ty e Plyl, dann Ny, 1= (NP, (F(Y) A P

3.5 Localization and
Saturation
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3.5.1 Localization

Definition ‘multiplikativ abgeschlossene Menge S c R’:

e 1, S

e abe S=abe S

Definition ‘(m,s) ~ (m’,s")’ (M R-Modul, S multiplikativ abgeschlossene Menge von R):

(m,s)~(m,s’):=3s":s"(sm-sm’)=0; ‘M’: Menge aller Aquivalenzklassen; . die
s

Aquivalenzklasse von (m,s)

m. m  sm+sm’ m_ rm . .
Mit —+— =——— und r-— = — wird Mg zu einem R-Modul.
s s Ss S S
M — Mg

Einbettung: m i m

’

rr_mr . .
Mit —-— =— wird R4 zu einem Ring.
s Ss ss
. r m_rm
Mit —r— =
s s

R— RS
Die Einbettung o r ist ein R-Algebren-Homomorphismus.

Definition ‘Lokalisation von Min S/ Briiche-Modul von M bzgl. S': der R;-Modul Mg
Definition ‘ M,”: M, := Mg mit S = {f'}
0e S=M,=0
e Beweis:
M. gvme M, denn m.
s 1 s S
e Wahle s"=0e S
My =0 o Ann,(M)nS ={ }:
e Beweis:
. m.Oym, M, denn m. 9<:>E|s”:s”(1‘m—s-0):0
s 1 s s 1
e Wiahle s”e Ann,(M)n S

erweiterte Division: fe R[x,...,x], g(y)e Rlx,....x, y] =
3qly)e Rlx,....x, Iy} r e Rlx,,....x,]: F*99g(y) = qly)- (fy =)+ r
R, = Rlyli(ty 1)

& 35”:5"1-m-s5-0)=0

_l.lo

3.5.2 Saturation

Definition ‘Sattigung von Ndurch /in M: N:,, I” = {me M‘Elie N, : I'm < N}
Proposition 3.5.8

3k:N:, I"=N:, I"=N:, " =

» Beweisidee: Gilt, weil N:,, I c N:, I ... ¢ M und M noetherian.

Séattigung und Lokalisation (/=(f)): Nz, I" =N, "M
Ny 1) ANy J7)= N2y (14 J)
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e Beweis:

° ‘Cy:

ve (N:y, I7)A(N:y, J7) e 30 IveE NAJIVEN
&3 j:f've Naglve NWfelge J= (f+g)"ve NVfelge J,

=veN:, (I+J)

wobei die letzte Folgerung gilt, weil
f+qg)v = v+ g'v+...+ flgv +..+f g v+fgiv
(f+9) g g g g g

[S)

; ——

f Ki ) R

Egign s%”;‘,ﬁgfé‘en e N wegen f“(f’v)aNﬂJHSksj offensichtliche N e N wegen g“(g’v)st[]HSksj
N

—J
eN

e DO

veN:, (I+J) @3k:(I+J)'veNe3k:(f+g)ve N\Wfelge J

K K
:(f+9} Ve N/\(9+gj ve \WWiel,ge J=f‘ve NAgive NVfel,ge J

ed el

=ve(N:, I*)n(N:, J°)
e Berechnung von Sattigungen:
o« Ny (1) = NP+ (ty 1) P T ) m
o I=(f,...f), dann: Nz, I” = AN o ()
i=1

o I=(f ), Hy) =+ by s+ £y dann: Ny, () = NPl (FO)) )M

elel:, (f)

e 1e IPly]+(fy +1)

& Jede Grobner - Basis des Ideals IP[y]+ (fy + 1) enthalt ein Element aus K\ {0}
& Die reduzierte Grobner - Basis des Ideals IP[y ]+ (fy +1)ist (1).

3.6 Homomorphisms of
Algebras

e |eft out
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Der erste Teil dieser Ubersicht bezieht sich auf die Grundlagen der ‘Algebra 1’-Vorlesung
von Prof. Martin Kreuzer im Wintersemester 2003/2004. Zu dieser Vorlesung gibt es eine
Fotoreihe der Tafeln (Dateien: University; Algebra 1; WS 2003; *).

Der zweite Teil dieser Ubersicht bezieht sich auf die ‘Computanional Commutative Algebra
1 (Algebra 2)’-Vorlesung von Prof. Martin Kreuzer im Sommersemester 2004 und das
Buch ‘Computanional Commutative Algebra 1’ von Martin Kreuzer und Lorenzo Robbiano
(Version vom 2000-07-03). Zu dieser Vorlesung gibt es eine Fotoreihe der Tafeln (Dateien:
University; Computational Commutative Algebra 1 (Algebra 2); SS 2004; *). AuBerdem gibt
es eine weitere Datei ‘University; Computational Commutative Algebra 1; Lecture Notes’,
welche viele Erganzungen/ Erklarungen (hauptsachlich zu Beweisen) enthalt — sowohl zur
Vorlesung, als auch zum Buch.

http://www.TL-Software.de.tf
thleopold@hotmail.com

Thomas Leopold,
2004-10-13
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