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Kapitel III: Algorithmische Grundlagen

6 Was sind Grobner-Basen?

Im Folgenden sei K ein Korper und P = K [x1,...,x,].

Ziel

Effektive Berechnung von Polynomen und Polynomidealen, z.B. fi,..., fs,g € P. Gilt g € (f1,..., fs),
d.h.
g:h1f1—|—+h§f§ mit hy,...,hs € P

6.1 Beispiel

Seien f; = 22 —y und fo = xy — 1 Polynome in P = Q[x,y]. Gilt dann 1 € (f1, f2), d.h. gibt es eine
Darstellung 1 = g1 f1 + g2 f2 mit g1,92 € P?

6.2 Definition

Sei T" = {af'...2%" | a; > 0} die Menge der Terme. Eine vollstindige Ordnungsrelation <, (bzw.
einfach o) heifit eine Termordnung auf T" wenn

1. sie mit der Multiplikation vertriglich ist (d.h. t1 <, ty = t1t3 <, tat3)

2. es keine unendlich echt absteigende Kette mit t; >, to >, ... mit £1,t2,... € T™ gibt.

6.3 Beispiel
a) Definiert man <y, durch

ay < By oder

o =01, o< B oder

Bn

M a0 ey 2L zP o

1
Q] = ﬁla <o Op—1 = ﬁn—la ap < ﬁn
so erhélt man die lexikographische Termordnung.
b) Definiert man <pegRevi.ex bzw. <pgrr, durch

@ n 1
xry ...2," <DRL T7 ---

ar+...+a,>01+...+ 06, oder

Bn
]"n

ar+...tap,=0+...+0n, an>0n oder
= al+~-~+an:ﬁ1+-~-+ﬁna anzﬁb an71>ﬁn71 oder
aj+...Fap =061+ 46, =05 az =33, ay >

so erhilt man die graduiert-umgekehrt-lexikographische Term.
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6.4 Satz (Dicksons Lemma)

Sei (t1,ta,...) eine Folge von Termen in T" und sei I = (t1,¢2,...) C P das von ihm erzeugte monomiale
Ideal. Dann gibt es ein N > 0 mit I = (t1,...,tn).

MaW: Jedes t; mit i > N ist Vielfaches eines der Terme in {t1,...,tn}.

b) Eine mit der Multiplikation vertrégliche, vollstindige Ordnungsrelation <, ist genau dann eine Ter-
mordnung, wenn fiir alle ¢t € T gilt: ¢ >, 1.

Beweis:

Zu (a): Wir schliefen mit vollstdndiger Induktion nach n.

n = 1: Jedes monomiale Ideal I C K [z] ist von der Form I = (z%) mit a > 0.

n > 1: Angenommen (t1,ts,...) ist nicht von endlich vielen ¢; erzeugt. OE gelte ¢; ¢ (t1,...,t;—1) fiir

alle ¢ > 2. Fiir ¢t = o{* ... 2% setze t = z3%...2%"(d.h. z1-Potenz weglassen). Wihle in (¢1,t2,...)

eine Teilfolge (u1,uz,...) mit u; = t,(;), so dass u; in t,;_1)41,tu(i—1)+2, - - - der Term mit minimalem
x1-Exponent ist. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es fiir J = (u}, u,...) C K [x2,...,2,] ein N' >0
mit

J = (W, uy)

Dann sind die z;-Exponenten der Folge (u1,us,...) monoton zunehmend. Dann sind alle Elemente wy,
mit k& > N’ Vielfache eines der Terme in {uq,...,uns}. Wir erhalten einen Widerspruch zu

un 11 = tynign) & (B, tu(vi)—1) -

Zu (b): “=": Angenommen t <, 1, so wire 1 >, t >, t? >, t3 >, ... eine unendliche echt absteigende
Folge.

“< Sel t1 >4 ta >4 t3 >4 ... eine unendliche Kette. Dann folgt ¢; ¢ (t1,...,t;—1), denn ¢; = t't; mit
J < i und es folgt t; >, t;. Damit erhalten wir einen Widerspruch zu (a). (]

6.5 Definition

Sei o eine Termordnung auf T™.

a) Fiir ein f € P\ {0} schreibe f = c1t1+. ..+ csts mit ¢; € K\ {0} und ¢; € T™. Dann heiflt LT, (f) =t
der Leitterm von f bzgl o. Wir setzen auch LM, (f) = ¢1t;.

b) Fiir ein Polynomideal I C P sei

LT, (I) = (LT, (f) | f € I\{0})

monomiales Ideal

das Leittermideal von I. Wir setzen LT, ((0)) = (0).

6.6 Beispiel

a) Sei 0 =Lex und I = (22 —y,zy — 1) C P = Q[z,y]. LT, (z? — y) = 2? und LT, (zy — 1) = zy. Also
folgt (2%, zy) C LT, (I). Gleichheit gilt nicht, denn

r—y? = y(x2—y)—x(:by—1)el
-1 = —yl@—y*)+@y-1)€l

wobei LT, (z — y?) = 2 und LT (y* — 1) = y*. Daher wissen wir LT, (I) 2 (22, 2y, z,y*) = (z,y%)
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b) Sei o = Lex und I = (2% — y,3? — 1). Dann gilt LT, (1) = (22, y?).
b) Fiir 0 = Lex und I = <x2 -y, Y — 1> gilt LT, (1) C <m,y3>, denn

r—y: = y(xz—y) —z(ey—1) el
v¥-1 = —yl@—y’)+@y-1)el
6.7 Definition
Sei I = (f1,...,fs) C P ein von Polynomen f; # 0 erzeugtes Polynomideal und ¢ eine Termordnung. Die

Menge G={f1,..., fs} heifit eine c-Grobner-Basis (6-GB) von I wenn LT (I) = (LT, (f1),..., LT, (fs))
gilt.

6.8 Beispiel

In Beispiel 6.6.a gilt I = (g1, 92) mit g3 = 2 — y? und go = y> — 1, denn fi, fo € (g1, g2). Die Menge
G = {g1, g2} ist sogar eine o-Grébner-Basis von I, d.h. es gilt sogar LT, (1) = (z,y?).

6.9 Satz (Existenz von Grébnerbasen)

Sei o eine Termordnung und I C P ein Ideal. Dann gibt es eine endliche o-Grobner-Basis G = {g1,...,9s}
von I. Ferner gilt: I = (g1, ..., gs). Insbesondere ist I endlich erzeugt (Hilbertscher Basissatz).

Beweis: Nach Satz 6.4.a (Dicksons Lemma) ist das monomiale Ideal LT, (I) = (LT, (f) | f € I\ {0})
von endlich vielen LT, (f1),...,LT, (f2) erzeugt. Damit ist G = {f1,..., fs} eine o-Grobnerbasis von I.

Nun zeigen wir I = (f1,..., fs). Angenommen es gibt ein f € I\ {f1,..., fs). Dann gibt es dann ein solche
f mit minimalem Leitterm. Schreibe LM, (f) = ¢LM,, (f;)t mit c€ K, i € {1,...,s} und ¢t € T"™. Dann
besitzt f —ctf; € I\ (f1,..., fs) einen kleineren Leitterm als f. Wir erhalten einen Widerspruch. |

Mit Hilfe von Grobnerbasen kann man das Idealzugehorigkeitsproblem effektiv 16sen.

6.10 Satz

Sei o eine Termordnung, I C P ein Ideal und sei G = {g1,...,gs} eine o-Grobnerbasis von TI.

a) An jedem Polynom f € P\ {0} kann man nur endlich viele Reduktionsschritte mittels <, durchfiihren.
Ein Reduktionsschritt mittels % ist dabei eine Subtraktion f <, f—ctgimit ce K, t € T" und g; € G,
so dass der Term tLT (g;) in der Differenz nicht mehr vorkommt.

b) Fiihrt man an einem Polynom f € P\ {0} so viele Reduktionsschritte mittels 5 wie moglich durch,
so ist das Ergebnis eindeutig bestimmt. Es heifit die Normalform von f bzgl. I und wird mit NF, ;(f)
bezeichnet.

¢) Der Tréger von NF,  ist in O, (I) = T"\ LT, () enthalten.
d) Fir f € P gilt f € I genau dann, wenn NF, 7 (f) =0.

Sammelt man dabei die in f S, 0 verwendeten Subtrahenden, so erhélt man eine Darstellung
f=Y_higi mit h; € Pund LT, (hig:) < LT, (f)
i=1

[Explizite Idealzugehorigkeit]

Bewelis:
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Zu (a): Angenommen f = fj S, f S, ... ist eine unendliche Kette echter Reduktionsschritte. In jedem
fi gibt es dann einen bzgl. 0 maximalen Term ¢; mit der Eigenschaft dass er spéter reduziert wird. Dann
ist t; >4 ta >4 ... eine nicht stationire unendliche Kette. Dies ist ein Widerspruch zu ¢ Termordnung.

Zu (b),(c): Seien f <, f und f g, " Ketten, so dass f’, f” nicht weiter reduzierbar bzgl. G, gind.
Dann ist kein Term von f’ oder f” in LT, (I) enthalten. Also sind alle Terme von [’ — f” in O, (I)
enthalten. Andererseits gilt:

f=t=0U-1--fel
und daher folgt
LT, (f—f')€ LT, (I) (kann nicht sein) oder f'— f"=0
Damit f' = f".
Zu (d): “<” folgt aus f q, NF, 1 (f) = 0 durch Sammeln der Subtrahenden. “="” Es gibt eine Kette

f=>"hig: “o
i=1
Wegen (b) ist dann NF,, ; (f) = 0. Der zweite Teil von (d) ist klar. O

6.11 Bemerkung

a) Zu fi1,..., fs € P heiflst

SyZP(f17"'7fS):{(hlv"'vhs)EPS|h1f2+'-'+hsf3:0}

der Syzygienmodul von (f1, ..., fs). Esist ein P-Untermodul von P*. Man kann mit einer o-Grébnerbasis
I={(f1,...,fs) ein Erzeugendensystem dieses Syzygienmoduls berechnen.

b) Sind g, f1,...,fs € P beliebige Polynome, so kann man auch Reduktionsschritte g il g — ctf; de-
finieren. Wenn man jetzt soviele Reduktionsschritte wie moglich macht, so ist das Ergebnis i.A. nicht
eindeutig bestimmt. Verwendet man die Vorschriften:

1. es wird stets der grofite reduzierbare Term in g wegreduziert

2. es wird stets das f; mit kleinstmdglichen i verwendet

Dann heifst das Ergebnis der normale Rest der Division von F' = (f1,..., fs) und wird mit NR, r(g)
bezeichnet.
6.12 Theorem (Buchbergers Algorithmus)

Sei F = (f1,...,[s) ein Tupel von Polynomen # 0, das ein Ideal I = (f1,..., fs) C P erzeugt und sei
o eine Termordnung. Fiir ¢ = 1,...,s schreibe LM, (f;) = ¢;t; mit ¢; € K und ¢; € T". Betrachte die
folgenden Instruktionen:

1. Setze s' =s,G=Fund B={(i,5) |1 <i<j<s}
2. Ist B =), so gib G aus und stoppe.

3. Wihle ein Paar (4,j) € B und streiche es aus B.
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4. Berechne das S-Polynom

e T
1 7 J J

wobeil LM, (fx) = crty mit ¢ € K, t, € T" gelte. Dann berechne
Sz(j = NRU,Q (Slj)
Gilt Sj; = 0, so fahre mit (2) fort.

5. Erhohe s um eins, setze fo = S;; und fiige {(i,s") | 1 <i < s’} zu B hinzu. Dann fahre mit (2)
fort.

Dies ist ein Algorithmus, der eine o-Grébnerbasis G = (f1,..., fs) von I berechnet.
Beweisskizze (Vgl. [KR1], §2.5):
Endlichkeit: Schritt (5) wird nur endlich oft durchlaufen, und zwar nur wenn ein Polynom S7; gefunden
wird mit

LT, (S};) € LTo () \(LTo (f1), .-, LT (fo))
Die aufsteigende Kette (LT, (f1)) C (LT, (f1),LT, (f2)) C ... wird stationédr (Dicksons Lemma). Also
wird wird B nur endlich oft vergrofert. Da in (3) stets ein Paar aus B gestrichen wird, ist B irgendwann
leer.

Korrektheit: Verwendet das Buchberger-Kriterium: Genau dann ist G = (f1,. .., fs) ein o-Grobnerbasis
von I, wenn fiir 1 <i < j < ¢ gilt:

NR, ¢ (Si;) = 0
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