Kapitel III: Algorithmische Grundlagen Wintersemester 2005/2006

7 Wie berechnet man das Relationenideal?

Ziel: Lose das zweite und dritte fundamentale Problem der Invariantentheorie mittels Eliminationstheorie,
also mit Grobnerbasenberechnung.

Sei K ein Korper, P = K [z1,...,2,] und T" = {z{" ... 28" |o; > 0 flir i =1,...,n}.

7.1 Definition

Eine Termordnung o auf T" heifit Eliminationsordnung fiir L C {1, ...,z,} wenn gilt: Sind ¢, teTn
Terme mit ¢ € K [z; | v; ¢ L] = P und «; | ¢ fir mindestens ein z; € L, so folgt t >, t'.

7.2 Beispiel

Ist L ={x1,...,2;} mit i < n so ist 0 = Lex eine Eliminationsordnung fiir L.

7.3 Theorem (Eliminationsberechnung mit Grébnerbasen)

Sei o eine Eliminationsordnung fiir L C [z1,...,2y], sei I C P Ideal und sei G = {g1,...,9s} eine
o-Grébnerbasis von I. Dann ist G = G N P eine ¢-Grobnerbasis des Eliminationsideals I = I N
K[z;|z; ¢ L] =1N P, wobei ¢ die Restriktion von o auf T =T (P) bezeichnet.

Beweis: Offensichtlich gilt <G> C I, also <LT;, (G)> C LT, (I)
Seinun f eI =1NP mit f# 0. Wegen f € I gibt es eine Darstellung LT, (f) = ¢t LT, (¢;) mit g; € G
und t € T". Wegen LT, (f) € P gilt somit ¢ € P und LT, (¢;) € P. Fiir alle Terme t im Triger von g;
gilt £ <, LT (g;). Damit folgt aus LT, (¢;) € P auch f € P, also g; € P und deswegen g; € GNP = G.
Die Behauptung folgt nun aus LT (f) = tLTs (g:) O
7.4 Beispiel
Seien I = (f1,..., fr) und J = (g1,...,gs) zwei Ideale in P. Dann gilt in P [y] die Gleichung;:

InJ = (wh, - yfr,(l=y)gr,....(L=y)gs) N P

denn
h=ayfi+...+ayfr+b(1-y)g1+...+bs (1 —y)gs € P wobei a;,b; € P[y]

liefert durch y — 0 das Polynom
und durch y — 1 das Polynom

h:h\yleanlJr...JrcTTfreI

7.5 Satz (Berechnung des Relationenideals)
Seien f1,...,fs € P\ {0} und sei A = K [f1,..., fs] C P. Der Kern des K-Algebra-Homomorphismus

S:Kly,...,ys] — P
yvi — fi
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heifit das Relationenideal I (f1,..., fs)von (f1,..., fs).
In dem Polynomring Q = K [z1,...,Zn,Y1,...,Ys| bilde das Diagonalideal

J:<y1_f17~'~ays_fs>

Dann gilt
I(fl,...,fs):Jﬁ[yl,...,ys].

Beweis:
Zu “D”: Sei

g = hpm—Ffi)+...+hs(ys—fs) € JNK[y1,...,ys] mit hy,..., hs €Q.

Substituiere y; — f; und erhalte g (f1,...,fs) =0, d.h. es gilt g € ker (D).

Zu “C” Sei g € ker(®), also g € K [y1,...,ys) mit g(f1,...,fs) = 0. Betrachte den K-Algebren-

Homomorphismus
V:Q — @
xX; = X
yi — yi+f;
Schreibe

\I](g) = g(y1+f17"'7ys+f5)
= hyp+...+hys+r mitre Klz,...,z,)

Substituiere hier y; — 0 und erhalte

g(fla"'afs) = T
| ——

=0
Also gilt U (g) = hyyy + ... + hgys. Offenbar ist

v Q- Q
Xr; = X

yi Yy —f

der zu ¥ inverse K-Algebren Homomorphismus. Es folgt:

v (g))
O (hagr + o+ Gohs)

W () = f) 40 (B) (e - ) €

g

Alsogilt g€ JNK [y1,--.,Ys]- O
7.6 Beispiel
In Beispiel 3.7 war
PE =R (2} + 23,2723, 232 — 2123 C P =R 21, 29]
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In Q@ = Rz1, 22,1, Y2, ys] bilde das Diagonalideal
J = <y1 - ff% - x%va - xfx%,yg - mi’fz - $1$%>

und berechne
I(f1, f2, f3) = IO R [y1, 92, y3]

CoCoA liefert uns das Ergebnis
I(f1 for f3) = (yiye—4y3 —y3)
Beachte, das der R-Algebren Homomorphismus
QK [y,y2,y3] — Rz, 2]
vi — fi

homogen ist, wenn man deg (y1) = 2, deg (y2) = deg (y3) = 4 setzt. Dann ist auch I (f1, fo, f3) homogen
bzgl. dieser Graduierung.

7.7 Satz (Bilder von K-Algebrenhomomorphismen)
Sei
q):K[ylv"wys] - P:K[.Th...,xn]
yi — fi

ein K-Algebra-Homomorphismus. Sei Q = K [x1,...,Zn,Y1,-.-,Ys), 1 J = (y1 — f1,...,ys — fs) das
Diagonalideal und sei o eine Eliminationsordnung fiir L = [x1, ..., z,] auf Q. Dann gilt:

(a) Ein Polynom g € P liegt genau dann im Bild von ¥, wenn NF,, ; (¢) € K [y1,...,ys]. (Unteralge-
brazugehorigkeitstest)

(b) Wenn ein Polynom g € P die Bedingung h = NF, ;(g9) € K [yi1,...,ys| geniigt, so ist g =
h(f1,...,[fs) eine explizite Darstellung von ¢ als Element von A = K [f1,..., fs|. (Explizite Unter-
algebrazugehorigkeit)

(c) Der K-Algebra-Homomorphismus ® ist genau dann surjektiv, wenn die (reduzierte) o-Grobnerbasis
G von J fiir i = 1,...,n Elemente der Form z; — h; mit h; € K [y1,...,ys] enthilt.

Beweis:

Zu (a):“<" Sei G = {q,. .., g} die o-Grobnerbasis von J. Wende auf g € P C Q die Reduktionsschritte
. a .

mittels — an und erhalte eine Darstellung

9=qg1+...+¢g +NFy;(9) mitq,....qr €Q
Substituiere hier y; — f; und verwende, dass NF, ; (¢) € K [y1, ..., ys]. Dann gilt:

g = g|y1»—>f1 (:1) [NFJ,J (g)} (flw'wa) = h(fla"'afs) € Blld((p) mit h = NFJ,J (g)

Zu (1) 9i (xlﬂ"'ﬂxn7f17"'7fs) =0.
7= Sei g € Bild (®), also g = h (f1,..., fs) mit h € K [y1,...,ys].- Dann gilt

g—h(fi,...,fs)=0€J und h—h(f1,...,fs)€J
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Damit folgt:
NF, s (9) =NFq, j (h(f1,...,fs)) =NFs s (h) € Ky1,...,ys]

da h € K [y,...,ys] und o Eliminationsordnung fiir {xy,...,2z,}.
Zu (b): Wurde bereits oben mitbewiesen.

Zu (c):“<" Ist x;—h; € G sofolgt NF, j (x;) = NF, 5 (h;) € K [y1,...,ys). Also ergibt sich z; € Bild (®)
firi=1,...,n.
“=" Ist x; € Bild (®) so ist h; = NF, j (z;) € K [y1,. .., ys] und es gilt:

wi_hizmi—NFo—,J(IEi)EJ

Wegen LT, (z; — h;) = x; ist z; ein minimaler Erzeuger von LT, (J). Also muss in G ein Element der

Form z; — k; vorkommen mit x; >, LT, (k;)Wegen h; und k; sind irreduzibel bzgl. <, und da
hi— ki = (xi — ki) — (zi — hi) € J

gilt, folgt h; = k;, also k; € K [yl, .. .,ys] und z; — h; € G. O

7.8 Beispiel
In Beispiel 1.6 und 2.3 gilt
PY =R [dy2,d13,d23) C R [z1, 91,20, Y2, T3,y3]  mit dyj = (z; — flfj)z + (yi — yj)2

Das Polynom
g =123+ Yl — 2122 — Y1y2 — T1T3 — Y1y3 + TaTs + Y2y3
liegt in PY wie wir folgendermafen nachpriifen kénnen: Wir bilden den Ring Q = P [z1, 22, 23] und das

Diagonalideal
J = (21 —di2, 72 — d13,23 — d23) C Q

Sei o eine Eliminationsordnung fiir {z1,...,ys} auf Q. Wir berechnen eine o-Grébnerbasis G von J und
1 1 1
NF, 5 (9) = 34 + 5%~ 5%

1 1 1 ..
Also g = §d12 + §d13 — idgg (vgl. auch Ubungsaufgabe 2b).
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