Lineare Algebra und analytische Geometrie I

.1

Kapitel I: Vorgeplankel

1 Mengenlehre - die neue Mathematik (Mengen,
Abbildungen und Beweise)

A. Was ist eine Menge?

1.1 anschauliche Definition (Georg Cantor, 1845-1918):

Eine Menge ist eine Zusammenfassung wohlunterscheidbarer Elemente zu einem Ganzen.

1.2 exakte Definition:

siehe Zermelo-Fraenkel-Axiomensystem
(Ernst Zermelo, 1907; Abraham Fraenkel, 1921 & 1930)
Schreibweise: a € M bedeute: "a ist Element der Menge M”

B. Wie kann man eine Menge beschreiben?

(a) explizite Aufzahlung: M; = {2, 4, 6}
M, =1{1,3,517, ..}

(b) beschreibende Darstellung: M3 = {a € A | a hat Eigenschaft E'}
z.B. My = {a € N | a ist ungerade} = M,
27 ={a € Z| aist gerade }
={2alacZ}={0,2-24 -4, ...}

C. Welche besonderen Mengen gibt es?

(a)® ={} (leere Menge)
()N ={0,1,2,3,...} (Menge der natiirlichen Zahlen)
N, ={1,2,3, ...}
(¢c)Z =1{0,1,-1,2,-2,...} (Menge der ganzen Zahlen)
(d)Q ={%lacZ beN,} (Menge der rationalen Zahlen)
(e) R (Menge der reellen Zahlen, " Analysis)
(f) C ={a+Dbi|a, beR} (Mengeder komplexen Zahlen)

D. Was kann man mit Mengen so alles machen?

1.3 Definition:
Seien M;, My Mengen.

(a) My UM, ={a|ae€ M oder a € M, (oder beides)}
Vereinigungsmenge von M; und M,

(b) MlmM2:{§|§€M1 undﬁEMQ}
Schnittmenge oder Durchschnitt von M; und M,

(c) Mi\M; ={a|ae M unda¢ M}

Differenzmenge oder das Komplement von M; und M,
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(d) My x My ={(a,b)|aeM,be M}
Paarmenge oder das kartesische Produkt von M; und M,
(nach Descartes, 1596-1650)

1.4 Bemerkung:

Durch wiederholte Anwendung der obigen Operationen definiert man fiir
n € N; und Mengen My, ..., M, die folgenden Mengen:
MiyU...UM, ={a|aec M, fireinie {1,..., n}}
Min...nM,={alaec M firaleie {1,..., n}}

My x...x M, ={(a1,...,a,) | a; € M; fir i=1, ..., n}

(— 7i=1, ..., n"kurz fiir "fir allei € {1, ..., n}”)

Die Elemente (aq,...,a,) von My x ... x M, heilen n-Tupel.

1.5 Definition:

Besitzt eine Menge M nur endlich viele Elemente, so schreiben wir
#M fiir ihre Elementezahl oder Kardinalitét.
Andernfalls schreiben wir #M = oo.

1.6 Satz:
Sei n > 2 und M, M, endliche Mengen. Dann gilt:

(a) #(My U M) = #M; + #My — #(My N My)
(b) #(My % ... x My) = (#M)) - ... (#M,)
E. Was ist eine Abbildung?

1.7 Definition:

(a) Eine Abbildung f: M; — M, ist eine Vorschrift, die jedem Element a € M; genau ein

Element f(a) € M, zuordnet.
(b) Das Element f(a) heifit das Bild von a unter f.
(c) Die Menge M; heifit der Definitionsbereich von f.

(d) Die Menge M, heifit der Bildbereich von f.

1.8 Beispiele:

(a) Die Zuordnung f:{1,2,3} — {1,2,3} ist eine Abbildung.
1 — 1
2 = 2
3 — 3

(b) Die Zuordnung ¢g:R — R ist eine Abbildung.

r — x?

Abbildungen mit dem Bildbereich R heiflen auch reelle Funktionen (,”Analysis).

(" Summenformel”)

(" Produktformel”)
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1.9 Definition:
Sei M eine Menge. Die Abbildung idy : M — M heifit die identische Abbildung oder die

a +— a

Identitat auf M.

F. Welche Eigenschaften kénnen Abbildungen besitzen?

1.10 Definition:
Seien M, My Mengen und f: M; — M; eine Abbildung.

(a) Die Abbildung f heiit injektiv, wenn keine zwei verschiedenen Elemente von M; auf das
gleiche Element von M, abgebildet werden.

(b) Die Abbildung f heifit surjektiv, wenn jedes Element von M, Bild eines Elements aus M,
ist.

(c) Die Abbildung f heifit bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

1.11 Beispiele:

(a) Die Abbildung f:{1,2,3} — {1,2} ist nicht injektiv aber surjektiv.
1 — 1
2 — 1
3 = 2

(b) Die Abbildung ¢g:R — R ist bijektiv.

.I‘l—>133

(c) SeiQp ={ $€Q|acN,, beN, }die Menge der positiven rationalen Zahlen.
Die Abbildung h:Q, — Q. ist injektiv aber nicht surjektiv.
2
a — a

1.12 Satz:

Seien M, My endliche Mengen mit #M; = #M, und sei f: My — M, eine Abbildung. Dann sind
die folgenden Bedingungen &quivalent:

(a) f ist injektiv.
(b) f ist surjektiv.

(c) f ist bijektiv.
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G. Was kann man mit Abbildungen so alles machen?

Man kann Abbildungen komponieren.

1.13 Definition:

Seien My, My, Ms Mengen und f: M; — M, sowie g: My — M; Abbildungen.
Dann heifit die Abbildung fog: M; — M;j die Komposition von f nach g.
a +— g(f(a))

1.14 Beispiel:
Sei f:{1,2} — {1,2,3} die Inklusionsabbildung (d.h. f(i) = ¢, fur alle 7)

I — 1
2 = 2
und ¢:4{1,2,3} — {1,2} Dann gilt:
1 — 1
2 = 2
3 — 1

(a) go f =idg 2 und somit ist g o f bijektiv.
(b) f ist injektiv, aber nicht surjektiv.

(c) g ist surjektiv, aber nicht injektiv.

1.15 Satz:

Seien M, My Mengen und sei f : M; — M, eine Abbildung.
Ist f bijektiv, so gibt es genau eine Abbildung g : My — M; mit g o f = idy, und f o g = idyy,.
Die Abbildung heifit die Inverse von f und wird mit f~! bezeichnet.

H. Was ist Mathematik?

e _Schulmathematik® ist eigentlich ,,Rechnen® .

e Mathematik hat verschiedene Aufgaben:

a) Rechnen

(a)

(b) Erforschung komplizierter Strukturen

(¢) Schaffung von ,,unumstoBlichen* Wissen (,, Beweisen* )
)

(d) Konstruktion neuer Rechenverfahren (,, Algorithmen* ), die schwierige
Rechenprobleme effizient 16sen

(e) Klassifikation bestimmter Strukturen

Um diese Aufgaben erfiillen zu kénnen brauchen mathematische Resultate einen Beweis.
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[. Was ist ein Bewels?

e Eine (mathematische) Aussage ist ein sprachliches Gebilde, dass entweder wahr oder falsch
ist.

e Ein mathematischer Satz enthélt zwei Arten von Aussagen:
Voraussetzungen und Behauptungen.

e Aus den Voraussetzungen sollen die Behauptungen nur die Anwendung der Gesetze der
Logik hergeleitet werden. Sind die Voraussetzungen A und die Behauptungen B gegeben,
so soll also die allgemeine Giiltigkeit von A = B bewiesen werden.

J. Wie kann man etwas beweisen?

Im Folgenden sei stets die Voraussetzung A und die Behauptung B gegeben.

1.16 Bemerkung: (der direkte Beweis)

Wir versuchen eine Schlusskette der Form A = C1,Cy = Cs,...,C,_9 = C,_1,C,, = B zu
bilden.

7.B. versuchen wir nur Satz 1.6.a zu beweisen:
Satz 1.6.a:

Seien M; und M, endliche Mengen.
Dann gllt #(Ml U MQ) = (#Ml) + (#MQ) — #(Ml N Mz)

Beweis: Wir betrachten 2 Falle:

1. Fall: Die Vereinigung M; U My sei disjunkt, d.h. es gelte M; N M, = ().
Jedes Element von M; U M, ist entweder Element von M; oder M, und wird daher bei der
Berechnung von #M; + # M, genau einmal gezéhlt.
2. Fall: (allgemeiner Fall)
Notation: N1WN; bedeute eine disjunkte Vereinigung.
Es gllt Ml = (Ml\MQ)U(Ml N Mg)
und ebenso: My = (My\ M7)WU(M; N Ms)
Hieraus fOlgt M1 U M2 = (Ml\Mg)U(Mg\Ml)U(Ml N Mg)
Dies liefert mit Hilfe des 1. Falls die Gleichung:
F#(M1 U My) = #(Mi\Ms) + #(Ma\My) + #(My 0 My)
Nun folgt: #(M; U My)= [#M; — #(M; N My)| + [#My — #(My N Msy)] + #(M; N M)
= #M; + # My — #(My N Ma). ged.

1.17 Bemerkung: (der indirekte Beweis / Beweis durch
Kontraposition)

Wir nehmen an, die Behauptung B gelte nicht, d.h. es gelte =B. Dann suchen wir eine
Schlusskette =B = C4,...,C, = -A
Insgesamt beweisen wir also =B = —A.
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Wir beweisen nun:
1.12 Satz:

Seien M, My endliche Mengen mit #M; = #M, und sei f: M; — M, eine Abbildung. Dann sind
die folgenden Bedingungen &quivalent:

(a) f ist injektiv.
(b) f ist surjektiv.
(c) f ist bijektiv.
Beweis: Wir zeigen ,a.) = b.)“ , |b.) = c.)“ , ,c.) = a.)“ (Ringschluss)
sa.) = b.)* (direkter Beweis): Sei M; = {a,...,a,} mit n = #M,;
Die Menge Bild(f) = {f(a1),..., f(a,)} besitzt paarweise verschiedene Elemente, denn f
ist injektiv.
Wegen Bild(f) C My und #Bild(f) = # My = #M; = n folgt somit Bild(f) = M.
Also ist f surjektiv.
,b.) = c.)¢ (indirekter Beweis) Es geniigt zu zeigen, dass f injektiv ist.
Angenommen f ist nicht injektiv.
Schreibe wieder M; = {ay,...,a,} mit n = #M;.
O.B.d.A seien die Elemente von M, so numeriert, dass f(a1) = f(aq) gelte.
Dann folgt Bild(f) = {f(a2),..., f(a,)} und daher #Bild(f) <n = #Ms}4.

Also ist f nicht surjektiv.
,C.) = a.)“ Trivial. ged.

1.18 Bemerkung: (der Widerspruchsbeweis)

Wir argumentieren folgendermafien: Wir nehmen an, dass =B wahr ist und suchen dann eine
Schlusskette =B = C1,...,C,_1 = C,, so dass C,, offensichtlich falsch ist (,, Widerspruch® #).
Wir beweisen nun:

1.15. Satz:

Seien My, My Mengen und sei f : My — M, eine Abbildung.
Ist f bijektiv, so gibt es genau eine Abbildung g : My — M; mit go f = idy;, und f o g =idyy,.
Die Abbildung heifit die Inverse von f und wird mit f~! bezeichnet.

Beweis: ,,Existenz® : Sei b € M,. Da f surjektiv ist, gibt es ein a € M; mit f(a) = b.

Setze f~'(b) = a. Dies ist wohldefiniert (d.h. die Definition von f~'(b) hingt
nicht von der Wahl von a ab), denn das Element «a ist eindeutig bestimmt, da
f injektiv ist.
Man priift leicht nach, dass die so definierte Abbildung f~!: My — M, damit
tatséichlich invers zu f ist.

[Sei a € My und b= f(a). Dann gilt (f~'o f)(a) = f*(f(a)) = f71b) =a

(nach Definition von f~1).

Da a € M, beliebig war, folgt f~!o f = idyy,.

Sei nun b € M, und a € M; das Element mit b = f(a).

Dann gilt (f o f~)(8) = F(/}(a)) = b

Da b € M, beliebig war, folgt f o f=1 = idyy,]

“ Eindeutigkeit* [Widerspruchsbeweis] Angenommen es gibt zwei verschiedene Abbildungen
f: My — M;und g: My — M, die zu f invers sind. Sei b € My mit g(b) # g(b).
Sei a € M; das Element mit f(a) = b. Dann gilt:
g(b) = (g0 F){a) = (5o f)(a) = §(6)4 qed.
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1.19 Bemerkung: (Beweis durch vollstindige Induktion)

Die Behauptung B hénge von einer Zahl n € N, ab, d.h. sie sei von der Form: , fiir alle n € N,
gilt B(n)“

Prinzip der vollsténdigen Induktion:

1.) Es gilt B(1)

2.) Es gilt B(n) = B(n+1)

Wir beweisen nun:

1.6.b Satz:
Fiir n > 1 und endliche Mengen My, ..., M, gilt:
#H(My x ... x M) = (#My) - ... (#M,) (" Produktformel”)

Beweis: Wir schlielen nun durch vollstdndige Induktion nach n.
n = 1: (Induktionsanfang) #M; = #M;(y/)

n — n + 1: (Induktionsschluss) Ein (n + 1)-Tupel (aq,...,a,11) € My X ... X M, ist eindeutig
festgelegt durch das n-Tupel (aq,...,a,) € My X ... x M, und das Element a,, .1 € M, ;.
Verschiedene n-Tupel (ay, ..., a,) bzw. verschiedene Elemente a,, 1 € M, liefern dabei
(n+ 1)-Tupel (ay,...,an1).
Dies zeigt #(My X ... X Myy1) = (#My X ... X #M,,) - (#M,11)
Nach Induktionsvoraussetzung gilt: #(M; X ... X M) = (#My) - ... - (#M,).
Nun ergibt sich: #(M; X ... X My11) = (#My X ... X #M,) - (#M,11)
= (#My) ... (#M,) - (#M,s1). qed.
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2 Unsere lieben Zahlen (Gruppen, Ringe und Korper)

Welche Zahlen gibt es iiberhaupt?
N,N,, Z QR,C,...(vgl §1)

Was kann mit mit Zahlen so alles machen?

Man kann Zahlen addieren und subtrahieren.
Die zu Grunde liegenden mathematischen Strukturen sind wie folgt definiert:

2.1 Definition:

Sei G eine Menge.

(a) Eine Verkniipfung auf G ist eine Abbildung o: G x G — G
(a,b) — aob

(b) Sei o eine Verkniipfung auf G. Gilt das Assoziativgesetz (aob)oc =ao (boc) fiir alle
a,b,c € G so heifit (G, o) eine Halbgruppe.

(c) Ist (G, o) eine Halbgruppe und gibt es in G ein neutrales Element e € G, d.h. ein Element
mit eoa =aoe = a fir alle a € G, so heifit (G, o) ein Monoid.

(d) Ist (G, o) ein Monoid und gibt es in G inverse Elemente, d.h. zu jedem a € G gibt es ein
be Gmitaob=>boa=e, so heiBt (G, o) eine Gruppe.

(e) Ist (G, o) eine Gruppe und gilt das Kommutativgesetz a o b = bo a fiir alle a,b € G, so
heifit (G, o) eine kommutative Gruppe (oder abelsche Gruppe).
In diesem Fall schreiben wir 0 statt e und —a fiir das inverse Element von a.

2.2 Beispiele:
(a) (Z,+) ist eine kommutative Gruppe
(b) (Q,+), (R,+), (C,+) sind kommutative Gruppen

(c) (Q\{0},-) ist eine kommutative Gruppe

2.3 Definition:

Sei (R, +) eine kommutative Gruppe.

(a) Es gebe auf R eine weitere Verkniipfung -: R x R — R  genannt Multiplikation, so
(a,b) — a-b
dass gilt:
1.) (a-b)-c=a-(b-c) fiir alle a,b,c € R (Assoziativitét).
2.) Es gibt ein Element 1 € Rmit 1-a =a-1 = a fiir alle a € R.

3.) Fiir alle a,b,c € R gilt:
a-(b+c)=a-b+a-c
(a+0b)-c=a-c+b-c (Distributivgesetze)

Dann heifit R ein Ring.
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(b) Ist (R,+,-) ein Ring und gilt das Kommutativgesetz a -b =0 - a fiir alle a,b € R, so heifit
R ein kommutativer Ring (mit Einselement).

(c) Ist R ein kommutativer Ring mit 1 # 0 und gibt es zu jedem Element a € R\{0} ein b € R
mit a - b =1, so heifit R ein Korper (engl. ,field* ).

2.4 Beispiele:
(a) (Z,+,) ist ein kommutativer Ring

(b) Q,R,C sind Korper

C. Gibt es noch weitere Korper?

Ja, es gibt sogar Koérper mit nur endlich vielen Elementen.
Im Folgenden wollen wir einige solche endliche Korper konstruieren und untersuchen.

2.5 Satz: (Division mit Rest fiir ganze Zahlen)

Sei a € Z und b € N,. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen ¢,r € Z mit a = ¢ - b+ r und
0 <r < b (qist der Quotient, r ist der Rest).

Beweis: spéter

2.6 Definition:
Seia € Z und b e N,

(a) Fiir den Rest r in der Darstellung a = ¢ - b+ r gemafl Satz 2.5 schreiben wir auch a(mod b)
und nennen ihn den ,,Rest von a modulo b“ oder einfach ,,a modulo b* .

(b) Sei a,b € Z und ¢ € N;. Sind die Reste a(mod ¢) und b(mod c) gleich, so heiBen a und b
kongruent modulo ¢ und wir schreiben a = b(mod c).

2.7 Beispiele:
(a) 3 =18(mod 5)
(b) 17 = 27(mod 10)

2.8 Bemerkung: (Rechnen mit Resten)

Nun sei n > 2. Wir bezeichnen die Reste modulo n auch mit 1,2,...,n — 1.
Die Menge dieser Reste bezeichnen wir mit Z/nZ = {1,2,...,n — 1} (,Z modulo nZ* )



Lineare Algebra und analytische Geometrie I S. 10

2.9 Satz: (Der Ring Z/nZ)

(a) Die Abbildungen + :Z/nZ x Z/nZ — Z/nZ
(@,b) — (a+0b)(modn)=a+b
und - :Z/nZ X Z/nZ — Z/nZ sind wohldefiniert.
(@b) — (a-b)(modn)=a-b

(b) Durch diese Definitionen wird die Menge der Reste (Z/nZ,+,-) zu einem kommutativen
Ring.

Beweis: (2.9.a)

Das Ergebnis a + b soll unabhiingig von der Wahl von @ und b sein.

Dazu seien ay,ay € Z mit a; = @z (also a; = as(mod n)) und by, by € Z mit by = bs.
Dann gibt es ¢, ¢ € Z mit a; —as = c¢; -nund by — by = o - n.

Hieraus folgt: (a; 4+ b1) — (ag + by) = (¢1 + ¢2) - n, also a; + by = ag + ba(mod n).
Somit ist die +-Verkniipfung wohldefiniert.

Der Beweis der Wohldefiniertheit von - verlauft analog.

Beweis: (2.9.b)

Man kann alle Axiome leicht nachrechnen, z.B. gilt:

(@+b) +¢=(a+0b)(modn)+¢= ((a+b)(mod n) + c)(mod n) = (a+ b+ c)(mod n).
denn: a+b=¢q -n+ryund ¢ = ¢ - n + ry liefert

(a 4+ b)(mod n) + c¢(mod n) = (r1 + ¢)(mod n) = (r1 + r2)(mod n).
a+b+c=(q+@)n+gn+ (r+r)(modn) zeigh (a + b+ c)(mod n) = (ry + r2)(mod n)

B =7+ 7y

a+(b+7¢)=...=(a+ b+ c)(mod n) folgt ebenso. qed.
2.10 Beispiel:
Fiir den Ring Z/4Z gilt:

+]10 1 2 3 012 3

0/0 1 2 3 00 0 0 0

1|1 2 3 1 0/0 1 2 3

212 3 0 1 210 2 0 2

313 0 1 2 310 3 2 1

Hier erkennt man, dass Z/47Z kein Korper ist, denn es gibt kein @ € Z/4Z mit 2a = 1.
Gibe es (2)7 Y, sowdre 0 =0-(2)"'-(2)'=2-(2)'-2-(2)'=1-1=14
In einem Korper darf fiir Elemente a, b # 0 niemals a - b = 0 gelten!

2.11 Satz:

Der Ring Z/nZ ist genau dann ein Korper, wenn n eine Primzahl ist.
Schreibweise: p sei eine Primzahl. Dann heiit F, = Z/pZ der Korper mit p Elementen. ( F fur
Hfield” ).
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Beweis: ,=“ Angenommen, n ist keine Primzahl. Sei also n = k- [ mit k,l > 2. Dann gilt in Z/nZ die
Gleichung k-1 = 0 und es ist k # 0,1 # 0. Wie in Beispiel 2.10 liefert dies den Widerspruch
0=1.

,<* Zu zeigen ist, dass ein beliebiges Element a € (Z/nZ)\{0} ein multiplikatives
Inverses besitzt.
Die Multiplikation pg : Z/nZ — 7Z/nZ ist injektiv, denn:
bsa-b
1.) Ausa-b=0 folgt @ =0 oder b =0, denn wenn eine Primzahl n das Produkt ab teilt,
muss sie einen der Faktoren a oder b teilen.
Wegen @ # 0 muss dann b = 0 sein.
2.)  Gilt nun a-b; = a - by so folgt @(b; — by) = 0, also by — by = 0, also b; = by.
Damit ist pg injektiv.

Da g injektiv ist, zeigt Satz 1.15, dass ug bijektiv ist.
Somit gibt es ein b € Z/nZ mit a - b = 1. qed.

2.12 Beispiel:

Wir berechnen das Inverse zu 5 € Fy;.

Gesucht ist also eine Restklasse @ € {0,...,10} mit 5-a = 1.

Also brauchen wir eine Zahl a € {0,1,...,10} so dass esein b € Z gibt mit 5-a — 1 =5b-11.
a [0[1[2(3]...19 o
a|0]T]2]3]..]9 Also gilt a =9 und 5-9 = T.

5a |[0|5]T0|4]... |1
2.) Der erweiterte euklidische Algorithmus berechnet a, b mit 5a — 11b = 1 (vgl. spéter).

1.) Raten / Probieren:
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3 m lineare Gleichungen in n Unbestimmten

A. Was ist ein lineares Gleichungssystem?

Im Folgenden sei K ein Korper.

3.1 Definition:

Seien m,n € Ny und a;; € K firi=1,...,mund j =1,...,n. Weiter seien by,...,b, € K.

(a) Ein lineares Gleichungssystem (LGS) iiber K bestehend aus m Gleichungen in n

Unbestimmten ist ein System der Form:

a11r1 + anry + ... + apr, = b

() 911 + anTs + ... + agpxr, = b
ES

{ apiz1 + anrs + ...+ ATy, = by

(b) Die Losungsmenge des LGS ist die Menge

L:{(Cl,...,cn)eKn|ailcl+ai2C2+...+ainCn:bi fllI'Z:]_,

(K"=Kx K x...x K (n-mal))
Fragen:
e Wie kann man die Losungsmenge eines LGS bestimmen?
e Welche Gestalt besitzt die Losungsmenge?

e Welche Anwendungen besitzt das Losen von LGS

3.2 Beispiel:
Gegeben sei folgendes LGS:

v — Yy ) )
iiber dem Koérper Q
6r — 2y =

Notation: Statt 1, x5 schreiben wir oft auf x,y (im Fall n = 2).

Statt xy, x9, x3 schreiben wir oft auf z,y, z (im Fall n = 3).

1.) Dividieren der zweiten Gleichung durch 2 liefert:

3r — Yy = ,
3 Hieraus erkennt man L = ()
33: - Yy = 5

Ein LGS mit L. = @ heifit unlésbar oder inkonsistent.

3.3 Beispiel:
Gegeben sei folgendes LGS:
3r — \/§y =

iiber dem Korper R
V3z + 2y =
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1.) Multipliziere die zweite Gleichung mit V3
- Y2y =0
3r + 2v3y = 0
2.) Subtrahiere die erste Gleichung von der zweiten.
V2y = 0
2V3+V2)y = 0

3.) Dividiere die zweite Gleichung durch (2v/3 + v/2).

- V2y =0

y =0
4.) Setze dies in die erste Gleichung ein.
= 0
=0

5.) Dividiere die erste Gleichung durch 3.

=L =1{(0,0)}

Ein LGS mit b; = ... = b,, = 0 heifit ein homogenes LGS. Ein homogenes LGS besitzt immer

mindestens die Losung (0,0,...,0).

3.4 Beispiel:
Gegeben sei folgendes LGS:
{4z + 3y = 1 iiber dem Korper Q

Man kann fiir = einen belieben Wert aus Q wahlen und nach y auflésen.

Setze also x = ¢ € Q und rechne:
4c+3y:1:>3y:1—4c:>y:%—§c
Also ergibt sich: L = {(c, 5 — 3¢) | c€ R}

Ein LGS kann somit unendlich viele Lésungen besitzen.
Die Losungsmenge besitzt (hier) eine Parameterdarstellung oder Parametisierung,.

3.5 Beispiel:
Gegeben sei folgendes LGS:
2¢v + 3y = 1

_ _ iber dem Korper Fs.

r + 4y =
1.) Multipliziere die zweite Gleichung mit 2
2r + 3y =
2r + 3y =

[ |
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2.) Wir subtrahieren die erste Gleichung von der zweiten.
2 + 3y = 1
0=0

3.) Setze x = ¢ € F5 und berechne:
Jy=1—-2c=1+3calsoy=2+c
= Insgesamt erhalten wir L = {(¢,2 +¢) | ¢ € F5}

B. Wie kann man ein LGS systematisch 16sen?

3.6 Bemerkung:

Es gibt folgende elementare Gleichungsumformungen:

Typ P: Vertauschen von zwei Gleichugen
Typ D: Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl d € K\{0}
Typ E: Addition eines Vielfachen einer Gleichung zu einer anderen

3.7 Satz:
Gegeben sei das LGS (%)

Eine elementare Gleichungsumformungen éndert die Losungsmenge nicht.
Beweis:
Typ P: klar.

Typ D: Sei d € K\{0} und sei a;;x1 + ...+ a;x, = b; die zu multiplizierende Gleichung.
Sei (¢1,...,¢,) € K™ mit ajc1 + . .. + agpc, = b Dann gilt auch dajcq + ... + dag,c, = db;
Somit erfillt (cy,...,c,) auch die Gleichung da;;c1x1 + ... + dag,cx, = db;.

Sei umgekehrt (ci,...,¢,) € K™ mit dajci + ... + da,c, = db;.

Dann folgt durch Multiplikation mit d~!, dass auch a;ic; + ... 4 ainc, = b; gilt.

Also ist (cq, ..., ¢,) auch eine Losung von anzy + ... + @iy, = b;.

Typ E: Dies priift man entsprechend nach.

3.8 Definiton:

Ein LGS (%) ist in Zeilenstufenform, wenn gilt:

(a) Gleichungen 0 = 0 stehen in den untersten Zeilen des LGS.

(b) Ist eine Gleichung ungleich 0 = 0, so ist sie entweder 0 = 1 oder von der Form

qed.

ani + ...+ ainr, = b;, wobei das erste a;; # 0 die Bedingung a;; = 1 erfiillt. [ Dieses a;;

heifit Leitkoeffizient oder Pirotelement]
(¢c) Kommt eine Gleichung 0 = 1 vor, so steht sie unter den Gleichungen 0 = 0 ganz unten.

(d) Sind zwei untereinander stehende Gleichungen ungleich 0 = 0 und 0 = 1, so steht der

Leitkoeffizient der unteren Gleichung weiter rechts als der der oberen , d.h. bei einem z;

mit groflerem 7.
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3.9 Beispiel:
Betrachte das LGS

(%)

1.) Subtrahiere die erste Gleichung von der zweiten und addiere sie dann zu dritten.

X

r + vy

T

Yy + z

-z =0

0 {ber dem Korper Q

—r +y + 2z =20

+ Yy

2y

z =0
— 2y + 22 =0

0

2.) Addiere die zweite Gleichung zur dritten und normiere beide (d.h. multipliziere beide so, dass
der Leitkoeffizient 1 wird).

X

+ vy
Y

z

z

z

= 0
= 0
= 0

Den néachsten Schritt nennt man Ausrdumen.

3.10 Definition:
Ein LGS befinde sich in Zeilenstufenform.

Wir sagen, es sei in reduzierter Zeilenstufenform wenn jeder Leitterm, d.h. jede fithrende

Variable z; genau einmal im ganzen LGS vorkommt.

3.11 Beispiel:

Wir iiberfithren das LGS (#x) in reduzierter Zeilenstufenform.

1.) Addiere die dritte Gleichung zur ersten und zur zweiten.

X

+ Y
Y

z

0
0
0

2.) Subtrahiere die zweite Gleichung von der ersten.

X

0
0 Offensichtlich folgt L. = {(0,0,0)}

0
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3.12 Satz: (das Gaufische Eliminationsverfahren (Carl-Friedrich
Gauf3, 1777-1855))

Gegeben sei das LGS (x). Betrachte die folgenden Instruktionen/Schritte:

(a) Finde eine Gleichung in der die Unbestimmte z; mit dem kleinsten j vorkommt.
Vertausche die Gleichung so, dass dies die erste Gleichung ist.

(b) Ist der Koeffizient a;; von x; in der ersten Gleichung ungleich 1, so teile die erste Gleichung
durch a;;.

(c) Addiere passende Vielfache der ersten Gleichung zu den darunter stehenden Gleichungen,
so dass der Koeffizient von x; dort iiberall verschwindet.

(d) Wende die Schritte a) bis ¢) auf die Gleichungen 2 bis m an und wiederhole dieses
Verfahren, solange bis das LGS in Zeilenstufenform ist.

Dies ist ein Algorithmus, der das LGS (%) in Zeilenstufenform {iberfiihrt, ohne die Losungsmenge
zu verdndern.

Beweis: Endlichkeit: ... Korrektheit: ...

3.13 Korollar: (Das Gauf3-Jordan Verfahren)

Sei das LGS (x) gegeben. Fiithre das Gauf-Verfahren (3.12) durch und schliefie folgenden Schritt
an: Beginnend mit der letzten von 0=0 verschiedenen Gleichung: Addiere geeignete Vielfache
jeder Gleichung j zu den dariiber stehenden Gleichungen um die Koeffizienten des Leitterms von
Gleichung j in den dariiber stehenden Gleichungen zu eliminieren (, Ausrdumen* ).

Dies ist eine Algorithmus, der das LGS (%) in ein LGS iiberfiihrt, dass sich in reduzierter
Zeilenstufenform befindet, ohne die Losungsmenge zu verédndern.

3.14 Beispiel:

Gegeben sei das LGS
r + y + 2z =9
2v + 4y — 3z = 1 iiber dem Kérper Q
3r + 6y — 5z = 1

(a) GauB-Verfahren:
(¢) (—=2)-I + IT und (—3)-I + III

r + y + 2z = 9
2 — Tz = =17
Jy — 1llz = —-26

(b) L1
r + y + 2z = 9
y = 52 = g
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(¢) (=3)II + III

r + vy + 2z = 9
y =57 = oy
1 1
— 37 = T3

(b) (—2)-111
r + y + 2z = 9
y — 57 = -3
z = 1

Dieses LGS ist in Zeilenstufenform. Riicksubstitution liefert:
z =1,y = =5,z = 12, also die Losungsmenge: L. = {(12,-5,1)}

(b) GauB-Jordan-Verfahren:
(e) Z.IIT + TT und (—2)-TIT + I

r + y = 7
Yy = -9
z = 1
(e) (1)1 + 1
x = 12
Y = =5
z = 1

Wieder folgt: L = {(12,—5,1)}

C. Was niitzt uns die reduzierte Zeilenstufenform eines LGS?

3.15 Bemerkung:

Sei das LGS (x) gegeben. Man kann die reduzierte Zeilenstufenform wie folgt mit CoCoA
berechnen:

(a) Wechsle in den korrekten Grundring, z.b.:
Use S:=Q[x[1..5]]; (die Unbestimmten sind x[1].. .x[5])
oder: Use T::=7/(101)[x,y,z[;

(b) Definiere Polynome, die die Gleichungen repriisentieren, wobei der konstante Term b; auf

die linke Seite gebracht wurde. z.B.:
Fl:=x+y-+22z-9;

F2:=2x+44y-3z-1;

F3:=3x+46y-52z-1;

(c) Definiere das Polynomideal aus F1, F2, F3:
[:=Ideal (F1,F2,F3);

(d) Berechne die Gleichungen der reduzierten Zeilenstufenform mit:
ReducedGBasis(1);
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3.16 Satz: (Ablesen der Losungsmenge aus der reduzierten
Zeilenstufenform)

Sei das LGS (x) gegeben und sei

( ria ... 0 ... 0 + cyr; + ... + cipx, = dl
0 Tio ... 0 + cqx; + ... + copx, = d2
0 ... 0 ... i + cux; + ... + cppxy, = di
0., 0. 0 0o ... 0= 0

mit Indizes 1 <43 <y < ... <t <nund ! =1, +1und ¢;,d, € K.

Dann kann man die Losungsmenge von (*) wie folgt parametisieren:
L={(e1,...,en) € K" | e € K beliebig fiir j ¢ {i1,... 0}
und e; =d, — e — ... — cupey fir j =1, € {ir,...,ix}}

Beweis:
»,2 Durch Einsetzen in (%) priift man leicht nach, dass die angegebenen Tupel tatséchlich das
LGS (%) losen.

»C* Umgekehrt erfiillt jede Losung von (k%) wegen der ersten k Gleichungen auch die
Bedingungen e; = d, — c;ye; — ... — cypep fiir j = ¢,,. Somit ist die rechte Seite die Losungsmenge
von (x%). Nach Satz 3.7 ist sie auch die Losungsmenge von (). qed.

D. Welche Anwendungen besitzt das Losen von LGS?

(a) Graphentheorie / Logik (vgl. Blatt 2 / Aufg. 4)

(b) Computertomographie (vgl. Blatt 3 / Aufg. 1)

3.17 Beispiel: (Elektrische Schaltkreise)

_W' I Die Widersténde Ry, Ro, R3, Ry seien gegeben.

5 Zeige: Die flielenden Strome Iy, I5, I3 sind

o ra | Proportional zur angelegten Spannung U.

| 1l [FI Man bestimme die Proportionskonstante.
=1

Ohmsches Gesetz: U = R - [

1. Kirchhoffsches Gesetz: An jedem Knoten ist die Summe der zu- und abflieBenden Strome
gleich Null.

2. Kirchhoffsches Gesetz: In jedem Kreis ist die Summe der Spannungen gleich Null.

Hier ergibt sich:

L — L — I =0
RQ[Q — Rg[g =0
(R + R)L + Rl =0

Hier ergibt sich ein LGS iiber R fiir die Unbestimmten I, I, I5.
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Es ergibt sich ein Losungstupel der Form:

Il = C1- U
I, = c¢y-U wobei die ¢; Funktionen von Ry, Ry, R3, Ry abhidngen.
[3 = C3- U

3.18 Beispiel: (Wahrscheinlichkeitsrechnung)

Bei einem Spiel werden zwei Wiirfel geworfen und die Augenzahlen addiert. Abhéngig von der
Summe wihlen die Spieler entsprechend ihrer (geheimen) Strategie eine der Aktionen Ay, ..., Ag.
Ein Beobachter protokolliert das Verhalten der Spieler bei einer groflen Anzahl von Spielen und
bestimmt P;(A;), die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Spieler ¢ die Aktion A; wahlt. Wie kann der
Beobachter die Strategie der Spieler bestimmen?

Unter Verwendung der bekannten Wahrscheinlichkeiten P(B;) fiir die Wiirfelsumme
l€{2,3,...,12} und der (Unbekannten) bedingten Wahrscheinlichkeiten P;(A;/B;)

(,, Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Spieler ¢ die Aktion A; wihlt, wenn die Wiirfelsumme [ ist* )
erhalten wir das LGS:

Pi(Bz) - Pi(Ai/Ba) + ...+ Pi(Bi2) - Pi(Aj/Biz) = Pi(4;)

Unbestimmte Unbestimmte
fire=1,...,#Spieler und j =1,... k.
Hieraus kann man die Losungsmenge {P;(A,;/B;) | j=1,...,kund | =2,...,12} fiir die
Strategie von Spieler ¢ berechnen.

E. Wie kann man LGS effektiv 10sen?

3.19 Definition:
Ist ein LGS () gegeben, so heift

anry + ... + apxr, = 0

(+) : : — ¢ das assoziierte homogene LGS.

amiti + ... + appr, = 0

3.20 Satz: (Reduktion auf homogene LGS)

Sei L die Losungsmenge von (%) und L die Losungsmenge von (+). Ferner sei (cq, ..., ¢,) € L
eine feste Losung von (). Dann gilt .
L=(c1,...,co)+L={(c1 +dy,...,cn +dy) | (dy,...,d,) €L}

Beweis:

»,C“ Sei (e1,...,6e,) € L. Dann gilt ane; + ... + ajpe, = b; und az¢1 + . .. + azc, = by fiir
1=1,....m

Die Differenzgleichung a;1(ey —¢1) + ... + ajp(e, +¢,) =0 fiir i = 1,...,m zeigt, dass das Tupel
(dy,...,d,) = (e1 —c1y... €6, — ) eine Losung von (+) ist.

Nun liefert (e1,...,e,) = (c1,...,¢n) + (di,...,dn) € (c1,...,¢,) + L die Behauptung.

.2 Sei (dy, ..., d,) € L d.h. es gelte andy + ...+ amd, =0 fiir i = 1,...,m.

Dann folgt:

CLﬂ(Cl + dl) + ..+ am(cn + dn) = (CLﬂCl + ...+ CL,an) -+ (aildl + ...+ amdn) = bz +0= bl fir
i=1,...,mund somit (¢; +ds,...,c, +d,) € L. qed.
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3.21 Bemerkung:

Wir werden spéter sehen, dass man eine Losung (cy, ..., ¢,) von (*) mit einer Formel berechnen
kann (,,Cramersche Regel“ ). Also kann man das Losen des LGS (*) mit Satz 3.20 auf den
homogenen Fall zuriickfiihren.

3.22 Definition: (Matrizen Notation)

Um die Durchfithrung der Gauflschen Elimination iibersichtlicher zu gestalten, fithren wir
folgende Notation ein:

(a) eine m x n-Matrix iiber K ist ein rechteckiges Zahlenschema

ai; a2 - Al
mit Qi e K

Am1 Am2 = Amp
(b) Fassen wir die Koeffizienten a;; zu einer Matrix

aip -+ Qin
A=

am1 - Amn

iiber K zusammen, so heifit A die Koeffizientenmatrix des LGS (x)

(c) Die Matrix

ap - Qi | by

am1 - Amn bm

heifit die erweiterte Koeffizientenmatrix des LGS ()

(d) Schreibweise des LGS:

3.23 Bemerkung:

Man kann die Schritte des Gauf3-Verfahrens bzw. des Gaufl-Jordan-Verfahrens auch direkt mit
der erweiterten Koeffizientenmatrix des LGS durchzufithren. Ist das LGS homogen, so kann man
auch mit der Koeffizientenmatrix selbst arbeiten.

Die sogenannte Matrizenrechnung wird spéter behandelt.
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4 Blick in den n-Dimensionalen Raum

(Affine Rédume - der R")
Rene Descartes hatte folgende Idee, wie man die Zeichenebene durch die Tupel im R? darstellen
kann:

4.1 Bemerkung:

(a) In der Zeichenebene wihlt man zwei , ausgezeichnete Punkte O und | P. Wir identifizieren
O mit der reellen Zahl 0 und P mit 1. Jeder Punkt auf der Geraden OP entspricht dann
genau einer reellen Zahl.

z V2

i ZI’ > Diese Gerade heifit die x-Achse.

I
0=0

|
T
1=p

Dann bildet man die Senkrechte zur x-Achse durch O und nennt sie y-Achse. Dreht man
den Punkt P um 90 um O, so wird der resultierende Punkt R auf der y-Achse mit
R = (0, 1) bezeichnet. Statt O schreiben wir auch (0,0) und statt P auch (1,0).

Skizze:
¥
n_A8___5=(a.b)
©.1)=R¥ :
b
A \
(0.0)=0 P=(1,0)

Ist eine beliebiger Punkt S gegeben, so fallen wir das Lot auf die x-Achse und erhalten eine
Zahl a € R. Ebenso fillen wir das Lot auf die y-Achse und erhalten b € R. Dann wir S mit
dem Tupel (a, b) identifiziert. Auf diese Weise kénnen wir die Zeichenebene mit R?
identifizieren.

(b) Auf diese Wiese kann man auch den Anschauungsraum mit R? identifizieren.
Skizze:

¥

Die positive x-Achse, positive y-Achse
und positive z-Achse sind dabei nach der

rechte-Hand-Regel angeordnet.

S
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(c) Eine Gerade G in der Zeichenebene kann auf mehrere Weisen mit einer Teilmenge von R?
identifiziert werden:

1.) Ist die Gerade durch zwei Punkte P, = (a,b) und P, = (¢, d) gegeben, also G = P, P,
so gilt:
G={(a,b) + AN(c—a,d—0b) | A e R}

(.

:a+A(c—aIb+A(d—b)
,Parameterdarstellung” einer Geraden in R?
2.) Es gilt auch G = {(c1,¢2) € R| (c1 —a)(d —b) — (c2 — b)(c —a) = 0}
d.h. G ist die Losungsmenge einer linearen Gleichung
Ozx—i—ﬁy =7 mit O./,ﬁ,’y € R und (aaﬁ) 7é (070)

(d) Entsprechend kann man auch eine Ebene im R3 darstellen:

1.) Sind P, = (a1, as,as3), Py = (b1, b9, b3), Ps = (c1, 2, c3) drei Punkte in E, die nicht auf
einer Geraden liegen, so gilt:
E = {(al,CLQ,CLg) + )\(bl - al,bg — a2,b3 - CL3) + /L(Cl — a1,Co — A2,C3 — CL3) ‘ )\,,LL € R}
,Parameterdarstellung“ einer Ebene £/ C R?

2.) Eine Ebene F ist auch die Losungsmenge einer linearen Gleichung
ar + By + vz =0 mit o, 3,7,0 € Rund («, 3,7) # (0,0,0)

Skizze:

M

}
{1.0) Z

4.2 Definition:

Sein > 1.

(a) Die Menge R™ heifit der n-dimensionale affine Raum iiber R.

(b) Eine Teilmenge G C R™ der Form G = {(ay,...,a,)+A(b1,...,b,) | A € R} von R" mit fest
gewéhlten a;,b; € R, wobei (by,...,b,) # (0,...,0) sein muss, heifit eine Gerade im R".

(c) Eine Teilmenge F C R™ der Form
E={(ai,...,a,) + Ab1,...,b,) + p(ci, ..., cn) | A, p € R} mit fest gewéhlten a;, by, ¢, € R
und (by,...,b,) # (0,...,0) und (cq,...,¢,) # (0,...,0), die nicht in
{A(b1,...,b,) | X € R} liegt, heiBt eine Ebene im R*.

(d) Die Losungsmenge einer linearen Gleichung H = {(c1,...,¢,) € R" | aje1 + ... + anc, = b}
mit fest gewahlten aq,...,a,,b € Rund (ay,...,a,) # (0,...,0) heifit eine Hyperebene im
R™.
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4.3 Beispiele:

(a) Seii € {l,...,n}. Die x;-Achse ist die Gerade
Gy =1{[0,...,0)+A\0,...,0, 1 ,0,...,0) | A€ R}
i-te Stelle
~ = .
={(0,...,0, A ,0,...,0) | A € R} im R™.
(b) Die Menge H,, = {(c1,...,¢,) € R" | ¢1 + ...+ ¢, = 1} ist eine Hyperebene im R™.

1.) Bild im R
2.) Bild im R?

A. Was kann man mit den Punkten im R" so alles machen?

Man kann die Punkte im R™ (oder Tupel) addieren und mit Skalaren (d.h. Elementen von R
multiplizieren.

4.4 Definition:

(a) Die Verkniipfung +:R*"xR" — R" macht R™ zu einer

(a1, .. apn), (b1, ..., by)) +— (a1 +by,...,a, +by)
abelschen Gruppe. Diese Verkniipfung heifit die Addition (oder Vektoraddition) im R”".

(b) Die Abbildung RxR* — R" heifit die skalare Multiplikation im R”.
(AMaq,...,a,)) — (Aag,..., Aay,)

4.5 Beispiel:

Man kann jeden Punkt (aq,...,a,) € R® durch Addition und skalare Multiplikation aus den
Punkten P, = (1,0,...,0), P = (0,1,0,...,0),...,P, =(0,...0,1) gewinnen:
(a1,...,a,) = (a1,0,...,0) +(0,a9,0,...,0)+ ...+ (0,...,0,a,) = (a1 P + a2 Py + ... + a, Py,)

4.6 Beispiel: (Geometrische Deutung der Addition und der skalaren
Multiplikation im R? und R?)

(a) (Vektor-)Addition im R%:
y

#

P+Q
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(b) Skalare Multiplikation im R?:

Y
2p

hal=
"

3 X

(c) Die Addition und skalare Multiplikation im R?: entsprechen ebenfalls der
,Hintereinanderlegung® der Strecken, bzw. ihrer ,zentrischen Streckung® .

(d) Man kann die Punkte des R™ mit Vektoren identifizieren. Ein Punkt P € R™ entspricht
—
dem Vektor (,,Pfeil“ ) OP vom Ursprung oder auch Nullpunkt O zum Punkt P.

4.7 Satz: (Rechenregeln fiir Addition und skalare Multiplikation im
R™)
(a) (R™ +) ist eine abelsche Gruppe.

(b) Es gelten die Distributivgesetze:

L) Mv+w) =+ Aw fir A € R und v,w € R"
2.) AN+ p)v =+ pv fir \,u € Rund v € R"

(c) Esgilt 1-v = fiir veR" (Treue).

(d) Es gilt ein Assoziativgesetz: (A - p)v = A(pv) fir A, p € R und v € R”

C. Was hat das alles mit Geometrie zu tun?

In der Geometrie will man Léangen und Winkel messen.

4.8 Beispiel: (Lingen- und Winkelmessung im R?)

(a) Seien P = (a,b) und Q = (c,d) zwei Punkte im R% Dann heifit
— — —
|PQ = /(c —a)? + (d — b)? die Lénge der Strecke PQ bzw. des Vektors P@).




Lineare Algebra und analytische Geometrie I S. 25

(b) Die Abbildung ||-||: R? — R heifit die Norm von R?. Sie ordnet
P o ||PG| = Va2

jedem Punkt P den Abstand vom Nulltpunkt O zu.

Skizze:
Y
#1
. Der Satz von Pythagoras liefert ¢? = a? + b
: (@b Also ist die obige Definition sinnvoll.
¥ Eb
o] a £ 7 X

(¢) Den Winkel zwischen zwei Gerade durch den Ursprung kann man iiber seinen Kosinus

definieren.
Skizze:
Y
#]
cos(@) = 7
: _ b
=fed) SZn(a) N Vai*‘bz
cos(f3) = wrc
F={ab) sin(B3) = \/Cszridz
'y by
[ x ' }x

Fiir den Winkel v = 8 — « folgt:
cos(y) = cos(f — a) = cos(a)cos() + sin(a)sin(F) = \/a2+“bcj\l}i2+d2 = H?DCHJ-FIIbCCQlII

— —
Die Zahl < P, () >= ac + bd heifit dabei das Skalarprodukt der Vektoren OP und OQ.

4.9 Beispiel: (Lingen und Winkelmessung im R?)

(a) Fiir Punkte P = (a,b,c) und Q = (d, e, f) im R3 heiit
il o
|PQ| = /(d —a)?+ (e — b)2 + (f — ¢)? die Linge der Strecke PQ

(b) Die Abbildung ||-||: R* — R heifit die Norm von R3.
(a,b,¢) = Va+ b2+ =]|OP|

Dass diese Definition sinnvoll ist, folgt wieder aus dem Satz des Pythagoras.
Skizze:

P={a,b.c)

F' sei der FuBBpunkt des Lots von P auf die x-z-Ebene.

vy Dann gilt: d = va? + ¢? und

‘/&“{‘:“,g l:\/d2+62:\/a2+b2+02
semepeect ]-F
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(c) Den Winkel zwischen zwei Geraden OP und O—Q> im R? die sich in O schneiden, definieren

wir fiir P = <p17p27p3) und Q = (Qb 4z, Q3) durch:
_ P1qh + P2g2 + P3qs

0s(e) =B 1al

1.) Wieso ist dies wohldefiniert, d.h. wieso liegt die rechte Seite im Intervall [-1,1]?
Dies folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (siche unten).

2.) Wieso macht diese Definition Sinn?

In einem Dreieck A\ ABC mit Seitenlédngen a, b, ¢ gilt:

= a?+b* — 2ab - cos(a)

= cos(a) = C= Wihle hier a = ||P||,b = ||Q|l,c = ||P — Q||
_ p3pdrit a3 +ad—[(p1— 1) 2+ (p2—92) 2+ (ps—a3)?]
N 2Pl

Dann folgt: cos(«)

— 2p1q1+2p2qa+2p3q3 _ p1q1+p2q2+p3q3
. 2lPIkel 1Pl
Skizze:

4.10 Definition: (Lingenmessung im R")

Die Abbildung |-]:R* — R heifit die (euklidische) Norm auf R™.
(a1,...,a,) — ai+...+ad

4.11 Satz: (Eigenschaften der Norm)

Sei || - || : R™ — R die euklidische Norm. Dann gilt:
(a) ||P]| > 0 fiir alle P € R" und ||P|| = 0 genau dann, wenn P = 0 gilt.
(b) Fur alle A € R und alle P € R” gilt: [|AP|| =| A | -|| P||

(c¢) Fir P,Q € R™ gilt die Dreiecksungleichung:
1P+ QI <P+ QI
Skizze:

y

(1P| P+0

Q [{al]

Ly
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Beweis:

(a) Fiir P = (ay,...,a,) gilt |P|| = /a?+ ...+ a2 >

Hierbei ist || P|| = 0 genau dann, wenn a? + ... +a
(a1,...,a,) =(0,...,0)

(b) Es gilt [[AP|| = +/(Aa1)2+ ...+ (M\ay)? denn AP = (Aay, ..., Aay,)

= VN@+...+a2) = | Vai+...+aZ=|\]||P|

(c) Folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (sieche unten). qed.

= 0 gilt, also genau fiir

SN O

4.12 Definition: (Winkelmessung im R")

(a) Seien P = (ay,...,a,) und Q = (by,...,b,) zwei Punkte im R™\{0}.

— —
Dann ist der Winkel a zwischen OP und O(Q) definiert durch

__ atbi+..4anbn
COS\X) = — 57 17~1
() Pl

Dies ist wohldefiniert, denn die rechte Seite liefert stets einen Wert im Intervall [-1,1], wie
sich aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung (siehe Unten) ergibt.

(b) Die Abbildung <> R'xR" — R heifit das

((a1, ... yan),(b1,...,by)) +— (a1by + ...+ ayby,)
Skalarprodukt auf R".

4.13 Satz: (Eigenschaften des Skalarprodukts)
Fiir Ay, Ay € R und v, vy, v9, w, wy, ws € R™ gilt:
a) < (/\1v1+)\2v2),w >= )\1 <v1,w>+)\g < Vg, W >

b) < v, ()\111)1 -+ >\2w2) >= )\1 <v,wy > —|—)\2 < V,Wq >

(c

d) <wv,v>= v >0

(a)
(b)
) <v,w>=< w,v >
(d)
)

(e) <w,v>=0, genau dann, wenn v = 0 gilt

Beweis: Nachrechnen!

4.14 Theorem: (Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Fir v,w € R™ gilt: |[< v,w >|< [Jv]| - ||w]].

Beweis: Fiir w = 0 ist die Behauptung wahr. Sei nun w # 0. Fiir A € R gilt:
0=<v—Aw,v—Aw>=<0,v—Aw > -A<w,v—A\w >

(a) (a)
(f)< V0> =A< v, w > A< w,v >+ < w,w >(:)< v, 0> =2\ < v,w > +N < w,w >

Wiihle nun A = =222 (mit < w,w >> 0) und erhalte:

2<v,w> <v,w>2
0 §< ”U,.U > _<w—,w> < v,w >'+<w,w>2
Multiplikation mit < w,w > liefert:
0<<v,v><w,w>—-2<v,w>*+<v,w>?also 0 < ||v]|? ||lw]*~ < v,w >?

Es folgt: < v,w >*<||v]]? - ||w||* also < v,w >< ||v]| - [Jw]| qed.

< w,w >
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4.15 Bemerkung:

Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt fiir v, w # 0 die Ungleichung

\ —Eﬁ’m‘ |< 1. Damit ist der Winkel zwischen v und w wohldefiniert.

4.16 Beweis der Dreiecksungleichung:

Es gilt: v+ w|?+ <v4w,v4+w>=<v,0>+2<v,w >+ < w,w >

< [Joll? + 2||v[| - [Jw]l + [lw]* = ([[o]] + [lw]])?

Wurzelziehen liefert:

[o+ w|l < [lo]| + [Jw| qed.

4.17 Bemerkung:

Mit obigen Definitionen und Sétzen kann man viele geometrische Sitze wie folgt beweisen:

(a) Fiihre ein geeignetes rechtwinkliges Koordinatensystem ein.

(b) Stelle die Parameterdarstellungen bzw. die definierten Gleichungen aller beteiligten
Geraden, Ebenen, etc. auf.

(c¢) Formuliere die Behauptung algebraisch und beweise sie mit algebraischen Mitteln (Losen
von LGS, Griibner-Basen, ...)

4.18 Beispiel:

Betrachte den folgenden Satz:
In einem Dreieck schneiden sich die drei Seitenhalbierenden in einem Punkt. Sie werden von
diesem Punkt im Verhéltnis 2:1 geteilt (Schwerpunkt).

Beweis:

(a) Skizze:

G

40,0 ! (.00

(b) Parameterdarstellung der beteiligte Geraden:
Gr = {A(%£L,5) | A € R}

G = {(1.0) < u(~1+£.2) | n € R}
Gs ={(a,b) +v(5 —a,—b) | v € R}

(¢) Bestimmung der Schnittpunkte:

AL = 1 4 op(—14 8
G1 N Gy: 2b ,u( 22 Esfolgt:)\:,u:§
A5 = 13
AN = a + v(i-a
G1 N Gs: 2b (2 ) Esfolgt:)\:yzg
A= b - vb

also G1 N G2 = G1 N G3 = Gg N G3 qed.
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Kapitel II: Die ersten Scharmiitzel

5 Ré&ume voller Vektoren (Vektorrdume und
Untervektorrdume)

A. Was ist ein Vektorraum?

Im Folgenden sei stets K ein Korper.
Die Beispiele in §3 und §4 legen die folgende Definition nahe:

5.1 Definition:

Eine Menge heifit ein K-Vektorraum, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(a) Es gibt eine Verkniipfung +:V xV — V , so dass (V, +) eine kommutative
(v,w) — v4+w
Gruppe ist.

(b) Es gibt eine Abbildung -: K x V' — V | genannt skalare Multiplikation, so dass gilt:

(\v) — v

erstes Distributivgesetz: A(v +w) = Av + Aw fiir A € K und v,w € V
zweites Distributivgesetz: (A + p)v = v + po fiir A, p € K und v € V

Treue: 1 - v=vfirveV

Die Elemente von V' werden auch als Vektoren bezeichnet.

5.2 Beispiele:

(a) In §4 haben wir gesehen, dass R" ein Vektorraum iiber dem Korper R ist, wenn man
komponentenweise Addition + :R*"xR*" — R” und

((a1,...,a,),(b1,...,b,)) — (a1by + ...+ ayby)

komponentenweise skalare Multiplikation - R*"xR" — R” verwendet.

(A (a1,...,a,)) — (Aag,..., A ay,)

(b) Sei L C K™ die Losungsmenge eines homogenen LGS. Dann ist L auch ein K-Vektorraum

beziiglich komponentenweiser Addition und skalarer Multiplikation.

(c) Ist M eine Menge, so ist die Menge Abb(M, K') in natiirlicher Weise ein K-Vektorraum.
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5.3 Beispiel:

Sei I C R ein Intervall und C°(I) die Menge aller stetig differenzierbaren Funktionen f: 1 — R.
Dann wird C°(I) durch

+:C°(I)xC°(I) — C°(I) mit f+g:1 — R sowie

(f,9) — f+y a — f(a)+g(a)
S RxC(I) — C°(f) mit A\f:I — R zu einem R-Vektorraum.
A ) = Af a — Af(a)

Ebenso ist z.B. C™(I) die Menge aller n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf I ein
R-Vektorraum.

5.4 Beispiel:

Sei RN = Abb(N,R) die Menge aller Folgen (a;)i>o-
Dann wird RY durch +: RN RN — RN und -:RY xRN — RN

((ai>z’207 (bi)iZ(]) — (ai + bi)iZO ()\7 (ai)iZO) = ()\ai>i20
zu einem R-Vektorraum.

5.5 Beispiel:
Sei C ={a+bi|a,be R} der Kérper der komplexen Zahlen.
Dann ist C ein R-Vektorraum beziiglich +:CxC — C
((ay + b1i), (ag + bai)) +— (a1 +az2) + (b + ba)i
und :CxC — C
(a,(b+ci)) — ab+ (ac)i

5.6 Bemerkung:

Man kann folgende , allgemeine® Beispiele aufstellen:

(a) Die Menge K™ ist ein K-Vektorraum beziiglich komponentenweiser Addition und skalarer
Multiplikation.

(b) Sind K, L zwei Kérper mit K C L, so ist L ein K-Vektorraum.

B. Kann ein Vektorraum in einem anderen enthalten sein?

5.7 Definition:

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V' heiffit K-Untervektorraum wenn U beziiglich +
und - von V selbst ein Vektorraum ist. Insbesondere muss U also beziiglich + und -
abgeschlossen sein, d.h. fiir uy,us € U und A € K gilt u; +us € U und Auy € U.

5.8 Satz: (Das Untervektorraumkriterium)

Sei V' ein K-Vektorraum und U C V eine Teilmenge. Genau dann ist U ein K-Untervektorraum
von V', wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(a) U # 0 [Aquivalent zu 0 € U]

(b) Fir A € K und u € U gilt \u € U
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(¢) Fiir uy,us € U gilt uy —uy € U

Beweis: ,,=* siehe Definition.

»,<"“ Aus (a) und (b) folgt 0 € U.
Nach (a) gibt es ein u € U. Nach dem Distributivgesetz gilt folgendes:
0-u=04+0u=0-u+0-u
Addiere —0 - v und erhalte 0 = 0 - u. Nach (b) folgt 0-u € U, also 0 € U.
Nach (c) gilt fiir jedes u € U, dass auch —u =0 —u € U gilt.
Somit ist U beziiglich 4+ abgeschlossen, denn fiir uy,us € U gilt —us € U und somit
uy + ug = u; — (—ug) € U nach (c). Insgesamt ist U also eine additive Untergruppe von V.
Nach (b) folgt, dass -: K xU — U wohldefiniert ist.
(A\u) — Aa
Die Giiltigkeit der Axiome eines Vektorraums in U folgt daraus, dass diese bereits in V' gelten.
qed.

5.9 Beispiele:

(a) Eine Gerade durch den Ursprung O im R? ist ein R-Untervektorraum von R
Eine Gerade H, die nicht durch den Ursprung geht, ist kein R-Untervektorraum, denn
0¢ H.

(b) Eine Ebene im R? durch O ist ein R-Untervektorraum von R3.
Eine Gerade im R3 durch O ebenfalls.

5.10 Beispiele:

(a) Die Menge {0} ist ein K-Untervektorraum von V. Sie heifit der triviale Untervektorraum.

(b) Der ganze Vektorraum V ist auch ein K-Untervektorraum von V.

(c) Die Losungsmenge L eines homogenen LGS in Unbestimmten ist ein K-Untervektorraum
von K.

C. Wie kann man sich Untervektorraume selbst basteln?

Im Folgenden sei stets K ein Korper und V' eine Vektorraum.

5.11 Definition:

(a) Ist eine Teilmenge M C V gegeben, so ist U = {ayv1 + ... + apvp | k> 0,a; € K, v; € M}
ein K-Untervektorraum von V. Er heifit der von M erzeugte K-Untervektorraum und wird
mit < M > bezeichnet.

(b) Sind a;,...,ar € K und vq,...,v; € V, s0 heifit ajv; + ... + axvy, eine
K-Linearkombination von vy, ..., v;. Mit anderen Worten, der von M erzeugte
K-Untervektorraum < M > besteht aus allen Linearkominationen von Elementen von M.
Man sagt < M > wird von M erzeugt bzw. M ist ein Erzeugendensystem fiir < M >.
Ist M = {vy,...,v;} endlich, so schreiben wir auch < M >=< vy,..., v >.
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5.12 Beispiel:

(a)

(b)

()

()

Der K-Vektorraum K™ wird erzeigt von den sogenannten Einheitsvektoren
e; =(0,...,0,7,0,...,0) mit 1 <i <mn, denn fir (ay,...,a,) € K™ gilt:
(a,...,a,) = (a1,0,...,0) + (0,a9,0,...,0)+... 4+ (0,...,0,a,)
=a1(1,0,...,0) + a2(0,1,0,...,0) + ...+ a,(0,...,0,1)

= ai€e1 + aseo + ...+ ane,

Also gilt: K" =< eq,...,e, >

Der triviale Untervektorraum {0} wird von der leeren Menge M = () erzeugt, denn die
leere Summe ergibt definitionsgeméf 0.

Der R-Vektorraum C wird von {1,i} erzeugt, denn C = {a -1+ bi | a,b € R}. Sein
R-Untervektorraum R wird von {1} erzeugt.

Gegeben seien Vektoren vy = (1,2,1),vy = (1,0,2),v3 = (1,1,0) in Q3.
Gilt (2,1,5) €< vy, Uy, v3 >7
Wir sichen also aq, as, az € Q mit ajv; + agvg + azvs = (2,1,5), d.h. mit
l-ag + 1-a9 + 1-a3 = 2
2-a17 + 0-a9 + 1-a3 = 1
l-ag + 1-a3 + 0-a3 = 5

Losen des LGS liefert a; = 1,as = 2, a3 = 1, also
(2,1,5) =1l-v14+2-v154+1-v3 € U1, Vg, V3 >

D. Was kann man mit Untervektorrdumen sonst noch anfangen?

Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum.

5.13 Bemerkung:

(a) Sind Uy, Uy zwei K-Untervektorrdume von V', so ist auch U; N U ein K-Untervektorraum

(b)

von V.

Sind Uy, Uy zwei K-Untervektorrdume von V', so ist auch
Uy + Us = {uy +uy | uy € Up,ug € Uy} ein K-Untervektorraum von V/

5.14 Beispiel:

(a)

Sei K =R und V = R3.
Betrachte die Untervektorraume U; =< (1,0,0), (0,1,0) > und Us =< (0, 1,0), (0,0, 1)
Skizze:

','n'

U

2 U, ist die x-y-Ebene

U, ist die y-z-Ebene.

3K
/ U, N U, ist die y-Achse.

>
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(b) Sei G C R" eine Gerade in Parameterdarstellung, also durch den Ursprung O, also
G ={\a1,...,a,) | A € R} mit (ay,...,a,) € R"\{0}.
Dann gilt: G =< (a4, ...,a,) >, d.h. G ist der von {(ay,...,a,)} erzeuge Untervektorraum.

(c) Sei E C R" eine Ebene in Paramterdarstellung, also durch den Ursprung O, also
E={\ay,...,an)+ p(by,....b,) | \,p € R}
Dann gilt: £ =< (ay,...,a,), (b1,...,b,) >

5.15 Bemerkung:

Wie testet man, ob ein Untervektorraum in einem anderen enthalten ist?

Seien Vektoren uq,...,u; € V gegeben mit U =< uyq,...u, > Wir wollen wissen, ob U in einem
Untervektorraum W enthalten ist.

Behauptung: Genau dann gilt U C W, wenn firi=1,... &k gilt: u; € W.

Beweis: ,,=“ klar.

. Sei u € U. Schreibe u = ajuy + ... + aguy mit a; € K. Wegen a; € W fiir ¢ =1, ...,k folgt
auch u = ajuy + ... +apup € W qed.



Lineare Algebra und analytische Geometrie I S. 34

6 Basiswissen iiber Basen

Im Folgenden sei K ein Kérper.

A. Was ist eine Basis?

6.1 Definition:

Eine Teilmenge B von V heifit eine K-Basis von V', wenn gilt:

(a) Die Menge B ist ein Erzeugendensystem von V', d.h. es gilt V =< B >.
Anders ausgedriickt: Jeder Vektor V' ist Linearkombination endlich vieler Elemente von B.

(b) Die Menge B ist linear Unabhéngig, d.h. es gilt ajv1 + ... + apvp = 0 mit aq,...ax € K
und vq,...,vx € B, sofolgt a1 =ay=...=a; =0.
Anders ausgedriickt: Die einzige Art, den Nullvektor aus den Vektoren in B durch eine
Linearkombination zu erzeugen, ist die triviale Linearkombination 0 - v; + ...+ 0 - vy.

6.2 Definition:

Eine Teilmenge B C V mit Eigenschaft 6.1.b heifit eine linear unabhéngige Menge von Vektoren.
(Ist B nicht linear unabhéngig, so heiffit B linear abhingig.)

6.3 Beispiele:

(a) Sei B={v} CV.
Ist der Vektor v = 0, so ist B linear abhéngig, denn 1 - v = 0 ist eine nicht-triviale
Linearkombination.
Sei nun v # 0. Ist @ € K mit a - v = 0 und ist a # 0, so folgt mit
v=(a"ta)-v=a"1-0=0 ein Widerspruch zu v # 0.
Also muss a = 0 gelten, d.h. B ist linear unabhéngig.

(b) Sei B ={v,w} C V.
Ist v=0,s0gilt 1-v+0-w =0, dh. die Menge B ist linear abhéngig.
Sei nun v # 0.
1. Fall: w ist ein Vielfaches von v, d.h. es gibt ein ¢ € K mit w = a - v. Dann zeigt
1-w—a-v=0dass B linear abhéingig ist.
2. Fall: w ¢ K-v={ | \e& K}. Wir behaupten, dass B in diesem Fall linear unabhéngig
ist. Sei a,b € K mita-v+0b-w=0.
Gilt b = 0, so folgt a - v = 0 und wegen v # 0 ist dann auch a = 0.
Gilt b # 0, so folgt mit w = —% -v € K - v ein Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist
a = b = 0 die einzige Moglichkeit.

6.4 Beispiel:

Sei V=K" Firi=1,...,nseie; =(0,...,0,1,0,...,0) € K™ der i-te Einheitsvektor. Dann ist
B = {ey,...,e,} eine K-Basis von K™. Sie heifit die Standardbasis oder Einheitsbasis von K™.
Begriindung: Wir haben bereits gesehen, dass K" =< B > gilt.

Sei nun aq,...,a, € K mit aje; + ...+ a,e, = 0. Dann gilt:

aje; + ...+ apen, = (a1, ...,a,) = (0,...,0), d.h. es folgt a; = ... =a,, =0.
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6.5 Beispiel:

Sei M = {my,...,my} eine endliche Menge und V = Abb(M, K).

Firi=1,...,k definiere fi: M — K (0;;j = ,,Kroneckers Delta“ )
mj = O = {3322‘

Dann ist {f,..., fr} eine K-Basis von Abb(M, K).

B. Besitzt jeder Vektorraum eine Basis?

Im Prinzip ja, sprach Radio Eriwan.
Wir beweisen dies nur in einem Spezialfall, ndmlich fiir endlich erzeugte Vektorrdume, d.h. im
Folgenden gelte:

Sei K eine Korper und V' ein K-Vektorraum und es gebe Vektoren vy, ..., v € V mit
V=<uv,...,u >.

6.6 Satz:

Ist B ={vy,..., v} eine Basis von V', so besitzt jeder Vektor w € V eine eindeutige Darstellung
W= avy + ...+ apvp mit ay,...,a; € K.

Beweis: Die Fristenz einer solchen Darstellung folgt daraus, dass B ein Erzeugendensystem von
V ist.

Findeutigkeit: Sei w = ayv1 + ... + apvp = bivg + ... + byvp mit a,,b; € K. Dann gilt

(ay —by)vy + ...+ (ax — br)vr = 0 und aus der linearen Unabhéngigkeit von B folgt
al—blz...:ak—bkzo.

Also gilt a; = b; firi=1,... k. qed.

6.7 Satz: (Basiserginzungssatz)

Fiir eine Teilmenge B C V sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
(a) Die Menge B ist eine Basis von V.

(b) Die Menge B ist eine maximale linear unabhéngige Teilmenge von V', d.h. es gibt keinen
Vektor w € V\B, so dass B U {w} immernoch linear unabhéngig ist.

Insbesondere kann man jede linear unabhéngige Teilmenge von V' zu einer Basis von V' ergénzen.
Beweis:

»(a) = (b)* Nach Definition ist B linear unabhéngig. Zu zeigen ist noch, dass B maximal ist.
Angenommen es gibt ein w € V\ B, so dass B U {w} linear unabhéngig ist. Da B ein
Erzeugendensystem von V' ist, gibt es ay,...,a;r € K und wy,...,wy € B mit

w = ajwy + ...+ apwi. Doch dann liefert w — ajw; — ... — apw, = 0 eine Widerspruch zur
linearen Unabhéngigkeit von B U {w}.

»(b) = (a)* Nach Voraussetzung ist B linear unabhéngig. Zu zeigen ist also, dass B den
Vektorraum V' erzeugt.

SeiveV.

1. Fall: v € B. Dann gilt offenbar v €< B >.

2. Fall: v ¢ B. Nach Voraussetzung ist B U {v} linear unabhéngig, d.h. es gibt ag, ay,...,a; € K
und wy, ..., w; € B mit agv + aqwy + ... + qqw; = 0 und (ag, ..., a;) # (0,...,0).

Hierbei muss ag # 0 gelten, da B linear unabhéngig ist.

Also folgt v = —Z—;wl — = Z—éwl €< B >. qed.
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6.8 Satz: (Der Basisauswahlsatz)

Fiir eine Teilmenge B von V sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) Die Menge B ist eine Basis von V.

(b) Die Menge B ist ein minimales Erzeugendensystem von V', d.h. B erzeugt V', aber fiir alle
v € Bist B\{v} kein Erzeugendensystem von V.

Insbesondere kann man von jedem Erzeugendensystem von V' eine Basis auswéhlen.
Beweis:

»(a) = (b)* Nach Voraussetzung ist B ein Erzeugendensystem von V.

Angenommen, es gibe ein v € B, so dass B\{v} den Vektorraum erzeugt.

Schreibe dann v = ajwy + ... + qyw; mit ay,...,aq; € K und wy,...,w; € B\{v}. Nun
widerspricht 1-v — ajwy — ... — qqw; = 0 der vorrausgesetzten linearen Unabhéngigkeit von B.

»(b) = (a)* Nach Voraussetzung ist B ein Erzeugendensystem von V.

Za zeigen ist also, dass B linear unabhéngig ist. Ware B linear abhéngig, so gébe es
a,...,aq € K und wy,...,w; € B mit ajwy + ...+ quw; = 0 und (ay,...,q;) # (0,...,0).
OBdA sei a; # 0. Dann gilt:

_ a a;—1 ai+1 a,
wi——a—lwl—...— Zai Wi—1 — :li wi+1—...—a—iwl
also w; E< wy, ..., Wi_1, Wit1,...,w; >. Somit wiirde auch B\{w;} den Vektorraum V erzeugen,
was der Voraussetzung widerspricht. qed.

6.9 Korollar:

Jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt eine Basis.

Beweis: Nach Satz 6.8 kann man aus dem endlichen Erzeugendensystem eine Basis auswéhlen.
qed.

C. Wie findet man eine Basis eines endlich erzeugten (Unter-)vektorraums?

Im Folgenden sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum mit Basis B = {vy, ..., v }.

6.10 Satz: (Basisberechnung)

Seien wq, ..., w; € V Vektoren, die einen Untervektorraum U =< wy, ..., w; > erzeugen. Fiir
i =1,...,1 schreibe w; = a;v1 + ... + a;;v; mit a;; € K. Betrache folgende Instruktionen:

1.) Bilde eine Matrix

ay;p - Ak

ap e g
2.) Bringe diese Matrix mit dem GauB-Verfahren in Zeilenstufenform und erhalte:

bll e blk

mit bij € K.
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(a) Dann bilden die Vektoren u; = b;j;v; + ... + bjpvg mit 1 < i < m eine K-Basis von U.

(b) Wurden keine Zeilen vertauscht, so bilden die Vektoren {wj,...,w,,} ebenfalls eine Basis
von U.

Beweisskizze:

(a) Bei elementaren Zeilenumformungen éndert sich der von den Vektoren erzeugte
Untervektorraum nicht. (< v 4+ A0, v >=< 0,0 >)
Also gilt: U =< uy, ..., u, >. Seien 1 <4y < ... <1, <k die Positionen
(Spaltennummern) der Pirotelemente.
Sei nun au; + ... + ap, = 0 mit a; € K. Dann gilt:
aq (Uil -+ b1i1+1vz~1+1 + ...+ blkvk) -+ QQ(/UiQ + b2i2+1’l)i2+1 + ...+ kavk) —+ ...
—i—am(vim -+ bmim—i-lvim—i-l + ...+ bmkvk) =0
Hieraus folgt a; = 0 wie man am Koeffizienten von v; erkennt. Nun ergibt sich ay = 0 aus
dem Koeflizienten von vy usw.
Insgesamt ergibt sich also a; = as = ... = a,, = 0, d.h. die lineare Unabhé&ngigkeit von

{ug, ... um}-

(b) Es gilt < wq,...,w; >=<uq,...,u, >=U. Im Fall | = m folgt die Behauptung aus dem

Basisauswahlsatz.

Betrache den Fall [ > m. Nach Voraussetzung gilt w; — c;w; — ... — ¢_qw;—1 = 0 fiir
gewisse ¢; € K. Also folgt w; €< wy,ws, ..., w_;_1 >firi=1,....,[—m+ 1.

Aus w11 E< Wy, ..., Wy > und Wy €< W1, -« .y Wiy, Wiy > folgt

Wypo €E< W, ..., Wy, >. Induktiv folgt wieder w,,; €< wy,...,w, > firi=1,...,1 —m.
Dies zeigt U =< wy, ..., wy, >.

Da {ui,...,u,} ein minimales Erzeugendensystem von U ist, ist auch {wy,...,w,,} eines
und der Basisauswahlsatz liefert die Behauptung (vgl. spéter). qed.

6.11 Beispiel:

Gegeben seien die Vektoren v; = (1,0,2,1),v9 = (—1,2,2,0) und vz = (3, —4,—2,1) im
Q-Vektorraum Q*. Wir suchen eine Q-Basis von U =< vy, vq, U3 >.

1.) Bilde die Matrix

10 21
-1 2 20
3 -4 =21

2.) Berechne die Zeilenstufenform

1 0 21 10 2 1 1 0 21 1 0 2 1

0 2 41,0 2 4 1|, lo2a1]|,l0o12!

3 -4 -2 1 0 -4 -8 -2 0000 000 O
Also sind B = {(1,0,2,1),(0,1,2, 1)} sowie B = {v;,v,} Basen von U.

)4y 5
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D. Sind alle Basen gleich lang?

Im Folgenden sei K eine Korper und V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum.

6.12 Lemma: (Das Austauschlemma)

Sei B eine Basis von V und w € V' \ {0}. Dann gibt es einen Vektor v € B, so dass
(B\ {v}) U{w} wieder eine Basis von V ist.

Beweis: Sei B = {vy,...,v}. Schreibe w = ajv; + ... + agvg mit a; € K.

Wegen w # 0 gibt es ein i € {1,..., k} mit a; # 0. Wir behaupten, dass B = (B \ {v;}) U {w}
eine K-Basis von V ist.

Erzeugendensystem: Es gilt: v; = aiiw — %Ul -
Also liegen alle Vektoren von B in < B >, d.h. es gilt < B>=< B>=V

Lineare Unabhdingigkeit: Angenommen, es gibt bg, by, ..., b;_1,b;11,...,br € K mit

bow + bivy + ...+ bi—1Vi—1 + bip1Vip1 + ... + brvp = 0 und nicht alle b; sind Null. Da B linear

unabhéngig ist, muss dann by # 0 gelten. Es folgt:

aq—1 (223
Vi—1 —

tlvi-l-l_"'_z_ljvk e< B>

a

((111)1 + ...+ akvk) + 2—3@1 + ...+ bzgll)i_l + b;}zlvi_;,_l + ...+ Z—svk =0
Der Koeffizient von v; liefert a; = 04 ged.

6.13 Theorem: (Der Steinizsche Austauschsatz)

Sei B = {vy,..., v} eine Basis von V und C' = {wy, ..., w;} eine Menge linear unabhéngiger
Vektoren von V.

Dann gibt es Indizes 1 <id; < ... <4 <k, so dass (B \ {vi,,...,v;}) U{ws,...,w;} eine Basis
von V ist.

Mit anderen Worten, man kann [ Vektoren einer Basis B gegen die Vektoren in C' austauschen.

Beweis: Wir schliefen mit vollstdndiger Induktion nach [

I = 1: Dies ist genau der im Austauschlemma behandelte Fall.

1>1:Sei C' = {wy,...,w}. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Indizes

1<iy<...<i_y <k sodass B= (B\{v;...,v; ,})UC eine Basis von V ist.

Wir miissen noch den Vektor w; in die Basis B hineintauschen und zwar gegen einen der
Vektoren aus B.

OBdA seien {vy, ..., v} die Vektoren in B\ {v;,,...,v;_,} (d.h. es gelte i; =1 etc.)

Schreibe w; = ajwy + ... + aqj_qwi—1 + qu; + ... + aiv, mit q; € K.

Wiére a; = ... = a; = 0 so wire die Gleichung ein Widerspruch zur vorrausgesetzten linearen
Unabhéngigkeit von C'.

Also gibt es j € {l,...,k} mit a; # 0 und aus dem Beweis des Austauschlemmas folgt, dass man
w; gegen v; in die Basis B hineintauschen kann. Die neue Basis enthilt dann C. qed.

6.14 Korollar:

Je zwei Basen von V haben gleich viele Elemente. Dieses Elementezahl heifit die Dimension von
V und wird mit dimy (V') bezeichnet.

Beweis: Seien B und C' zwei Basen von V. Tauscht man C' mit Hilfe des Theorems in B hinein,
so folgt #C' C #B.

Tauscht man B mit dem Theorem in C hinein, so folgt #B C #C.

Also folgt #B = #C ged.

Aufgrund dieses Korollars heiflen endlich erzeugte Vektorraume endlich dimensional. Ist ein
Vektorraum nicht endlich dimensional, so schreiben wir dimy (V) = oo.
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6.15 Beispiel:

Es gilt dimg(K™) = n, denn die Standardbasis {ey, ..., e,} hat n Elemente.

6.16 Korollar:
Sei U ein Untervektorraum von V.
(a) Es gilt dimg(U) < dimg (V)
(b) Jede Basis von U kann zu einer Basis von V' ergénzt werden.

(c) Ist W ein weiterer Untervektorraum von V und gilt U C W sowie dimg (U) = dimg (W),
so folgt U = W.

Beweis: (a)/(b) Wahlt man eine Basis von U, so kann man sie in eine Basis von V
hineintauschen. Dies beweist (a) und (b).

(c) Wéhle Basen von U und W und tausche eine Basis von U in die Basis von W hinein. Aus
dimg (U) = dimg (W) folgt dann, dass die Basis von U bereits eine Basis von W ist. Somit gilt
U=w. qed.

6.17 Definition:

Seien U, W Untervektorrdaume von V.
Gilt U+ W =V und UNW = {0} so heifit V die direkte Summe von U und W. Man sagt auch,
W sei ein Komplement von U in V' oder U und W sind komplementér.

Schreibweise: V =U & W

6.18 Satz:

Sei U eine Untervektorraum von V.

(a) Es gibt einen zu U komplementéren Untervektorraum von V.

(b) Gilt V =U @ W, so besitzt jeder Vektor v € V eine eindeutige Darstellung v = u + w mit
vwelUund w e W.

Beweis:

(a) Wahle eine Basis {ug,...,ux} von U und ergéinze sie zu einer Basis {uq, ..., ug, wy,...,w;}
von V. Setze W =< wq,...,w; >. Wir behaupten, dass dann V =U ¢ W gilt.

V=U+W:Da{ug,...,ugwi,...,w} eine Basis von V ist, besitzt jeder Vektor v € V'
eine Darstellung v = aju; + ... + apug + bywy + ... 4+ byw; mit a;,b; € K.
Wegen ajuq + ...+ apuy € U und byw, + ... + bjw, € W folgt v e U + W.

UNW ={0}: Sei v € UNW. Schreibe v = aju; + . .. + aguy mit a; € K und

v =byw; + ...+ biw; mit b; € K. Dann folgt:

ajuy + ...+ agug — bywy — ... — bw, = 0. Da {uy, ..., ug, wy, ..., w} eine Basis von V ist,
folgt a; =...=ar=by=...=b=0.

Insbesondere folgt v = 0.

(b) Ezistenz: Wegen V = U + W ist die Existenz klar.

FEindeutigkeit: Sei v € V mit v = u; + wy = ug + wa, uy,us € U, wy,wy € W.
Dann folgt: u; — ug = wy —wy; € UNW = {0}, also u; —ug = 0 und wy —w; = 0.
Dies liefert u; = us und w; = wy, also die Behauptung. qed.
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6.19 Beispiel:
Betrache zwei verschiedene Geraden Gy, Gy durch O im R?:

Y
G2

v Es gilt: R? = G| @ Go.
G1  Fiir jeden Vektor v € R? gibt es genau eine Zerlegung

v=u-+wmitu € Gy und w € Gs.
i

E. Ist das alles was man tiber die Dimension wissen muss?

6.20 Satz: (Der Dimensionssatz)

Seien Uy, Uy Untervektorrdume von V. Dann gilt:
dme(Ul + Ug) = dme(Ul) + dme(Ug) - dme(Ul N UQ)

Beweis: Wéhle eine Basis {uy,...,u;} von Uy = U; + Us.

Ergénze sie zu einer Basis {uy,...,ug, v1,..., v} von U;. Ergénze sie auch zu einer Basis

{ug, ... up, wy, ..., Wy} von Us.

Wir zeigen nun, dass {uy, ..., ug, vy, ..., 0, w; ..., Wy} eine Basis von Uy 4+ Us ist. Dann folgt die
Behauptung.

Erzeugendensystem: Es gilt: Uy + Us =< Uy ..., Up, V1, .00, U > F < Uy o ooy Up, Wy - oy Wy >

=< Upyeee sy Uy V1y oo oy Uy W1 wvvy Wy >

Lineare Unabhdngigkeit: Seien a;, b;, ¢, € K mit
auy + ... Fagug b + ...+ b+ + ..+ ey, =0

Dann folgt: ajuy + ...+ agug + byvy + ... + vy = —cywy — ... — CpWpy,

Verwende nun, dass < wy, ..., w,, > ein € Eg

Komplement von U; N Uy ist (vgl. 6.18.a).

Aus < wy, ..., wy, > N(U; NUy) = {0} folgt somit ¢; = ... =¢,, =0.

Nun ergibt sich auch a; = ... =a,=b;=...=b, =0. ged.

6.21 Korollar:

Sind U; und Uy komplementére Untervektorrdume von V', so gilt:

Beweis: Dies folgt aus Satz 6.20 und dimg(Uy NUsy) = dimg({0}) = 0. qed.



Lineare Algebra und analytische Geometrie I

S. 41

6.22 Beispiel:

Seien E; und E, zwei Ursprungsebenen im R
(a) Gilt By C Ey oder Ey C Ej, so folgt Fy = Ey und dimg(FE; N Ey) = 2
(b) Ist Ey # Es, so gibt es zwei Moglichkeiten:

1.) Ey N E, ist eine Gerade,
z.B. wenn F; =< ey,e5 > und Ey =< eg, e3 > gilt, so ist F1 N Fy =< ey > eine
Gerade (y-Achse).

2.) E1 N Ey ist ein Punkt, ndmlich O,
z.B. wenn F; =< ej,ey > und FE3 =< e3,e4 > gilt, so folgt £3 N E3 = {0}.

Es folgt dimg(E; + Fs) = 3 und dimg(E, + E3) = 4, also R* = £, @ Es.
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7 Wilde Reise durch die Dimensionen (Lineare
Abbildungen, ihre Kerne und Bilder)

A. Wie bitte? Homomorphismus?

Im Folgenden sei K ein Korper und V, W K-Vektorrdume.

7.1 Definition:

Eine Abbildung f : V' — W heifit K-linear (oder ein Homomorphismus von Vektorrdumen),
wenn fiir alle vy, v € V und alle ay,ay € K gilt: f(ajv1 4+ agve) = ay f(v1) + asf(va).

Aquivalent dazu ist, dass 1.) f(vy +vs) = f(v1) + f(v2) LAdditivitat®
und 2.) f(ayvy) = ay f(vy) ,Homogenitat*
gilt.

7.2 Beispiel:

Betrachte die Q-lineare Abbildung f: Q — Q.
Sei a = f(1). Fiir alle x € Q gilt dann f(z) = f(z-1) =z - f(1) = ax
Also ist f eine direkte Proportionalitét.

7.3 Beispiel:

(a) Die Nullabbildung f:V — V ist stets K-linear.

v — 0

(b) Die Identitat idy : V' — V ist ebenfalls K-linear.

v — v

Lineare Abbildungen f : V — V heilen auch Endomorphismen von V.

7.4 Beispiel:

Sei a € K. Dann ist die Homothetie (Streckung) um den Faktor a h,:V — V eine

v o—  au
K-lineare Abbildung, denn fiir ¢;,co € K und vy, vy € V gilt:
hq(c1v1 4 cav9) = a(civy 4 cave) = acivy + acovy = c1(avy) + ca(avy) = c1hg(vy) + cahg(ve).

7.5 Beispiel:

(a) Sei C®)(R) der R-Vektorraum aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f: R — R

mit k£ > 0.
Dann ist £ : C®(R) — C® D(R) eine R-lineare Abbildung.
f et
b
(b) Ebenso seien a,b € R mit @ < b. Dann ist auch [ : C°(R) — R eine R-lineare

b

a

Abbildung.
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7.6 Satz:
Seien U, W Untervektorrdume von V mit V =U & W.

(a) Die Abbildung pry : V' — U sei wie folgt definiert: Zu v € V' wéhle die eindeutig
bestimmte Darstellung v = v + w mit v € U und w € W.
Dann setze pry(v) = u. Die Abbildung pry : V' — U ist K-linear. Sie heifit die Projektion
von V auf U.

(b) Ebenso definiert man die Projektion pry : V' — W. Sie ist ebenfalls K-linear.

Beweis: (a) Die Wohldefiniertheit von pry folgt aus Satz 6.18.b.

K-Linearitdt: Seien vy, vy € V. Schreibe v; = w1 + wy und vy = Uy + wo mit uy, us € U und
wy, wy € W.
Dann ist vy + v = (uy + uz) + (wy + wy) die eindeutige Zerlegung von vy + vs.

—— ——

eU ew
Es folgt: pry(v1 + v2) = wy + uz = pry(vi) + pru(ve).
Fiir a € K gilt av; = (au;) + (auz) und dies ist die eindeutige Zerlegung von av;.
Somit gilt pry(avy) = auy = a - pry(vy) qed.

Fragen: 1.) Wie kann man einen Uberblick iiber alle méglichen linearen Abbildungen f: V — W
erhalten?

2.) Wie kann man herausfinden, ob eine lineare Abbildung injektiv /surjektiv/bijektiv ist?

3.) Wie werden Untervektorrdume bei linearen Abbildungen abgebildet?

Beispiel: Ein Student will eine Party organisieren. Er kauft a; Artikel A; zum Preis von je x;
Euro, ay Artikel As zu je x5 Euro, ...
Was kostet der Spaf3?
Die Gesamtkosten berechnen sich mit der linearen Abbildung
Q" —- Q wobei n die Anzahl der A; bezeichne.

(a1,...,a,) +— a1x1+...4+ayz,

B. Kleine Bastelanleitung fiir lineare Abbildungen.

7.7 Satz:

Sei {vy,...,v,} eine K-Basis von V. Seien wy, ..., w, € W beliebig vorgegebene Vektoren. Dann
gibt es eine K-lineare Abbildung f: V — W mit f(v;) = w;, furi=1,... n.

Man kann also die Bilder der Basisvektoren von V' beliebig festlegen. Dann gibt es genau eine
lineare Abbildung, die die Basis wie gewiinscht abbildet.
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Beweis:

Fuxistenz: Definiere f wie folgt: Ist v € V' gegeben, so schreibe v = ajw; + ... + a,w,. Offenbar
erfilllt f die Behauptung f(v;) = w; fir i = 1,...,n.

Zum Beweis der K-Linearitdt seien v = ajv; + ... 4+ apv, und © = byvy + ... + byv, mit a;,0; € K
vorgegeben und ¢, d € K.

Dann gilt:

flev+dv) = f(c(agvy + ...+ ayv,) +d(byvr + ...+ byv,)) = f((cay +dby)vy + . .. + (ca, + dby)vy,)
= (ca; +dby))wi+. ..+ (ca, +db,)w,) = claywi+. .. +a,w,) +d(bywr+. .. +byw,) = cf (v)+df (D)

FEindeutigkeit: Sei g : V' — W eine K-lineare Abbildung mit g(v,) = w; fiir i =1,...,n

Fiir v = ayv1 + ... + a,v, mit a; € K gilt dann g(v) = aig(vy) + ... + a,g(vy,)

=awy + ...+ a,w, = f(v).

Da v € V beliebig war, folgt g = f. qed.

7.8 Beispiel:
Sei K = FQ, V = (FQ)S und W = (F2)4)

(a) Jeder Vektor in V' besitzt eine eindeutige Darstellung v = aje; + ages + ages mit
ai, as,as € Fy. Also folgt #V = 8 und #W = 16.

(b) Wie viele Fo-lineare Abbildungen f : (F3)® — (F3)?* gibt es?
Fir f(e1), f(e2) und f(es) hat man jeweils 16 Wahlmoglichkeiten. Es gibt also
163 = 2'2 = 4096 Fy-lineare Abbildungen f : (Fy)® — (Fy)%.
C. Monomorphismen, Epimorphismen, Isomorphismen, Endomorphismen
und Automorphismem: Es wird immer wilder!

7.9 Definition:
Sei f:V — W eine K-lineare Abbildung.

a) Die Abbildung f heifit ein Monomorphismus, wenn f injektiv ist.

(
(b

Die Abbildung f heifit ein Epimorphismus, wenn f surjektiv ist.

(
(

)
¢) Die Abbildung f heifit ein Isomorphismus, wenn f bijektiv ist.
d) Die Menge Kern(f) ={v e V| f(v) = 0} heiBit der Kern von f.
)

(e) Die Menge Bild(f) ={w e W |w = f(v) fireinv e V} = f(V) ={f(v) | v € V}} heifit
das Bild von f.

(f) Gilt W =V, d.h. ist f eine K-lineare Abbildung f: V — V| so heifit f ein
Endomorphismus von V.

(g) Ist f:V — V ein bijektiver Endomorphismus, so heifit f ein Automorphismus von V.
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(a) Die Menge Kern(f) ist ein K-Untervektorraum von V.

(b) Genau dann ist f injektiv, wenn Kern(f) = {0} gilt.

(c) Die Menge Bild(f) ist ein K-Untervektorraum von W.
)

(d) Genau dann ist f surjetkiv, wenn Bild(f) = W gilt. Ist W endlich-dimensional, so ist f
also genau dann surjektiv, wenn dim g (Bild(f)) = dimg (W) gilt.

Beweis:
(a) Verwende das Untervektorraum-Kriterium:

1.) f(O0y) = f(0g - v) = 0xf(v) = Oy, d.h. der Vektor Oy liegt in Kern(f) (v € V).

2.) Seien vy,vy € Kern(f) und aj,as € K.
Dann gilt f(ajv1 + asve) = ay f(v1) + asf(va) =a; -0+ ay-0=10
Also gilt ajv; + agve € Kern(f).

(b) ,=%“ Sei f injektiv. Es gilt stets f(0y) = Oy . Nach Voraussetzung ist 0y der einzige
Vektor von V', der auf Oy abgebildet wird, d.h. es gilt Kern(f) = {Ow }.

L= Sei vy, vy € V mit f(vy) = f(vg). Dann gilt f(vy —vy) = f(v1) — f(ve) =0, also
vy —vg € Kern(f) ={0}.
Dies liefert v; — v = 0 und somit ist v; = vs.

Seien nun wy = f(v1) € Bild(f) und wy = f(ve) € Bild(f) und ay,as € K.
Dann fOlgt: AW + AW = alf(vl) + CLQf(UQ) = f(CLl’Ul + CLQUQ) € Blld(f)

(d) Klar nach Definition. qed.

7.11 Beispiel:

Gegeben sei eine Q-lineare Abbildung f:Q? — Q2 :
(a,b) — (3a—2b,a+Db)
Sie ist die eindeutig bestimmte lineare Abbildung mit f(e;) = (3,1) und f(e2) = (=2, 1).

(1) Wir berechnen Kern(f): Ist (a,b) € Q* mit f(a,b) = 0, so gilt:
Ja — 2b =
a + b =

und daher a =b=0

Somit ist f injektiv.
(2) Andererseits gilt Bild(f) =< f(e1), f(ea) >=< (3,1),(—2,1) >= Q=.
Damit ist f auch surjektiv.

Folglich ist f ein Q-Automorphismus des Q-Vektorraums Q2.
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7.12 Satz: (Charakterisierungen von Monomorphismen und
Epimorphismen)

Sei {vy,...,v,} eine Basis von V| seien wy, ..., w, € W und sei f: V — W die K-lineare
Abbildung mit f(v;) =w; furi=1,...,n.

a) Genau dann ist f ein Monomorphismus, wenn wy, ..., w, linear unabhéngig sind.
gig
b) Genau dann ist f ein Epimorphismus, wenn {w;, ..., w,} ein Erzeugendensystem von W
g N
bilden.
(c) Genau dann ist f ein Isomorphismus, wenn {wy, ..., w,} eine Basis von W ist.
Beweis:

(a) ,=“ Sei f injektiv. Nach Satz 7.10.b gilt Kern(f) = {0}.

Seien aq,...,a, € K mit ajw; + ... + a,w, = 0. Aus der Rechnung

flagvr + ...+ apvy) = a1 f(v1) + ...+ anf(vn) = aqwy + ... + a,w, = 0 folgt

ajvy + ... + a,v, = 0. Die lineare Unabhéngigkeit von {vy,...,v,} impliziert dann
a1 =...=a, =0

,<“ Nach Satz 7.10.b geniigt es zu zeigen, dass Kern(f) = {0} gilt.

Sei v € Kern(f). Schreibe v = ajvy + ... + a,v, mit a; € K. Betrachte

awy + ...+ apgwy, = ar f(v1) + ..o+ anf(v,) = flarvr + ...+ ayv,) = f(v) =0.
Die vorrausgesetzte lineare Unabhéngigkeit von wy, ..., w, zeigt nun a; = ... =
also v = 0.

an:07

(b) ,=“ Sei f surjektiv. Sei w € W vorgegeben. Nach Voraussetzung gibt es einen Vektor
veVmit f(v) =w.
Schreibe v = ajv; + ... + a,v, mit a; € K. Es gilt w = f(v) = f(a1v1 + ... + a,vy,)
=ar1f(v1) + ...+ anf(vn) = aqwy + ... + apw, €< wy,...,w, >.
Da w € W beliebig war, erhalten wir < wy,...,w, >=W.

,<=“  Sei w € W. Nach Voraussetzung gibt es ay,...,a, € K mit w = ayw; + ... + a,w,.
Setze v = a;v; + ... + a,v,. Dann gilt

w=awy + ...+ a,w, =arf(v1)+ ...+ a,f(v,) = flarvr + ... + ayv,) = f(v) € Bild(f).
Da w € W beliebig war, ist f surjektiv.

(c) Folgt sofort aus (a) und (b). qed.

7.13 Korollar:

Seien V' und W endlich-dimensionale K-Vektorrdume. Genau dann sind V' und W isomorph
(d.h. es gibt einen Isomorphismus f : V' — W Schreibweise: V' = W), wenn

Beweis: ,=*“ Sei f:V — W ein Isomorphismus und {vy, ..., v,} eine Basis von V. Nach Satz
7.12 ist dann {f(vy),..., f(v,)} eine Basis von W, d.h. es gilt dimg (V') = dimg(W).
,<=* Waihle eine Basis {v1,...,v,} von V und {wy,...,w,} von W,

Nach Satz 7.12 ist die K-lineare Abbildung f:V — W mit f(v;) = w; firi=1,...,n ein
[somorphismus. ged.
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D. Was geschieht denn mit den Dimensionen bei lineare Abbildungen?

7.14 Satz: (Der Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen)

Seien V, W endlich-dimensionale K-Vektorrdume und sei f : V' — W eine K-lineare Abbildung.
Dann gilt: dimg (Bild(f)) + dimg(Kern(f)) = dimg(V)

Beweis: Wir wihlen eine K-Basis {ug,...,ux} von Kern(f) und ergédnzen sie zu einer Basis
{uy, ..., up,v1,...,0} von V.
Es geniigt zu zeigen, dass {f(v1),..., f(v)} eine Basis von Bild(f) darstellt.

Erzeugendensystem: Es gilt Bild(f) =< f(uy),..., f(ug), f(v1), ..., f(v) >
=<0,...,0, f(v1),..., flu) >=< f(v1),..., f(v) >.

Lineare Unabhdngigkeit: Seien by, ..., by € K mit by f(v1) + ...+ b f(v;) =0
Dann gilt: 0 = by f(vy) + ... + b f(v) = f(bivr) + ... + f(biw), also byvy + ... + v, € Kern(f).

Somit gibt es aq,...,ar mit byvy + ... + by, = aqug + ... + apuy.
Nun folgt aus ajuy + ...+ apup —byvy — ... —byy=0,dassa; =...=ar=b;=...=b =0
gelten muss. ged.

7.15 Korollar:

Sei f:V — W eine K-lineare Abbildung und es gelte dimg (V') = dimy(W). Dann sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) f ist injektiv.
(b) f ist surjektiv.
(c) f ist bijektiv.

Beweis: ,,(a)=>(b)“ Ist f injektiv, dann gilt Kern(f) =0 und daher dimg(Kern(f)) =0
Nach der Dimensionsformel folgt dimg (Bild(f)) = dimg(V) = dimg(W).
Wegen Bild(f) C W zeigt dies, dass Bild(f) =W gilt, d.h. dass f surjektiv ist.

»(b)=(c)* Esist nur zu zeigen, dass f injektiv ist. Aus Bild(f) = W folgt
dimg (Bild(f)) = dimg(W) = dimg (V') und der Dimensionssatz liefert dimg(Kern(f)) = 0.
Also gilt Kern(f) =0, d.h. f ist injektiv.

s(c)=(a)“ Klar. qed.

7.16 Beispiel:

Sei £ C R? eine Ebene durch O und G C R? eine Gerade durch O mit G ¢ E.
Dann gilt R®* = F @ G.

(a) Fiir die Projektion prg:R3> — FE (fiir v; € E, v, € G) gilt:
(v +v2) — vy
Kern(prg) = G und Bild(prg) = E.
Dabei gilt dimg(Kern(prg)) = 1 und dimg(Bild(prg)) = 2.

(b) Ebenso gilt fiir die Projektion prg : R® — G dass
dimg(Kern(prg)) = dimg(E) = 2 und
dimg(Bild(prg)) = dimg(G) = 1 ist.
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E. Hat dies etwas mit LGS zu tun?

7.17 Definition:

ay; - Q1

Sei A = : : eine m X n-Matrix von Elementen von K.
Am1 - Gmn
(a) Betrachte die Spalten von A als Tupel (ayj, asj, ..., am;) € K™ (mit 1 < j <n). Sei B der

von diesen Tupeln erzeugte K-Untervektorraum von K™. Er heifit der Spaltenraum von A.
Die Zahl dimg(B) heifit der Spaltenrang von A und wird mit rang(A) bezeichnet.

(b) Betrachte die Zeilen von A als Tupel (a1, ..., a;) € K™ (mit 1 <7 < m). Der von diesen
Tupeln erzeugte Untervektorraum C' von K™ heifit der Zeilenraum von A.
Seine Dimension dim(C') heifit der Zeilenrang von A.

Ziel: Zeige Zeilenrang = Spaltenrang und stelle eine Verbindung zur Dimension des
Losungsraums eines LGS her!

7.18 Satz: (Dimension des Lésungsraums eines homogenen LGS)

T
Sei L C K™ der Losungsraum eines homogenen LGS A - : =0
ajn
ai Q1n
mit einer m x n-Matrix A = :
Ui -

Sei f: K™ — K™ die K-lineare Abbildung die definiert ist, durch f(e;) = (ayj, ..., amn;) € KM
firj=1,...,n.

(a) Es gilt rang(A) = dimg(Bild(f)).
(b) Es gilt L = Kern(f) und dimg(IL) = n — rang(A).
(c¢) Der Zeilenrang und der Spaltenrang von A sind gleich.

Beweis:

(a) Es gilt Bild(f) =< f(e1),..., f(en) >=<(a11,...,am1) >,
d.h. Bild(f) ist genau der Spaltenraum von A.

(b) Fir (z1,...,2,) € K" gilt (z1,...,2,) € Kern(f), genau dann, wenn
f((xh s 7xn)) = f((wlel +...+ xnen)) = wlf(el) +...+ xnf(en)

=z1(a11, .y am1) oo F (A oy Q)

= (anx1+ ...+ a1Tn, - G T1 + o F apprn) = (0,...,0)
T

erfiillt ist, also genau dann, wenn A - : = 0 gilt.
Tn,

Dies zeigt Kern(f) = L.
Die zweite Behauptung folgt nun aus der Dimensionsformel:
dimg(Kern(f)) + dimg(Bild(f)) = dimk(K) = dimg (L) + rang(A) = n.
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(c) Wir bringen das LGS mit dem Gaufschen Verfahren in Zeilenstufenform und erhalten eine
Koeffizientenmatrix der Form

bu - by
e i : .
B = 0 0 Mit den Zeilen 1,...,1 # 0.
0O --- 0

Aus der Parameterdarstellung des Losungsraums L der neuen Matrix erhalten wir

dimg(L) =n—1

—~—

Zahl der Spalten ohne Pirotelement.
Bei elementaren Zeilenumformungen bleibt der Losungsraum unverédndert, d.h. es gilt
L=L.
Da die Zeilenvektoren der Matrix in Zeilenstufenform linear unabhéngig sind (vgl. 6.10.a),
folgt, dass [ die Dimension des Zeilenraums von B ist.
Bei den Zeilenumformungen &dndert sich der Zeilenraum nicht. Daher ist [ die Dimension
des Zeilenraums von A und wir erhalten:
Zeilenrang(A) =1 =n — dimg (L) = rang(A). qed.
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8 Lustiges Rechnen mit Zahlenvierecken
(Matrizenrechnung)

8.1 Definition:

Sei R ein Ring (d.h. ein kommutativer Ring mit Einselement).

(a) Seien m,n € N,. Eine m x n-Matrix iiber R ist ein Zahlenviereck der Form

ay;p - Qi
A - mit CLij S R.
Am1 -~ Omn

Schreibweise: A = (a;;);; oder einfach A = (a;;)
(b) Firi=1,...,m heifit (a;,...,a;) die i-te Zeile von A.

Qay;
(c) Fur j=1,...,n heifit : die j-te Spalte von A.

QA
(d) Die Menge aller m x n-Matrizen iiber R wird mit Mat,, ,(R) bezeichnet.
Im Fall m = n (,quadratische Matrizen® ) schreiben wir auch Mat, (R).
8.2 Beispiele:
Matrizen sind bequeme Mittel, um Statistiken vieler Arten darzustellen, z.B.:
(a) Temperaturen an verschiedenen Orten zu verschiedenen Zeiten.
(b) Absatzzahlen einer Firma fiir verschiedene Produkte in verschiedenen Mérkten.
(c) Preise fiir verschiedene Rohstoffe bei verschiedenen Lieferanten.

Frage: Welche Matrizenoperationen sind sinnvoll?

8.3 Beispiel: (Jahresbilanz)

Eine Firma verkauft ihre Produkte P;, P, P3, P, in 4 Absatzméarkten My, My, M3 wie folgt:

1. Halbjahr: 2. Halbjahr:

A P Py P PP, P P
M, | an a2 a3 aus M, | biy bia bz bug
My | as1 age a3 a My | b1 bag  bag by
Ms | a31 azx asz asa Ms | b3i bz b3z bsa

Sei A = (a;;) und B = (b;;). Dann ist die Jahresbilanz gegeben durch:

ayy +bin oo aw+ 0
A+ B = a9 + by -+ ags+ by
as; +bg1 -+ ass+ by
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8.4 Beispiel: (Preissteigerung)

Am Ende eines Jahres erhohe sich die Mehrwertsteuer um 2%. Die Rohstoffpreise dndern sich
wie folgt (Rohstoffe Ry, R, R3, Lieferanten Ly, Lo):

vorher: nachher:
‘ Rl R2 R2 ‘ Rl R2 R3
Li| 2 11 75 Li| 2,04 11,22 7,65
L, |19 10 8 L, | 1,938 10,2 8,16

Die Preismatrix wird elementeweise mit 1,02 multipliziert.

8.5 Definition:

Sei R ein Ring und seien A = (a;;) sowie B = (b;;) zwei m x n-Matrizen iiber R.
(a) Die Summe A + B ist definiert als:

ayp +bn - ap, by
A+ B= : e : = (aij + bij) € Mat ., .(R).

Am1 + bml o Qmn + bmn

(b) Sei A € R. Das skalare Produkt A - A ist definiert als:

Aair - Aaiy
A A= : : = (X-ai;) € Mat,, »,(R).

A1 0 NG,

8.6 Satz:

Ist K ein Korper, so ist die Mat,, ,,(K) mit den in 8.5 definierten Operationen ein
K-Vektorraum.
Es gilt: dimg(Mat,, ,,(K)) =m - n.

Beweis: Nachrechnen der Axiome, bzw. Konstruktion der Basis (vgl. Ubungen). qed.

8.7 Beispiel: (Produtionsplanung: Zweistufiger Produktionsprozess)

Eine Firma stellt aus 3 Rohstoffen Ry, Ry, R3 vier Zwischenprodukte 7, Zs, Z3, Z4 her. Der
Rohstoffverbrauch sei gegeben durch die Matrix:

Z1 Zy Zs Zy
11 8 0 0 Ry
A= 0 3 12 0 Ry ,,Rohstoffproduktions-Matrix“

7 5 8 10 Rs

Aus den Zwischenprodukten werden die Endprodukte F;, F» hergestellt. Die benotigte Zahl von
Zwischenprodukten sei gegeben duch die Matrix:

E, FEs
5 3 7
3 0 A
B = 6 o 22 » Zwischenprodukt-Endprodukt-Matrix*
3

0 10 Zy
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Frage: Wieviele Rohstoffe benétigt man, um 20 Endprodukte E; und 25 Endprodukte Fs
herzustellen?

Sei r = (ry,r2,r3) der sogenannte Rohstoffvektor (Zahlen der verbrauchten Mengeneinheiten
von R;).

Und sei z = (21, 29, 23, 24) der sogenannte Zwischenproduktvektor (Zahlen der erzeugten
Zwischenprodukte). Dann gilt:

r1 = 1llz; + 8z
ry = 329 + 1223 und somit r = A - 2.
ro = Tz + 5Hzg + 823 + 10z
Gilt also A = (aj;), so folgt 1 = a;121 + Gizzo + iz + Qiazy
Sei e = (e1, e2) der Endproduktvektor (Zahlen der produzierten Endprodukte). Dann gilt:
z1 = d%e1 + 3ey
zo = 3e

also z = B - e mit B = (b;;) € Maty2(Q).
z3 = 661 + 262 ’

[ 24 = 10ey

Einsetzen dieser Gleichungen liefert:
ri = a;1(biier + biaea) + azo(barer + bases) + aiz(bsier + bsaea) + aia(barer + bages)
= (@i1b11 + aiabor + aisbsy + aigbar) €1 + (aibia + Gi2bas + aizbsa + aisbys) €2

~ i . i

Cin Ci2
Also folgt: » = C' - e mit einer Matrix C' = (¢;;) € Mats2(Q) wobei gilt:
Cij = a;1b1; + ainboj + aisbz; 4 aaby;
Wir nennen C' = A - B das Matrizenprodukt von A und B. Es gilt:

79 33
AB=| 82 24 | und fiir e = (20,25) folgt:
98 137
79 33 2405
20 s
r=(AB)e=| 82 24 |- ( o ) = | 2220 benotigte Rohstoffe.
98 137 5385

8.8 Definition:

Sei R ein Ring und seien A = (a;;) € Mat,, ;(R) sowie B = (b;;) € Mat;,(R) zwei Matrizen
iber R. [Die Spaltenzahl von A muss also gleich der Zeilenzahl von B sein!]

Dann ist das Matrizenprodukt A - B die Matrix A - B = (¢;;) € Mat,, ,(R) mit den Eintrégen
Cij = Qtbij + aioboj + ...+ ayby firi=1,... ,mund j =1,...,n.

Regel: Um ¢;; zu errechnen, bilde das Produkt der i-ten Zeile von A mit der j-ten Zeile von B:
: b1, :

A= ;1 Qy 7B: = A-B= ai1b1j+...+ailblj
. by )
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8.9 Satz: (Eigenschaften des Matrizenprodukts)

Seien A, B, C' Matrizen , passender Grofle“ , Also A € Maty,(R), B € Mat;,(R), und
C e Maty,n(R).

(a) Esgilt (A-B)-C=A-(B-C) (Assoziativgesetz)
(b) Ist A € Maty,(R) eine weitere Matrix, so gilt:
(A+A)-B=A-B+A-B (erstes Distributivgesetz)
(c) Ist B e Mat,,(R) eine weitere Matrix, so gilt:
A-(B+B)=A-B+A-B (zweites Distributivgesetz)
1 0 0
0 1 . :
(d) Diel x l-Einheitsmatrix [; = | : - . . 1 | =(d;)
1 0
0 0 1

\.,, Hauptdiagonale*
erfilllt A- I, =Aund B- 1, = B (I, € Mat;;(R)).

Beweis: Wir rechnen nur (c) nach.

Sei A = (a;;) und B = (b;;) und B = (bi;). Dann gilt:

A-(B+ B) = (aij)ij - (bjs + bjr) s

= (ail (bln + bl/@) + ...+ ail(Nbln + blm))i,n B

= (aitbix + -+ @by + anbis + .+ @b )i ~

= ((ailbl,{ + ...+ ailbln)i,n + (ailbln 4+ ...+ ailbl,{)i# =A-B —+ A-B qed

8.10 Korollar:

Die Menge Mat,(R) ist ein Ring (der Matrizenring).
Fiir n > 2 ist dieser Ring nicht kommutativ.

Beweis: Die Ringaxiome folgen aus Satz 8.9.

n = 2: Betrachte A = <(1) é) und B = ( L 8>.Danngilt:

0
A.B— 01 . 10 _ 0 0 and B A — 10 . 01 _ 01
10 0 0 10 0 0 10 0 0
010 -0 Lo oo
1 00 0 0 .
n < 2: Betrachte A= 0 0 0 0 Jund B=| |- qed.
000 .0 0 - v 0

Im Folgenden sei stets K ein Korper. Der Ring Mat,, (K) ist fiir n > 2 kein Korper.
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8.11 Definition:

Eine Matrix A € Mat,(K) heifit invertierbar wenn es eine Matrix B € Mat,(K) gibt mit
A-B=B-A=1,.

Schreibweise: A™1 = B heifit die inverse Matrix (die Inverse) von A (Hierbei ist
I, = (0;;) € Mat,(K) die n-te Einheitsmatrix).

8.12 Beispiele:

-2 4
(a) Die Matrix A = ( 1 > € Maty(Q) ist invertierbar, denn:

-2 4 L1 9 10 -1 9 -2 4 10
2 = und 2 =
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
—1 9
Also folgt: A=t = 2
0 1

1
(b) Die Matrix B = ( 0 8 > ist nicht invertierbar, denn:

(1 O):<1 0><a b>:<a b)liefertozlé
01 00)\cd 00

8.13 Satz:
Sein > 1und A € Mat,(K).

(a) Ist A invertierbar, so ist A1 eindeutig bestimmt.

(b) Gibt es eine Linksinverse zu A, d.h. gibt es eine Matrix B € Mat,(K) mit B - A = I,,, so
ist A invertierbar und B ist die Inverse (B = A™1).

(c) Gibt es eine Rechtsinverse zu A, d.h. gibt es eine Matrix B € Mat,(K) mit A- B = I, so
ist A invertierbar und B ist die Inverse (B = A™1).

(d) Ist A invertierbar, so ist auch A~! invertierbar und (A=!)~! = A.

(e) Sind A, B € Mat,(K) invertierbar, so ist auch A - B invertierbar und es gilt
(A-B)"'=B"1. A1

Beweis:

(a) Seien Bl, B; € Matn(K) mit ABl = BlA =1, und AB2 = BQA =1,.
Dann gllt Bl = B1 . In = Bl(ABQ) = (BlA)BQ = In . BQ = Bgé

(b) vgl. Ubungen
(¢) vgl. Ubungen

(d) Es gilt A(A™Y) = (A"1)A = I,. Daher gilt: B(A™') = (A"H)B =1, fir B=A, dh. A™!ist
invertierbar und (A7)~ = A.
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(e) Esgilt (AB)(B™'A™Y) = A(BB™Y)A ' = A[LA7' = AA" = I,
und (B'A™Y)(AB)=B Y (A'A)B=B'I,B=B"'B=1,.
Somit ist B~A~! invers zu AB. qed.

B. Wie berechnet man die inverse Matrix”?

Im Folgenden sei K ein Korper.

8.14 Definition:

Sein > 1.

(a) Fir 1 <i < j <n definieren wir die Matrix

i J

1

als ,Permutationsmatrix“ oder Elementarmatrix vom Typ P.

(b) Sei A € K\ {0} und 1 < ¢ < n. Dann heifit

i

1

eine ,,Diagonalmatrix® oder Elementarmatrix vom Typ D.
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(c) Sei A € K\ {0} und 4,5 € {1,...,n} mit i # j. Dann heifit
]
. :

Eija=1| - -1 - X - i

1

eine Elementarmatrix vom Typ E.

8.15 Satz:

Sei A € Mat, ;(K) und sei B € Mat,(K) eine Elementarmatrix. Dann entsteht die Matrix BA
aus A, indem man die entsprechende elementare Zeilenoperation ausfiihrt.

Beweis: Typ P: Multipliziert man die erste Zeile (1,0,...,0) von P, ; mit A, so ist das Ergebnis
(a11,...,ay), d.h. die erste Zeile wird reproduziert.

Ganz allgemein gilt e; - A = (ag1, ..., ap) fir k=a,... n.

Die i-te Zeile von P, ; - A ist die j-te Zeile von A und die j-te Zeile von P, ; - A ist die i-te Zeile
von A.

Fiir k£ # i ist die k-te Zeile von P, ; - A gerade die k-te Zeile von A.

Also sind bei der Berechnung von P, ; - A gerade die i-te und j-te Zeile von A vertauscht worden.

Typ D: Fiir A € K gilt Aey, - A = (Aagy, - . ., Aag). Das bedeutet also, dass bei der Berechnung
von D, - A alle Zeilen von A aufler der i-ten unveréndert bleiben und die i-te Zeile von A mit A
multipliziert wird.

Typ E: Bei der Berechnung von FE; ; ) - A werden alle Zeilen von A aufler der i-ten unveréndert
gelassen.

Die i-te Zeile von E; ;5 - A ist (e; + Aejyj) - A= (a1, ..., aq) + (Aaj, ..., aj)

= (an + Aaj1, ..., a; + Aajl).

Somit wurde zur i-ten Zeile von A das A-fache der j-ten Zeile addiert. qed.

8.16 Korollar:

Multipliziert man eine Matrix A € Mat;,,(K) von rechts mit einer Elementarmatrix
B € Mat,(K), so entsteht die Matrix AB € Mat,;, (K) aus A, indem man die entsprechende
elementare Spaltenoperation durchfiihrt.

8.17 Satz:
(a) Fir 1 <i<j<ngilt (P, '=P,
(b) Fiir A € K\ {0} und 1 <i <ngilt (D;\)"' =D,

1.
Z’X

(c) Fiir A€ K\ {0} und i,j € {1,...,n} mit i # j gilt (E; ;)" = Eij-x.

8.18 Satz:

Jede invertierbare Matrix ist darstellbar als das Produkt von Elementarmatrizen.
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Beweis: Sei A eine invertierbare n x n-Matrix. Wir bringen A mit Hilfe des Gauf}-Verfahrens in
reduzierte Zeilenstufenform.

Dabei gilt B = M; --- M, - A mit Elementarmatrizen M, ..., M,. Da A und M,..., M,
invertierbar sind, ist nach Satz 8.13.e auch B invertierbar.

Wir behaupten nun b;; # 0 fiir i = 1,...,n.

Wir schlieBen durch vollstéindige Induktion nach . Sei B~ = (¢;;).

biicir -+ binCin

i=1Esgilt B7'-B= =1,
*

Also fOlgt b11 = C11 = 1 und Cig = ... = Cip = 0.
i > 1 Angenommen es gilt b;; = 0. Dann ist der i-te Spaltenvektor (by;,...,b;i—1,,0,...,0) einer
der Einheitsvektoren in {ej,...,e; 1} oder der Nullvektor. Also kénnte man den Spaltenraum
von B mit n — 1 Vektoren erzeugen, d.h. es gilt rang(B) <n — 1.
Betrachte nun B - B~! = I,,. Seien vy, ..., v, die Spaltenvektoren von B. Die j-te Spalte von

B - B7list v + .. 4 Cjp.
Dabher liegen die Spaltenvektoren von B - B~! im Spaltenraum von B. Die Spaltenvektoren von

B - B~! = I, sind die Einheitsvektoren, die den K" erzeugen. Also ist der Spaltenraum von
BB 'der K". § (zurang(B) <n—1)

Insgesamt folgt B =1, = M;--- M, - A.
Somit ist A = M'--. M; ' ein Produkt von Elementarmatrizen. qed.

8.19 Korollar: (Berechnung der inversen Matrix)

Gegeben sei eine invertierbare Matrix A = (a;;) € Mat, (K).

(a) Bilde die zusammengesetzte Matrix
ay - ay |1 -+ 0
(AlL)={ : Pl | e Matyan(K).
Uni -+ Apy |0 o 1
(b) Fiihre elementare Zeilenoperationen durch, bis auf der linken Seite die Einheitsmatrix
steht. Es entsteht eine Matrix der Form
1 - 0]by - by
(In| B) = o :
0 -+ 1|by - bpy

(c) Dann gilt A~ = (b;;).

Beweis: Nach Satz 8.18 gilt A = M !-.. M; ' wobei die Matrizen M; den durchzufiihrenden
elementaren Zeilenoperationen entsprechen. Dann gilt: A=t = M, --- M, - I,,.

Somit kann man A~! berechnen, indem man an I, genau dieselben Zeilenoperationen durchfiihrt
wie an A. qed.
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8.20 Beispiel:
Seia € Q\ {1,—1}. Wir berechnen die Inverse der Matrix A = ( 1 61L >
a

1 a1 O

1.) Bilde (
01

) € MCLtzA(@)
a 1
2.) Berechne

1 a 1 0 1 a 1 0 10
A A
0 1—-a*|—a 1 0 1] —1% = 01

1 —
3.) Die Inverse von A ist A7 = ( @ )

a2
1—a —a 1

8.21 Korollar:

Die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen iiber K bildet eine Gruppe beziiglich der
Matrizenmultiplikation. Sie heifit die allgemeine lineare Gruppe iiber K und wird mit G L, (K)
bezeichnet.

Die Gruppe GL,(K) wird von den Elementarmatrizen erzeugt.

C. Was kann man mit Matrizen sonst noch anfangen?

Man kann sie transponieren.

8.22 Definition:
Sei R ein Ring und A = (a;;) € Mat,, ,(R). Dann heifit die Matrix

11 Q21 -+ Gmi
Q12 Q22 -~ Am2

Alr = . _ ) € Mat,m(R)
A1p Q2n, °° Amp

die Transponierte von A. Die Zeilen von A sind also die Spalten von A und die Spalten von A
sind die Zeilen von A"

8.23 Satz: (Eigenschaften der transponierten Matrix)
Seien A, B € Maty,,(R) und C € Mat,,(R).
(a) (A")" = A
(b) (A+B)" = A" + BY
(c) Fiir A € R gilt (AA)" = \- A"
(

)
)
d) (A . C)tr — Ctr . Atr
(e) rang(A™) =rang(A)
)

(f) Genau dann ist A invertierbar, wenn auch A" invertierbar ist (im Fall m = n).
In diesem Fall gilt (A*)~! = (A71)¥r
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Beweis:

aj1¢1; + . .. + jncyp; und dies ist dann genau der (ij)-Eintrag von
(CT)A™) = (cji)(azi) = (criajn + ... + ciajn).

(e) Folgt aus Zeilenrang(A) = Spaltenrang(A).

(f) Folgt aus (d), denn A" - (A~1)ir = (A7 A)fr = [I" =T,
und (A7) Afm = (AAHr =TI = 1,,. qed.
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9 Basis, wechsle dich!

A. Was haben Matrizen mit linearer Algebra zu tun?

Sei K einer Korper, sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B = {vy,...,v,},
sei W ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis C' = {wy,...,w,} und sei f: V — W
eine K-lineare Abbildung.

9.1 Definition:

(a) Firi=1,... ,n schreibe f(v;) = ajwi + ...+ @i, mit ayy, ..., ap; € K. Dann bilden
wir die Matrix A = (a;;) € Mat,,,(K). Mit anderen Worten, die Matrix A hat die
Koordinatentupel der Bilder der Basisvektoren von V' in ihren Spalten.

Dann heifit A die Darstellungsmatrix von f beziiglich der Basen B und C' und wird mit
ME(f) bezeichnet.

(b) Sei nun umgekehrt eine Matrix A = (a;;) € Mat,, ,(K) gegeben.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte K-lineare Abbildung f4 : V' — W mit
fa(vj) = arjwr + ... + @p;wn,. Sie heiBt die beziiglich der Basen B und C zu f
assoziierte K-lineare Abbildung.

9.2 Satz:

(a) Die beiden Zuordnungen f — ME(f) und A — f4 sind invers zueinander.
(b) Ist g : V. — W eine weitere K-lineare Abbildung dann gilt ME(f + g) = ME(f) + ME(g).
(c) Fiir A € K gilt ME(\f) = AME(f).
(d) Sei A € Mat,,,(K) eine weitere Matrix. Dann gilt f,, 1 = fa + f4.
)
)

e) Fir A\ € K gilt faa = \fa.

(
(f) Die Abbildungen ME : Homyg(V,W) — Mat,,,(K) und

fo= ME(f)
(—)a: Maty,,(K) — Homg(V,W) sind invers zueinander und definieren einen

A — fA
Isomorphismus von K-Vektorrdumen.
(Beachte: Dieser Isomorphismus héngt von der Wahl der Basen B und C' ab!)

Beweis:
(a) klar

(b) Es gilt (f + g)(u3) = () + g(;). Schreibe ME(f) = (ai;) und ME(g) = (by).
Dann folgt (f + g)(v;) = (a1jw1 + ... + amjwm) + (bijwr + ... + bypjw,)
= (alj + blj)wl 4+ ...+ (amj + bm])wm
Dies zeigt ME&(f + g) = (ai; + bij)iy = (aig) + (big) = ME(f) + ME(g).

(c) Es gilt (Af)(v;) = Af(v;) = Majwr + ... + amjwm) = (Aag)wi + ... 4+ (A ) Wi,
Dies zeigt ME(Mf) = (Aaij) = May) = AME(f).
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(d) Firi=1,...,ngilt f,, 1(vj) = (ay; + ay)wr + ... + (Cmj + Gmj)Wny
denn A+ A = (a;; + a;) fiir A = (a;;) und A = (ay).
Nun folgt f,, ;(v;) = (ayw1 + ... + mjw) + (Gywr + . ..+ Gmjwm) = fa(v;) + fz(v5).
Fiir einen beliebigen Vektor v = cjv; + ... + ¢c,v, € V mit ¢; € K folgt wegen der
Linearitdt von fa, fz und f,  z dann f,. ;(v) = fa, i(cior + ...+ cpvp)
= c1fari(vl) + . F enfapalvn)
— e (Falon) + Fa(00) o+ en(faltn) + F2(0n)
=cifa(vr) + ...+ enfalvn) e fz(or) + .o+ enfi(vn)
= falcrvr + ...+ cpvp) + falcarvr + ..o 4 cpvp) = fa(v) + f1(v).

() Firi=1,...,ngilt fra(v;) = (Aay;)wr + ... + (Aapm;j)wny,
= /\(aljwl + ...+ amjwm) = )\fA(Uj).
Wegen der Linearitét von f4 und fy4 folgt dann fy4(v) = Afa(v) fiir alle v € V.

(f) Folgt aus (a) - (e) qed.

9.3 Beispiele:

0 - 0
(a) Fiir die Nullabbildung 0:V — W gilt MZ(0) = | : ;
v — 0 0 0
1 ... 0

(b) Fiir die Abbildung idy : V. — V gilt MEGdy)=| : -~ | =1,
'Uj = j O --- 1

dennv; =0-v1+...+0-v;1+1-v;+0 v +...+0-v,

(¢) Sei K = Q und V = [z]<5 der Vektorraum der Polynome vom Grad < 5 in der Variablen z,
d.h. der Vektorraum aller Elemente ag + a1z + asx? + asz® + asz* + asz® mit a; € Q.
Dieser Vektorraum hat die Q-Basis {1, 2, 2%, ...,2°} und erhilt somit dimg(V) = 6.

Die Darstellungsmatrix der Q-linearen Abbildung

01 00O0DO0

002000

4.V — V beziglich der Basis Bist ME(L)=]1 0 0 0 3 0 0
Fos f 000040
000005

9.4 Beispiel:

Sei f: K™ — K™ eine K-lineare Abbildung und seien E = {eq,...,e,} bzw. E = {é1,...,ém}
die Standardbasen von K" bzw. K™. Schreibe f(e;) = a1j€1 + ... + amjbm = (a1;, - - -, Amj)-
Wenn man also die Darstellungsmatrix M g (f) bildet, braucht man nur die Bilder der
Standardbasisvektoren in die Spalten von ME(f) zu setzen.

Ziel: Untersuche wie sich die Eigenschaften von linearen Abbildungen in ihren
Darstellungsmatrizen wiederspiegeln!
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9.5 Satz:
Sei f:V — W eine K-lineare Abbildung mit Darstellungsmatrix MZ(f). Dann gilt:

(a) rang(ME(f)) = dimg (Bild(f))
Diese Zahl hangt somit nicht von der Wahl der Basen B von V und C' von W ab. Sie heifit
auch der Rang von f und wird mit rang(f) bezeichnet.

(b) Genau dann ist f : V — V ein Isomorphismus, wenn A = MJ(f) invertierbar ist. Dies ist
auch dquivalent mit rang(f) = n.

Beweis:

(a) Der Rang von ME(f) = (ay;) ist der Spaltenrang, d.h. die Dimension des von den
Spaltenvektoren (ai1,...,Gm1), .-, (@1p, - -, Gmn) erzeugten Untervektorraums von K™.
Nun verwenden wir den Isomorphismus von K-Vektorraumen & : K™ — W und

e = w;
bestimmen das Bild des Spaltenrangs und ¢. Es gilt:

@((alj, . 7amj)) = 1561 + ..+ AmjCm = aqu)<€1) + ..+ aqu)(em)

= a1;W1 + ...+ A j Wy, = f(l)j).

Somit ist das Bild des Spaltenrangs von ME(f) unter ® genau Bild(f) und die
Behauptung folgt.

(b) 1.) Sei g ein Isomorphismus. Dann gibt es eine K-lineare Abbildung ¢! : V' — V mit
go g ' =idy. Aufgrund des nachfolgenden Satzes gilt
Mg(gog™") = ME(g) - Mg(g~") = Mg (idy) = I,.
Entsprechend gilt I,, = M5 (idy) = ME(g " og) = ME(g7") - ME(g).
Daher ist A = ME(g) invertierbar und A=t = ME(g71).

2.) Sei A= ME(g) invertierbar. Aus A - A~ = [, und der Tatsache, dass die
Spaltenvektoren von A - A~! Linearkombinationen der Spaltenvektoren von A sind,
folgt n = rang(I,) = rang(A- A=) < rang(A).

Dies zeigt rang(A) =n (——) rang(g).

3.) Gilt rang(g) = n, so ist g ein Epimorphismus. Nach Korollar 7.15 ist g somit ein

Isomorphismus. qed.
9.6 Satz:
Seien f:V — W und g : W — U zwei K-lineare Abbildungen, sei B = {vy,...,v,} eine Basis
von V, C = {wy,...,wy,} eine Basis von W und D = {us,...,u} eine Basis von U.

Danm gilt: ME(g 0 f) = MS(g) - ME(F)

Beweis: Sei A = ME(f) = (a;;) und A = MS(g) = (by;).

Betrachte (g o f)(vj) = glajjwi + ... + amjwn) = a1;9(w1) + ... + amjg(wn)

= a1j<b11ul + ...+ bllul) + ...+ amj(blmul + ...+ blmul)

= (aljbn + ...+ amjblm)ul + ...+ (aljbll + ...+ amjblm)ul

Somit ist das Koordinatentupel von (g o f)(v;) in der Basis D gerade die j-te Spalte der Matrix
A-A= (bﬂalj + ...+ bimamj)i’j qed.
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9.7 Beispiel:

Sei K=R,V=R?und B=C={ej,e}
Seien «, 3 € [0,27[. Die lineare Abbildung f, : R? — R? mit der Darstellungsmatrix
ME(f.) = C?S(CO —sin(a) ist die Drehung um O um den Winkel a.

sin(a)  cos(a)

faler)  fale2)

Skizze:
¥
"
r 5
O 1 & x

e 0= 50 20 ) (2 2 )

_ ( cos(a)cos(B) — sin(a)sin(B) —cos(a)sin(f) — sin(a)cos(B) )
sin(a)cos(f) + cos(a)sin(B) —sin(a)sin(F) + cos(a)cos(F)

[ cos(a+ ) —sin(fa+06) \ | g

B ( sin(a+ ) cos(a+ ) ) = My Jars)

Also ist fgo f, die Drehung um O um den Winkel o + f3.

B. Was passiert mit der Darstellungsmatrix einer linearen Abbildung, wenn
man sie beziiglich anderer Basen bestimmt?

Sei K einer Korper, sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B = {vy,...,v,},
sei W ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis C' = {wy,...,w,} und sei f: V — W
eine K-lineare Abbildung.

9.8 Bemerkung:

(a) Die K-lineare Abbildung ¢p : K™ — V mit ¢g(e;) = v; fir i = 1,...,n ist ein
Isomorphismus von Vektorraumen.
Fiir ein Tupel (aq,...,a,) € K" gilt pg((ai,...,a,)) = ajv; + ...+ a,v,. Die Abbildung
¢p heifft das durch B bestimmte Koordinatensystem in V.
(Es gilt ME(¢p) =1, mit E = {e1,...,e,}.)




Lineare Algebra und analytische Geometrie I S. 64

(b) Sei A= {uy,...,u,} eine weitere Basis von V. Dann hat man ein Diagramm von
Isomorphismen:

B % W

K= T

mit 4 = gp;l 0 PA.

Die Abbildung t4 heifit der Basiswechsel von A nach B.

Sei T = ME(t4) die Darstellungsmatrix des Basiswechsels beziiglich der Standardbasis.
Sie heifit die Transformationsmatrix des Basiswechsels.

9.9 Satz: (Berechnung der Transformationsmatrix)

(a) In der Situation von Bemerkung 9.8.b schreibe v; = cyjuy + ... + cpjuy,
mit ¢;; € K fire=1,...,n.
Bilde die Matrix C' = (¢;;) € Mat,(K). Dann ist C invertierbar und es gilt T4 = C 1.

(b) Es gilt (T4)~! = T%. Insbesondere kann man T4 berechnen, indem man
u;j = dyjvy + ... + dp;0, schreibt mit d;; € K fiir j =1,...,n und T4 = (d;;) setzt.

(¢) Ist v € V und v = aqu; + ... + a,u, die Darstellung von v in der Basis A, sowie
v =bv; + ...+ byv, die Darstellung von v in der Basis B, so gilt also:

by a1

Beweis:

(a) Seiy: K™ — K™ die lineare Abbildung mit MEZ(y) = C. Fiir j = 1,...,n gilt dann:
(pacy)(e;) = alley, - nj)) = cjun + ..+ ojun = v; = 25(€5)
Also folgt (o4 07) = ¢p und v = ¢4 0o pp = (95’ 0 )™t = (t5) "

(b) Folgt aus t§ = ¢ o pp = (p5' o)™t = (t4)~L.

(c) klar qed.

9.10 Beispiel:

Sei K = Q und V = Q? mit den Basen E = {e;,es} und B = {v;,vo} gegeben
mit v; = (2,1) und ve = (1,3). Dann gilt: v; = 2e; + e5 und vy = €3 + ey, also

TE = ( i ; > Nun folgt: T = (TE)™! = (

12
5 5

[ [SY)
(S
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9.11 Bemerkung:

(a) Betrachte das Diagramm K-linearer Abbildungen:

-

ng}

#‘,

d.h. esgeltegacog_foch,

v
Dieses Diagramm ist kommutativ,
l also g = (pc) "o f o pp.

W

Fiir die Darstellungsmatrlx ME(g) gilt:
ME(g) = (Mg (pc)™ - ME(f )+ ME () und somit ME(g) = ME(f)-
I I

(b) Im Fall V=W und f = idy folgt g = @' o op =t8 und ME(g) = TE = ME(idy).
Darstellungsmatrizen linearer Abbildungen verallgemeinern also Transformationsmatrizen.
9.12 Satz: (Die Basis-Transformationsformel)

Sei f:V — W eine K-lineare Abbildung, seien A, A Basen von V und B, B Basen von W.
Dann gilt: MA(f) = TE - MA(f) - (T4)"" = TE - MA(S) - T4

Beweis: Betrachte das folgende Diagramm:

|'|'|

K"
\ / Dabei gilt ME(g) = MA(f) und ME(h) = Mfi(f)

% V—TL 5w o |18
B

/ '\ nach Bemerkung 9.11.
n_ i [T

A B

1] o

K - Y Km

b

Nach Bemerkung 9.8.b sind die beiden Dreiecke kommutativ. Nach 9.11 sind die beiden Trapeze
kommutativ. Dann ist auch das grofle Quadrat kommutativ.

Fiir die Darstellungsmatrizen bedeutet dies:

TBB'MS(JC):ME'TE qed.

9.13 Korollar:

Sei f:V — V ein Endomorphismus und seien A, A Basen von V. Dann gilt:
MA=T4 - 24() - T
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9.14 Korollar:

(a) Zu jeder K-linearen Abbildung f : K™ — K gibt es Basen A von K™ und B von K™, so
dass gilt:

Mz (f) = - wobei 7 = rang(f) gilt.

(b) Zu jeder m x n-Matrix M € Mat,, ,(K) gibt es invertierbare Matrizen A € Mat,(K) und
B € Mat,,(K), so dass M = B- M - A~! die in (a) angegebene Gestalt besitzt.

Beweis:

(a) Es gilt n —r = dimg (Kern(f)).

Wiihle eine Basis {v,41,...,v,} von Kern(f) und ergénze sie zu einer Basis
A={vy,...,0,U41,...,0,} von V. Dann ist {f(vy),..., f(v,)} eine Basis von Bild(f).
Setze w; = f(v;) fur i = 1,...,r und ergénze {wy,...,w,} zu einer Basis

B =Awy,..., W, Wypy1,..., Wy} von W.

Dann besitzt M#(f) die angegebene Gestalt.

(b) Folgt aus (a) und Satz 9.12. qed.
9.15 Beispiele:

Fiir eine Abbildung f : Q> — Q2 gelte ME(f) = ; ? )

Wir bringen ME(f) mit Zeilen- und Spaltenumformungen in die gewiinschte Gestalt:

1.) Addiere das (-2)-fache der ersten Zeile zur zweiten:

(L) Ge)-(et)

2.) Addiere das (-2)-fache der ersten Spalte zu zweiten:

1 2 I -2\ (10
01 o 1 /) \o1
1 0 1 2 1 -2 10
Insgesamt folgt: . . =
-2 1 2 5 0 1 0 1

€ GL,y(Q) € GLy(Q)
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9.16 Definition:
Seien A, B € Mat,, ,(K)

(a) Die beiden Matrizen A und B heiflen dquivalent, wenn es invertierbare Matrizen

Se€GL,(K)und T € GL,(K) gibt mit B = SAT!.

(b) Sei nun m = n und seien A, B € Mat,(K).
Die beiden Matrizen heiflen dhnlich, wenn es eine invertierbare Matrix 7" € G L, (K) gibt
mit B = TAT .
9.17 Korollar:

(a) Zwei Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie beziiglich verschiedener Paare von
Basen dieselbe lineare Abbildung beschreiben.

(b) Zwei Matrizen aus Mat,, ,,(K) sind genau dann dquivalent, wenn sie den gleichen Rang
haben.

(¢) Jede Matrix von Rang r ist dquivalent zu

(d) Zwei quadratische Matrizen aus Mat, (K) sind genau dann &hnlich, wenn sie
Darstellungsmatrizen M4 (f) bzw. ME(f) des gleichen Endomorphismus beziiglich zwei
Basen A und B sind.

Bemerkung: Nicht jede quadratische Matrix ist dhnlich zu I,

Aquivalenzen und Ahnlichkeiten von Matrizen sind Aquivalenzrelationen.
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Kapitel III: In der Bredouille

10 Alle sind gleich, aber einer ist gleicher
(Aquivalenzrelationen)

10.1 Definition:
Sei M eine Menge.

(a) Eine Relation auf M ist eine Teilmenge R von M x M.
Gilt (a,b) € R, so schreiben wir auch a ~g b (oder einfach ~) und sagen
»a steht beziiglich R in Relation zu b*.

(b) Eine Relation R heift reflexiv, wenn fiir alle a € M gilt: a ~ a.
(c¢) Eine Relation R heifit symmetrisch, wenn fiir a,b € M aus a ~ b folgt, dass auch b ~ a gilt.

(d) Eine Relation R heift transitiv, wenn fiir a,b,c € M aus a ~ b und b ~ ¢ folgt,
dass auch a ~ c gilt.

(e) Eine Relation R, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, ist eine
Aquivalenzrelation auf M.

10.2 Beispiele:

(a) Die Gleichheitsrelation auf M ist eine Aquivalenzrelation. Sie ist gegeben durch die
Teilmenge {(a,a) € M x M |a € M} von M x M.

(b) Die Relation < auf Q ist reflexiv und transitiv, aber nicht symmetrisch.

(c) Die Relation > auf Z ist transitiv, aber weder reflexiv noch symmetrisch.

(d) Sei n > 1. Die Relation R = {{(a,b)} € Z? | a = b(mod n)} ist eine Aquivalenzrelation:
1.) a =a(modn), denn 0 = a — a € nZ

2.) Gilt a = b(mod n), so folgt auch b = a(mod n)

3.) Gilt a = b(mod n) und b = ¢(mod n), so folgt aus a — b € nZ und b — ¢ € nZ, dass
auch a —c = (a —b) + (b — ¢) € nZ gilt, also a = ¢(mod n)

10.3 Beispiele:
Sei K ein Korper und m,n > 1.

(a) Fiir A, B € Maty,,(K) sei A~ B (,A ist dquivalent zu B*), genau dann, wenn es
invertierbare Matrizen S und T gibt, mit B = SAT~!. Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation:

1) A~ A denn A=1,,-A-(I,)7!

2.) Gilt A~ B, also B=SAT", so folgt A= S™'BT, also A = SBT ' mit § = §~!
und 7' = T-1
Somit erhalten wir B ~ A.

3.) Gilt A~ Bund B~ C, also B=SAT " und C = SBT 1, so folgt
C=(SSHA(T'TY) = (SS)A(TT)™ .
Dies zeigt A ~ C.
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(b) Fiir A, B € Mat,(K) sei A ~g B genau dann, wenn es ein 7' € G L,(K) gibt, mit
B =TAT™! (,A ist #hnlich zu B*). Dann ist auch ~g eine Aquivalenzrelation.

Im Folgenden sei stets R eine Aquivalenzrelation auf einer Menge M.

10.4 Definition:
Fiir ein Element a € M heift [a]z = {b € M | a ~ b} die Aquivalenzklasse von a beziiglich R.

10.5 Satz:
(a) Fir a,b € M gilt [a]g = [b]g genau dann, wenn a ~ b erfiillt ist.
(b) Jedes Element von M ist in genau einer Aquivalenzklasse enthalten.
(¢) Die Menge M ist die disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen.
Beweis:

(a) ,=“ Aus [a]gr = [b]r folgt wegen b € [b]g, dass b € [a]g ist und somit a ~ b.

,=¢ ,C% Aus a~ b folgt b~ aund somit a € [b]g.
Ist ¢ € [a]g, also a ~ ¢, so gilt b ~ ¢ nach der Transitivitdt und somit ¢ € [b]z.
Da ¢ beliebig war, folgt [a]r C [b]g.

,2“ Analog.

(b) Existenz: a € [a]g, denn a ~ a.

Eindeutigkeit: Sei a € [b]gr und a € [c]g. Dann gilt a ~ b und a ~ ¢. Wegen der Symmetrie

folgt b ~ a und die Transitivitét liefert b ~ c. Nach (a) ergibt sich [b]r = [c]&.

(c) Vereinigung: Folgt aus a € [a]g.

Disjunktheit: Folgt aus (b) qed.

10.6 Beispiel:

Sein >1und R C Z x Z die Relation {(a,b) € Z X Z | a = b(mod n)}.

Fiir ein festes a € Z gilt a ~ b genau dann, wenn b — a € nZ erfiillt ist, also genau fiir alle
b € a+ nZ. Somit folgt [a|gp = a + nZ.

Es gilt Z = (0 4+ nZ)J(1 + nZ)J...U(n — 1+ nZ).

Es gibt genau die n Aquivalenzklassen [0]g, [1]g, ..., [n — 1]z. Die Menge der Aquivalenzklassen

ist also Z/nZ.

10.7 Definition:

(a) Die Menge aller Aquivalenzklassen von M beziiglich R wird mit M/ ~p bezeichnet (sprich

»M modulo R*).

(b) Ist [a]g € M/ ~p, so heifit jedes Element b € [a]r ein Reprisentant der Aquivalenzklasse
[a] &-

(c) Die Abbildung M — M/ ~ ist surjektiv. Sie heifit die kanonische surjektive Abbildung

a — lag
von M in die Menge der Aquivalenzklassen.
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10.8 DBeispiele:

(a) Sein>1und R = {(a,b) € Z* | a = b(mod n)}.
Dann gilt Z/ ~r=Z/nZ = {0,1,...,n — 1}. Die Zahlen 0,1,...,n — 1 sind die kleinsten,
nicht negativen Représentanten dieser Restklassen.

(b) Sei K ein Korper und ~ die Aquivalenzrelation von Matrizen in Mat,(K). Dann gilt:
Mat,(K)/ ~=
(

0 0
0 0
{Nullmatrix}

0 -« v i 0

{Matrizen vom Rang 1} {Matrizen vom Rang 2}

Somit gibt es genau n 4+ 1 Aquivalenzklassen.

10.9 Bemerkung:

1 0
0o - 1
{Invertierbare
Matrizen}

(a) Interessant ist besonders der Fall, dass M/ ~p eine algebraische Struktur besitzt.
Z.b. ist Z/nZ ein Ring.

(b) Wir suchen in Aquivalenzklassen hiufig nach einem kanonischen Reprisentanten.
Z.b. sind 0,1, ..

.,n — 1 kanonische Repriisentanten in der Aquivalenzklasse von Z/nZ.
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11 Buntes Treiben in Gruppen

A. Was war gleich noch 'mal ne Gruppe?

11.1 Definition:

Eine Menge G zusammen mit einer Verkniipfung o : G x G — G heifit eine Gruppe, wenn gilt:

(a) Fir alle a,b,c € G gilt (aob)oc=ao (boc). (Assoziativgesetz)
(b) Es gibt ein e € G mit eca =aoe = a fiir alle a € G. (neutrales Element)
(c) Fiir jedes a € G gibt eseina™!' € Gmita'oa=aoa™! =e. (inverse Elemente)

Eine Gruppe heifit kommutativ (oder abelsch), wenn fiir alle a,b € G gilt aob = bo a.

B. Ja gibt’s denn so 'was?

11.2 Beispiele:

(a) (Z,+) ist eine kommutative Gruppe.

(b) (Q\ {0},-) ist eine kommutative Gruppe.

(c) (Maty,,(K),+) ist eine kommutative Gruppe.

(d) (GL,(K),-) ist eine Gruppe, die aber fiir n > 2 nicht kommutativ ist.

11.3 Beispiel: (Die symmetrische Gruppe S,)

(a) Eine lineare Abbildung ¢ : {1,...,n} — {1,...,n} heifit eine Permutation der Menge
{1,...,n}. Wir schreiben ¢ auch in der Form

1 2 ... n
p(1) ¢(2) - w(n)
(b) Die Menge S, aller Permutationen von {1,...,n} ist eine Gruppe beziiglich der
Komposition (Hintereinanderausfithrung) von Abbildungen

o . STL X Sn — S’n, (77%0 na‘Ch Qﬁ“)
(0, 9) = (pov)

(c) Die Gruppe S, ist fiir n > 3 nicht kommutativ:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
O =
2 1 3 1 3 2 2 31
3 1 2 3 1 2 3
(0] =
3 2 213 3 1 2
(d) Die Gruppe S, besitzt n! Elemente (Fir ¢(1) gibt es n Moglichkeiten, fiir ¢(2) gibt es
danach noch n — 1 Moglichkeiten, ...)

VRS
S —
\»}
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11.4 Bemerkung: (Gruppentafeln)

Man kann eine endliche Gruppe G = {gy, ..., g, } auch durch ihre Gruppentafel beschreiben.
Dies ist eine m x n-Matrix iiber G, an deren (ij)-Eintrag das Ergebnis von g; o g; steht.

(a) Gruppentafel von S; = {e}:

1 2
(b) Gruppentafel von Sy = {e,7} mit 7 = (

, Transposition®): o
5 1 ) ( p )

N oo

-
e T
T e
In einer Gruppentafel kommt jedes Element in jeder Zeile und in jeder Spalte genau einmal
VOr.

(¢) Gruppentafel von S5 = {e, 11, 9, 73,01, 09} mit:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
T = y T2 = T3 = ?
1 3 2 3 2 1 21 3
1 2 3 1 2 3
01 = , 02 =
2 31 3 1 2

e} e T T2 T3 01 02

ele T ™ T3 0, O 1
1231271072:<

nlm e o1 0y T T3 2

W N
— W
SN—

Ty | T2 02 (& oy T3 T1

T3 | 73 01 O2 € T1 T2 1
T9 O T1

01101 T3 T1 T O3 2

— DN
w W
\_/

O9 |02 To T3 T1 e 01

11.5 Beispiel: (Symmetriegruppen)

(a) Die Menge der Kongruenzabbildungen der Ebene R? ist beziiglich der Komposition eine

Gruppe. Kongruenzabbildungen sind Kompositionen von Drehungen, Spiegelungen und
Translationen.

(b) Sei M C R? eine Teilmenge. Die Symmetriegruppe Sym(M) ist die Menge aller
Kongruenzabbildungen ¢ : R*? — R? mit (M) = M.
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(c) Als Beispiel betrachten wir das Quadrat
Q= {(z,y) € R*| (Jo| = 1 und |y| <1) oder (7| <1 und |y| = 1)}
Skizze:

dy

dy

Wir untersuchen die Quadratgruppe Sym/(Q): Sie Enthélt:

1)
2.
3.)
4)
5.)
6.)
7)
8.)

S. 73

Die Identitét e

71, die Spiegelung an d;

Ty, die Spiegelung an dy

13, die Spiegelung an der x-Achse
74, die Spiegelung an der y-Achse

o1, die Drehung um 90° um O

09, die Drehung um 180° um O (Punktspiegelung an O)

03, die Drehung um —90° um O

Gruppentafel: o | e m T T3 T4 01 0y O3

(& € T1 To T3 T4 01 09 O3

T1

T2

T € 09

T2

01

Diese Gruppe heifit auch die vierte Diedergruppe Dj.

(d) Man kann entsprechend auch Symmetriegruppen von Teilmengen von R? definieren. Z.b.
besitzt die Symmetriegruppe des Wiirfels 48 Elemente.

C. Kann eine Teilmenge einer Gruppe wieder eine Gruppe sein?

Im Folgenden sei G eine Gruppe mit Verkniipfung o und neutralem Element e.

11.6 Definition:

Eine Teilmenge U C G heifit Untergruppe, wenn U beziiglich der Verkniipfung o selbst eine
Gruppe ist.
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11.7 Satz: (Das Untergruppenkriterium)

Eine Teilmenge U C G ist genau dann eine Untergruppe, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

(a) U#0D
(b) Ausa € U folgt a™! € U
(¢) Aus a,be U folgt acbe U

Beweis: Wenn U eine Untergruppe ist, sind (a)-(c) offensichtlich erfiillt.
Sie nun (a)-(c) erfiillt. Wegen (c) ist o : U x U — U eine wohldefinierte Abbildung.
Die Assoziativitdt der Verkniipfung auf U folgt aus der aus G. Nach (a) gibt es ein Element
a € U. Nach (b) gibt es dann auch a~! € U. Nach (c) folgt e =aoa! € U. Also besitzt U das
neutrale Element e. Nach (b) gibt es in U inverse Elemente. qed.
11.8 Beispiele:

(a) Fiir n > 1 ist nZ eine Untergruppe von Z beziiglich +.

(b) {1,—1} C R\ {0} ist eine Untergruppe von (R \ {0}, ).
(c) Sei T = ( ; i g o ) € S,. Dann ist T = {e, 7} eine Untergruppe von S,,.
DY n

(d) Ist M C R2, so ist Sym(M) eine Untergruppe der Gruppe der Kongruenzabbildungen von
R2.

11.9 Definition:

Sei U C G eine Untergruppe.
Fiir jedes a € G heiit aU = {au | u € U} die (Links-)Nebenklasse von a beziiglich U.

11.10 Satz:

Sei U C G eine Untergruppe.
(a) Fiir a,b € G gilt aU = bU genau dann, wenn b~ oa € U gilt.

(b) Die Relation {(a,b) € G x G | aU = bU} ist eine Aquivalenzrelation auf G. Insbesondere
ist G die disjunkte Vereinigung der Nebenklassen beziiglich U.

(c) Fiir jedes a € G ist die Abbildung U — aU bijektiv.

u o au
Wenn G endlich ist, haben also alle Nebenklassen beziiglich U dieselbe Elementezahl.

Beweis:

(a) ,=“ Aus aU = bU folgt a = aoe € bU, d.h. es gibt ein u € U mit a = b o u. Multiplikation
mit b~ liefert b'oa=b"lobou=eou=ucU.

L= CY Aus b toa € U folgt a € bU und somit alU C bU

,2%“ Schreibe b~! o @ = w mit v € U. Dann folgt a = bou und somit b = aou~! € alU. Dies
zeigt bU C aU.
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(b) Reflexivitit: Fiir alle a € G gilt aU = aU.
Symmetrie: Fiir a,b € G folgt aus aU = bU, dass auch bU = aU gilt.
Transitivitit: Fir a, b, c € G folgt aus aU = bU und bU = cU, das auch aU = cU gilt.
(c) Injektivitit: Sei u,u € U mit a ou = a o @. Multipliziere von links mit a~! und erhalte
u=a‘to(aou)=a'to(aou)=n.

Surjektivitdt: Klar nach Definition von aU. qed.

11.11 Definition:

Sei U C G eine Untergruppe.

(a) Die Menge der Nebenklassen beziiglich U wird mit G /U bezeichnet (sprich ,,G modulo U*
oder ,,G nach U“).

(b) Ist #(G/U) endlich, so heifit [G : U] = #(G/U) der Index von U in G.
Ist #(G/U) unendlich, so setzen wir [G : U] = oc.

11.12 Korollar: (Satz von Lagrange)

Ist G eine endliche Gruppe und U C G eine Untergruppe, so gilt:
#G =#U -G : U].

Beweis: Jede Nebenklasse besitzt nach Satz 11.10 gleich viele Elemente. Es gibt [G : U]
Nebenklassen und G ist die disjunkte Vereinigung dieser Nebenklassen. qed.

11.13 Beispiel:

1 2 3
5 1 3) Dann gilt: #7 = 2,#53 =6

Betrachte die Untergruppe T' = {e, 7} von S5 mit 7 = (

und [S5 : T = 3.

11.14 Definition:

Sei GG eine Gruppe und M C G eine Teilmenge.

(a) Die Menge aller Produkte a; - as - - - a, mit a; € M oder a; L' M bildet eine Untergruppe
von G. Sie heifit die von M erzeugte Untergruppe von G und wird mit < M > bezeichnet.

(b) Besitzt G ein Erzeugendensystem, bestehend aus nur einem Element a, so heifit G eine
zyklische Gruppe. Wir schreiben auch G =< a > statt G =< {a} >.

(c) Ist a € G, so dass < a > endlich ist, so heiit ords(a) = # < a > die Ordnung von « in G.
Ist < a > nicht endlich, so setzen wir ordg(a) = co.
11.15 Beispiele:
(a) Die Gruppe (Z,+) ist zyklisch und es gilt Z =< 1 >.
(b) Die Gruppe (Z/nZ,+) ist zyklisch und es gilt Z/nZ =<1 >= {0,1,...,n — 1}.

(c¢) Die Untergruppe T = {e, 7} von S3 ist zyklisch und es gilt T' =< 7 >.
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11.16 Satz:
Sei GG eine Gruppe und a € G.

(a) Ist < a > unendlich, so gilt < a >={a’ |i € Z}
Ist < a > endlich und m = ordg(a) = # < a >, so gilt:
<a>={a"]i=0,...,m—1}.

(b) Eine zyklische Gruppe ist stets kommutativ.
(c) Ist eine Gruppe G endlich, so ist ordg(a) ein Teiler von #G.

(d) (,Kleiner Satz von Fermat in Gruppen*)
Ist G endlich, so gilt a#%) = e fiir alle a € G.

Beweis:

(a) ,2 klar

,C* Die Elemente von < a > sind Produkte by, ..., b, mit b; € {a,a"'}. Nach
Vereinfachung mittels a - a=! = e bleibt entweder a’ mit ¢ > 0 oder (a~')" mit ¢ > 0 oder e
iibrig. Dies zeigt < a >C {a’ | i € Z}.

Im Fall # < a >< oo gilt zusiitzlich #{a’ | i € Z} = ordg(a).
Sei m > 0 die kleinste nicht-negative Zahl mit a™ = e (eine solche Zahl exisitiert, denn es
gibt 0 < ¢ < j mit a’ = @/ und dann folgt a/~* = e).

Wir behaupten nun < a >= {e,a,da?,...,a™ '} (und somit m = ordg(a)).

,C“ Sei @' €< a > mit i € Z. Schreibe i = q-m +7 mit ¢ € Zund r € {0,...,m — 1}.
Dann gilt @' = a®™ -a" = (a™)?-a" =€l -a" = a" € {e,a,...,a™ '}

, 2" klar

Die Elemente von {e,a,...,a™ '} sind paarweise verschieden. Gilt a* = o/ mit
0<i<j<m-—1,sofolgt a’~" = eund j — i < m im Widerspruch zur Definition von m.
Insgesamt erhalten wir # < a >=m und < a >= {e,a,...,a™ '}.

(b) Folgt aus (a).
(c) Folgt aus (a) und dem Satz von Lagrange.

(d) Schreibe #G = ordg(a) - r mit r € N geméf (c).
Dies liefert a#&) = (gordc(@))r = e = ¢, qed.

11.17 Beispiel:

(a) (Kleiner Satz von Fermat)
Sei p eine Primzahl. Betrachte die Gruppe G = (F,)* = (Z/pZ) \ {0} beziiglich -
Fiir jedes @ € (Z/pZ) \ {0} gilt dann @~ =T.
Anders ausgedriickt: Fiir jedes a € (Z/pZ) gilt a?~Y = 1(mod p).

(b) Sind p, ¢ zwei Primzahlen und ist n = pq, so gilt: Ist a € Z weder durch p, noch durch ¢
teilbar, so gilt a?~Y@~Y = 1(mod n), denn aP~ D=1 = 1) = 1(mod p) und
aP~V1) = 1= = 1(mod ¢) (vgl. Ubungen).
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11.18 Bemerkung: (RSA Verfahren)

,Public Key Kryptosystem®

Ziel: Bob will Alice eine Nachricht senden.

Alice besitzt einen oOffentlichen Schliissel, den alle kennen.

Alice besitzt auch einen geheimen Schliissel, den nur sie kennt.

Die Gegenerin Eve, die die verschliisselte Nachricht mithért und den 6ffentlichen Schliissel von
Alice kennt, soll die Nachricht nicht entschliisseln konnen.

Verfahren:

(a) A wéhlt zwei grole Primzahlen p, ¢ und eine Zahl e € {10,...,pq} mit
99T (e, (p—1)(¢g—1)) = 1.

(b) A berechnet n = pg und ein 0 < d < pg mit de = 1(mod (p — 1)(q¢ — 1)).
(
(d

)

c¢) Der offentliche Schliissel von A ist (n,e).
) Der geheime Schliissel von A ist (p, ¢, d).
)

(e) Will B eine Zahl 0 < m < n mit ggT'(m,n) = 1 verschliisseln, so berechnet er
¢ = mf(mod n). Die Zahl ¢ ist die verschliisselte Nachricht.

(f) Will A die Nachricht ¢ entschliisseln, so berechnet sie m’ = ¢?(mod n).

Korrektheit: Es gilt m/ = ¢ = (m€)4 = mP~D D+ = (i) p=1D=1) .y = 1. m = m(mod n),
denned =k(p—1)(¢—1)+ 1.

Sicherheit: Will E die Nachricht ¢ entschliisseln, so muss sie n in die Primfaktoren p, ¢ zerlegen.

D. Welche Gruppen braucht man in der linearen Algebra?

Die symmetrische Gruppe S, = {¢ : {1,...,n} — {1,...,n} (bijektiv)} spielt eine groBe Rolle.

11.19 Definition:

Sei ¢ € S, eine Permutation.
(a) Eine Zahl ¢ € {1,...,n} heiit Fixpunkt von ¢, wenn ¢(i) = i gilt.
(b) Die Menge {i € {1,...,n} | ¢(i) # i} heifit der Wirkungsbereich von .

(c) Besteht der Wirkungsbereich von ¢ aus genau zwei Zahlen, so heiit ¢ eine Transposition.
Ist er von der Form {i,i 4 1}, so heifit ¢ eine Nachbartransposition.

(d) Die Permutation ¢ heifit Zykel (oder Zyklus oder zyklische Vertauschung), wenn man den

Wirkungsbereich {iy, ..., it} von ¢ so nummerieren kann, dass
p(ir) = iz, p(ia) = i3, ..., (i) = i1 gilt.
Schreibweise: ¢ = ( iy iy -+ 1) )

11.20 Beispiel:
Es gibt 6 Elemente in der Ss:
e die Identitét ()

e drei Transpositionen (1 2 ),(1 3),(2 3)

e zwei Dreierzyklen (1 2 3 ),(3 2 1)
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11.21 Satz:

Jede Permutation kann man darstellen als Produkt von Zyklen mit disjunkten
Wirkungsbereichen. Diese Zyklen sind dabei eindeutig bestimmt und sie kommutieren
miteinander.

Beweis: Erxistenz: Sei ¢ € S,. Wir konstruieren die gewiinschte Zerlegung induktiv. Sei i; eine
noch nicht abgearbeitete Zahl im Wirkungsbereich von ¢. Bilde iy = ¢(i1), i3 = ¢(is) usw. bis
i1 = p(ix) auftritt. Wegen der Injektivitdt von ¢ kann dabei nie ¢(ix) =4, mit 1 < < k gelten.
Dann ist o1 = ( 4y 4o --- 4 ) ein Zykel in der Darstellung von ¢ und {iy, ..., 4} sind
abgearbeitet. Fahre mit dem néchsten 4; fort, solange bis der Wirkungsbereich von ¢ ganz
abgearbeitet ist.

Jedes i € {1,...,n} ist dann entweder ein Fixpunkt oder liegt im Wirkungsbereich genau eines
der Zykel 0;, d.h. es gilt p =01 -09---0y.

Findeutigkeit: Sei ¢ = o} - - - 0], eine weitere solche Darstellung. Dann gilt:
(a) Der Wirkungsbereich von ¢ ist die disjunkte Vereinigung der Wirkungsbereiche der o7

(b) Die ¢} kommutieren miteinander.

(c) Liegt i im Wirkungsbereich eine o7, so gilt o = (i @(i) ©*(@) --- ©"(i) ).
Der Index ¢ kommt auch als 7y im Wirkungsbereich eines o, vor.
Esfolgt o), = (141 d2 -+ din -+ G ) =(dx @xp1 - G 1 ccc dx-1)
=(in @(ia) @*(in) - @"(in) ) =0}
Kommutativitdt: klar qed.

11.22 Beispiel:

12 3 4
In S, gilt =
n Sy gi <3412> (1.3)(2 4)

11.23 Satz:
(a) Jede Permutation in S,, kann man als Produkt von Transpositionen schreiben.
(b) Jede Permutation in S,, kann man als Produkt von Nachbartranspositionen schreiben.

(c) Diese Darstellungen sind im Allgemeinen nicht eindeutig.

Beweis:

(a) Wegen Satz 11.21 brauchen wir nur Zyklen als Produkte von Transpositionen zu schreiben.
(b) Wegen (a) brauchen wir nur beliebige Transpositionen als Produkt von
Nachbartranspositionen darzustellen.
Seil <i<j<n. Danngilt:(i j )=

(j—=1 4 )j—2 j—1)(i+1 i4+2)(di i+1)(i+1 i+2)---(j—1 7))
(Beachte: Dies sind 2(j — i — 1) + 1 Nachbartranspositionen!)

(c) Folgtaus (1 2 3)=(1 2)(2 3)=(1 3)(2 3)(1 2)(1 3) qed.
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11.24 Definition:
Sei p € 5,,.

(a) Gilt 1 <i < j < und p(j) > (i), so heifit das Paar (i, 7) ein Fehlstand von ¢.

(b) Die Permutation ¢ heifit gerade, wenn sie eine gerade Anzahl von Fehlstdnden besitzt.
Ansonsten heifit ¢ eine ungerade Permutation.

(c) Die Menge aller gerade Permutationen wird mit A, bezeichnet.

11.25 Satz:

(a) Eine Nachbartransposition besitzt genau einen Fehlstand.
(b) Jede Transposition besitzt eine ungerade Anzahl von Fehlstanden.

(c) Hat ¢ € S,, genau k Fehlstdnde und ist 7 eine Nachbartransposition, so hat 7 o ¢ entweder
k — 1 oder k + 1 Fehlstéande.

Beweis:
(a) Es gibt fiir (¢ i+ 1 ) genau den Fehlstand (4,7 + 1).

(b) Sei 1 <i < j < n. Fiir die Transposition 7 = (¢ 7 ) gibt es genau die Fehlstiande (i, k)
mit i +1<k<j—1und ({,j) mit i+ 1 <! <j—1und den Fehlstand (i, j).
Insgesamt sind dies 2(j = ¢ — 1) + 1 Fehlstédnde.

(¢) Seit=(14i i+1).Ist (¢,i+ 1) ein Fehlstand von ¢, so ist (i,i + 1) kein Fehlstand
von 7 o .
Ist (i,7 + 1) kein Fehlstand von ¢, so ist (7,7 + 1) ein Fehlstand von 7 o ¢. qed.

11.26 Satz: (Charakterisierung der geraden Permutationen)

Fiir eine Permutation ¢ € S, sind die folgenden Bedingungen #quivalent:
(a) ¢ ist eine gerade Permutation.

(b) Jede Darstellung von ¢ als Produkt von Nachbartranspositionen hat eine gerade Anzahl
von Faktoren.

(c) Es gibt eine Darstellung von ¢ als Produkt von Nachbartranspositionen mit einer geraden
Anzahl von Faktoren.

(d) Es gibt eine Darstellung von ¢ als Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen.

Beweis: ,,(a)=(b)* Schreibe ¢ als Produkt von Nachbartranspositionen ¢ =7 - 75 - - 7.
Multipliziere ¢ nacheinander von links mit 71, 75 usw. Wegen 7; - 7; = e wird das Produkt jeweils
um einen Faktor kiirzer.

Nach 11.25.c dndert sich bei jeder Multiplikation die Partitét (gerade/ungerade) der Anzahl der
Fehlstande.

Da es am Anfang eine gerade Anzahl von Fehlstéinden gibt und am Ende 0 Fehlstdnde, muss also
[ gerade sein.

»(b)=(c)* klar
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»(c)=(d)* klar

»(d)=(c)* Nach dem Beweis von 11.23.b ist jede Transposition Produkt einer ungeraden Anzahl
von Nachbartranspositionen.

»(c)=(a)“ Schreibe ¢ = 7 - 7o - - - Ty, - €. Da e keine Fehlstande hat und sich bei der
Multiplikation mit 7; die Partitéat der Fehlstdnde &ndert, besitzt ¢ insgesamt eine gerade Anzahl
von Fehlsténden. ged.

11.27 Beispiel:
Sei ¢ € S, ein K-Zykel, also p = (47 iy -+ i ).

Wegen ¢ = ((iy iy )( dp i3 )+ -(ig_1 i ) ist ¢ genau dann gerade, wenn k ungerade ist.

11.28 Korollar:

(a) Die Menge A, aller geraden Permutationen ist eine Untergruppe von S,,. Sie heifit die
alternierende Gruppe.

(b) Fiir eine feste ungerade Permutation ¢ gilt: S,, = A,UpA,,.
(c) Fiir jedes n > 1 gilt: #A, = in!
Beweis:

(a) Nach Satz 11.26 ist das Produkt zweier gerader Permutationen wieder gerade. Sei ¢ gerade.
Wegen r = p o =1 ist auch ¢! gerade.

(b) Nach Satz 11.26 sind die Elemente von pA,, alle ungerade.
Sei nun 1 ungerade. Dann ist =11 gerade, also ¢~ 19 € A,, und somit ¢ € pA,,.

c) Folgt aus (b),da pu: A, — @A, bijektiv ist. qed.
(c) Folg p o j
(I

E. Hoffentlich gibt es keine Gruppenhomomorfiesmen!
Leider doch!

11.29 Definition:

Seien G, H zwei Gruppen und f : G — H eine Abbildung. Die Abbildung f heifit
Gruppenhomomorphismus, wenn fiir alle g1, go € G gilt: f(g1092) = f(91) * f(92)

11.30 Beispiel:

(a) Sei (G,o) die Gruppe (R, +). Sei (H,*) die Gruppe (R\ {0}, ).
Dann ist exp:R — R\ {0} ein Gruppenhomomorphismus, denn
r +— e’

exp(x +y) ="V = e - e¥ = exp(x) - exp(y).

(b) Die identische Abbildung idg: G — G ist ein Gruppenhomomorphismus.

a = a
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(c) Ist G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe, so ist die Inklusionsabbildung ¢ : U — G
ein Gruppenhomomorphismus.

(d) Sei (G, o) die Gruppe (Z,+) und a € Z. Dann ist die Multiplikation pu,:Z — 7Z ein
Z — az
Gruppenhomomorphismus, denn a(z; + 23) = az; + az fir alle 21, 2, € Z.

11.31 Bemerkung:

(a) Fiir einen Gruppenhomomorphismus ¢ : G — H gilt p(eq) = epq.

(b) Ist ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist Kern(p) = {g € G | p(9) = ey} eine
Untergruppe von G (genannt Kern von ).
Bild(p) = {h € H | es gibt ein g € G mit ¢(g) = h} ist eine Untergruppe von H (genannt
das Bild von ¢).

11.32 Definition:

Sei n > 1. Fiir eine Permutation o € S, sei

1, fall de ist
sign(o) = { 1S 0 BETade 18 das Signum von o.

—1 , falls o0 ungerade ist

11.33 Satz:
Sein > 1.
(a) Fir 0,0’ € S, gilt sign(oo’) = sign(o) - sign(a’).

(b) Die Abbildung sign:S, — {1,—1} ist ein Gruppenhomomorphismus.

o +— sign(o)
Beweis:

(a) Schreibe o =7 -+ -7, und 0’ = 7 - - - 7/ mit Transpositionen 7;, 7;. Dann gilt
sign(c) = (—1)* und sign(a’) = (—1)".
Aus o0’ =711+ 73 - 7] - - - 7] folgt sign(oo’) = (—1)¥*. Hieraus ergibt sich die Behauptung.

(b) Folgt sofort aus (a). qed.
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12 Am Anfang war die Zahl

Wie kann man die Multiplikation in Z algebraisch verstehen?

Ziel: Untersuche den Ring (Z, +, ) genauer!
Wiederholung: Z ist ein kommutativer Ring mit Einselement.

12.1 Definition:

Sei R ein Ring.

(a) Ein Element r € R\ {0} heifit Nichtnullteiler, wenn fiir s € R aus rs = 0 folgt, dass s = 0
gilt.
Gibt es jedoch ein s € R\ {0} mit rs = 0, so heifit r ein Nullteiler.

(b) Der Ring R heifit nullteilerfrei (oder Integritétsbereich), wenn er keinen Nullteiler besitzt
(d.h. aus rs = 0 folgt » = 0 oder s = 0).

(c) Ein Element r € R heifit Einheit, wenn es ein s € R gibt, mit rs = 1.

(d) Die Menge aller Einheiten von R bildet eine (multiplikative) Gruppe. Sie heifit die
Einheitengruppe von R und wird mit R* bezeichnet.

12.2 Beispiele:

(a) Der Ring Z ist ein Integritatsbereich.

)
(b) Das Element 2 € Z/6Z ist ein Nullteiler, denn 2 - 3 = 0.
(c) Die Einheitengruppe von Z ist Z* = {1, —1}.
)

(d) Ist K ein Korper, so gilt K* = K \ {0}.

12.3 Satz:

Jeder endliche Integritétsbereich ist ein Korper.

Beweis: vgl. Ubungen.

12.4 Satz: (Division mit Rest, vgl. Satz 2.5)

Sein € Z und b € N,. Dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen ¢,r € Z mit a = ¢gb + r und
0<r<hb.

Beweis:

FEzxistenz: O.E. betrachten wir nur den Fall a > 0.
Sei M ={z€Z|a—zb>0}. Wir zeigen“ drei Zwischenbehauptungen:

(a) Die Menge M ist nicht leer: 0 € M.

(b) Die Menge M ist nach oben beschriankt, d.h. es gibt ein s € Z mit z < s fiir alle z € M.
Wegen a — (a+1)b=a —ab—b < 0 ist s = a+ 1 eine obere Schranke von M.
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(c) Jede nach oben beschriankte, nicht leere Teilmenge von Z besitzt ein maximales Element.
Sei m € M und s > m eine obere Schranke fiir M. Wir schlieBen mit absteigender
Induktion nach s: Entweder ist s — 1 ebenfalls eine obere Schranke von M oder s — 1 € M,
d.h. s — 1 ist ein maximales Element von M.

Sei nun ¢ € M das maximale Element von M. Dann gilt r = a — ¢b > 0 und wegen ¢+ 1 ¢ M
folgt r —b=a—(¢+ 1)b <0, also r < b.

Findeutigkeit: Sei a = gb+1r = ¢b+ 7' mit ¢,¢ € Z und r,7" € {0,...,b— 1}.

OE. gelte ' >r. Ausr” —r=q¢b—qdb=(q—¢)b€bZ und 0 < 7' —r < bfolgt r' —r =0,

also r = /. Dann liefert ¢gb = ¢'b dass (¢ — ¢')b = 0 gilt.

Da Z Integritatsbereich ist, folgt ¢ = ¢'. qed.

12.5 Definition:

Seien a,b € Z. Eine Zahl g € Z heifit gemeinsamer Teiler von a und b, wenn gilt: g | a und g | b
(,,g teilt a, d.h. a = qg + 0).
Die Zahl g heifit grofiter gemeinsamer Teiler (ggT bzw. ged) von a und b, wenn gilt:

(a) g|aund g |b.
(b) Ist h € Z mit h | a und h | b, so folgt h | g.
(c) g =0.

Schreibweise: g = ggT'(a, b)

12.6 Beispiele:
(a) ggT(10,15) =5
(b) ggT(64,81) =1
(c) Fiir a # 0 gilt ggT(0,a) = |l
)

(d) ggT(0,0) = 0: Jede Zahl ist ein gemeinsamer Teiler von 0 und 0. Jede Zahl muss den ggT
teilen. Die einzige Zahl, die ein Vielfaches jeder Zahl ist, ist 0.

12.7 Satz:

Der gg'T zweier ganzen Zahlen existiert und ist eindeutig bestimmt.
Beweis:

Existenz: Folgt aus dem euklidischen Algorithmus oder aus dem Fundamentalsatz der
Arithmetik.

Findeutigkeit: Fall a = b = 0: Vgl. Beispiel 12.6.d
Fall a =0,b # 0, oder a # 0,b = 0: Vgl. Beispiel 12.6.c

Fall a,b # 0: Seien g, ¢’ zwei ggT von a und b. Nach Definition gilt g | ¢’ und ¢ | g.

Also gibt es ¢1, 0 € Z mit g = ¢1¢’ und ¢’ = cag. Dies liefert g = ¢1c2g und somit g(1 — ¢y¢c3) = 0.
Der Fall g =0, ¢ = 0 ist wegen a # 0 unmoglich. Also bleibt nur die Moglichkeit ¢ico = 1.
Wegen ¢, ¢’ > 0 ist nur ¢; = ¢ = 1 moglich, also g = ¢'. qed.
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12.8 Lemma:

Sei a € Z und b € N,. Schreibe a = gb+ r mit @ € Z und 0 < r < b. Dann gilt:
99T (a,b) = ggT'(b,r) (falls einer dieser ggT existiert).
Beweis:
(a) Jeder gemeinsame Teiler von a und b ist gemeinsamer Teiler von b und r. Es gelte g | a und

g | b. Schreibe a = ag und b :~Bg mit a,b € Z.
Dann gilt r = a — ¢b = (@ — gb)g. Also folgt g | r.

(b) Jeder gemeinsame Teiler von b und 7 ist gemeinsamer Teiler von a und b. Es gelte g | b und
g |r,alsob=bg und r =g mit b,7 € Z.
Dann folgt a = ¢b + r = (¢gb + 7)g und somit g | a.

(c) Aus (a) und (b) folgt die Behauptung. qed.

12.9 Satz: (Der euklidische Algorithmus)

Seien a, b € Z. Betrachte die folgenden Anweisungen:
(a) Gilt a =5b=0, so gib g = 0 aus und stoppe.
(b) Ist a =0, so gib ¢ = |a| aus und stoppe.

(c) Ist b= 0, so gib g = |b| aus und stoppe.
(d) Ist @ < 0, so ersetze a durch —a.
(e) Ist b <0, so ersetze b durch —b.

(f) Ist a < b, so vertausche a und b.

Berechne eine Darstellung a = qb +r mit ¢ > 0 und 0 < r < b.

(g
(b

)
) Ist r =0, so gib g = b aus und stoppe.
(i) Ersetze (a,b) durch (b,7) und fahre mit (g) fort.

Dies ist ein Algorithmus, der g = ggT'(a, b) berechnet.
Beweis:

Endlichkeit: Kommt die Abarbeitung bis Schritt (i), so gilt @ > b > r > 0. Beim néchsten
Durchlauf von (g) sind also die beiden Zahlen a und b kleiner und immer noch positiv.
Also kann (g) nur endlich oft durchlaufen werden.

Korrektheit: Stoppt der Algorithmus in Schritt (a),(b) oder (c), so ist das Ergebnis nach Beispiel
12.6 korrekt.

Wegen ggT'(a,b) = ggT(—a,b) = ggT'(b,a) dndern die Schritte (d),(e) und (f) den ggT nicht.
Wegen Lemma 12.8 dndern die Schritte (g),(h) und (i) den ggT nicht.

Stoppt der Algorithmus in Schritt (h), so gilt a = gb+ r und g = g¢T'(a,b) = b. qed.
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12.10 Beispiel:
(a) Berechnung von gg7'(—10,15):

(d) Setze a = 10,b = 15.

(f) Setze a = 15,b = 10.

(g) Berechne 15 =1-10+ 5, also r = 5.
(i) Setze a = 10,b = 5.

(g) Berechne 10 =254 0, also r = 0.
(h) Gib g = 5 aus und stoppe.

Dies zeigt ggT'(—10,15) = 5.

(b) Berechnung von gg7'(5,0):
(c) Gib g =5 aus und stoppe.
Also gilt ggT'(5,0) = 5.

Hilfe! Der fragt Hauptidealbereich ab!

12.11 Definition:

Sei R ein Ring.
(a) Eine Teilmenge I C R heifit Ideal, wenn gilt:

1.) (I,+) ist eine Untergruppe von (R, +).
2) R-I1CI,dh firre Rundselgiltrsel.

(b) Eine Teilmenge I C R heifit Hauptideal, wenn es ein Element r € R gibt, mit R -r = I.
(Ein Hauptideal ist offenbar ein Ideal).

(c¢) Der Ring R heifit Hauptidealring, wenn jedes Ideal von R ein Hauptideal ist.

(d) Der Ring R heifit Hauptidealbereich, wenn er Hauptidealring und Integritétsbereich ist.

12.12 Satz:

Der Ring Z ist ein Hauptidealbereich.

Beweis: Sei [ C Z ein Ideal. Gilt I = {0}, so folgt I =Z - 0.

Seinun [ # {0} und a € I\ {0}. Ist I 5 a <0, so gilt auch —a = (—1) - a € I. Also gibt es ein
Element a C I mit a > 0. Sei nun g die kleinste positive Zahl in /. Wir behaupten, dass I =Z- g
gilt.

,D“AusgeZfolgt Z-g € I.

»,C“Seibe I. Schreibeb=qg+rmit g€ Zund 0 <r < g.
Dann gilt r = b — qg € I. Wegen der Minimalitidt von g bedeutet dies r = 0, also b € Zg qed.
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C. Und wie passen Primzahlen in dieses Bild?

12.13 Definition:

Sei R ein Ring.

(a) Ein Element r € R\ {0}, das nicht Einheit ist, heifit irreduzibel, wenn fiir jede Darstellung
r = $1S9 mit s1, 9 € R entweder s; oder sy eine Einheit ist.

(b) Ein positives, irreduzibles Element von Z heifit Primzahl.
Mit anderen Worten: Eine Zahl p > 0 heifit Primzahl, wenn man sie nicht als Produkt
p=qiqs mit 1 < g; < pund 1 < ¢o < p schreiben kann.

(c¢) Ein Element r € R\ R* mit r # 0 heifit Primelement, wenn fiir a,b € R aus r | ab folgt,
dass r | a oder r | b gilt.

12.14 Satz:

Eine Primzahl ¢ € Z ist ein Primelement von Z. Also folgt aus p | ab, dass p | @ oder p | b gilt.

Beweis: Sei g = ggT'(p,a) und h = ggT'(p,b). Wegen der Primzahleigenschaft von p ist nur
g € {1,p} und h € {1, p} moglich.

1. Fall: ¢ = p: Dann gilt ¢ | a wie gewiinscht.
2. Fall: h = p: Dann gilt h | b wie gewiinscht.

3. Fall: ¢ = h = 1: Nach dem Lemma von Bezout (vgl. Ubungen) gibt es Darstellungen

1 =rip+raund 1 = s1p + sea mit rq,ry, S1, S9 € Z. Schreibe auch ab = tp mit t € Z.

Dann folgt 1 = (r1p + m2a)(s1p + s2b) = p(r151p + raa51 + 11820 + raset) € pZ4 Also kann der

3. Fall nicht eintreten. qed.

12.15 Korollar:
Der Ring I, = Z/pZ ist fiir eine Primzahl p ein Korper.
Beweis: Nach 12.14 ist [F,, ein Integritétsring. Jetzt folgt die Behauptung aus Satz 12.3. qed.

12.16 Theorem: (Der Fundamentalsatz der Arithmetik)

Jedes a € Z \ {0} besitzt eine eindeutige Darstellung der Form

a:g.p?l .pg‘Q...p?T
mit € € {1,—1} und «; > 0 und paarweise verschiedenen Primzahlen p;.
Diese Darstellung nennt man Primfaktorzerlegung von a.

Beweisskizze:

Existenz: O.E. sei a > 1. Ist a eine Primzahl, so sind wir fertig.

Sonst schreibe a =b-cmit 1 <b < a und 1 < ¢ < a. Induktiv kénnen wir annehmen, dass b und
¢ bereits Primfaktorzerlegungen besitzen.. Indem wir diese zusammenfiigen, erhalten wir eine
Primfaktorzerlegung von a.
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Eindeutigkeit: Sei a = - p{* ---po = &' - ¢" - - - ¢ Offenbar gilt & = ¢'.

Wegen py (" - ¢%) und Satz 12.14 gibt es ein j € {1,..., s} mit p, | ¢;- Da p; und g¢;
Primzahlen sind, folgt p; = ¢;. Somit folgt » = s und {p1,....p.} ={q1,- ... ¢ }.

Nach Umnummerieren folgt p; = ¢; fiir i = 1,...,r und somit pi* - - - p% = pfl P

Wire a; < (3 so wére py? - - - por = p?l_o‘l . p§2 .- pP ein Widerspruch, da p; nur die rechte Seite
teilt. Analog liefert oy > (31 einen Widerspruch. Dies zeigt oy = ;.

Induktiv folgt o; = 3; firi =1,... 7. ged.
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13 Die Kunst des Buchstabenrechnens (Polynomringe)

A. Wie kommen die Buchstaben in die Algebra?

Im Folgenden sei stets K ein Korper.
Die exakte Definition des Polynomrings K|[x] (sprich ,, K adjungiert %) wird in Beutelspacher
§6.2 besprochen. Wir begniigen uns hier mit einer anschaulichen Einfithrung.

13.1 Bemerkung:

Sei = eine Unbestimmte (oder auch Variable), d.h. ein Buchstabensymbol. Wir bilden weitere

Symbole 22, 23, . . ..

Die Menge aller endlichen Linearkombinationen a, - 1 + a1z + a2 + ... + a,2™ mit a; € K heifit
der Polynomring iiber K in der Unbestimmten x.
Eine solche Linearkombination heifit Polynom mit Koeffizienten aq, ..., a, € K.

Wie ist die algebraische Struktur von K|x] definiert?

(a) Seien f=ap+ a1z + ...+ a,x” und g = by + byx + ... + b, 2™ zwei Polynome
(mit a;,b; € K).
Dann sei f+ g = (ag +by) + (a1 + b))z + ... + (ax + by)2* mit k = maz{m,n} und
a; = b; =0 fiir i > n bzw. j > m.
Wie man leicht nachrechnet, wird (K[z],+) hiermit zur Gruppe. Das neutrale Element ist
dabei f = 0 und das inverse Element zu ¢ = ag + a1 + ... + a,x™ ist
—g=—ap+ (—a1)x+ ...+ (—a,)z".

(b) Indem wir fiir f = a9+ a1x+ ...+ a,z™ und ¢ € K definieren, dass
c- f=(cap) + (car)x + ...+ (cay)z™ gelten soll, erhalten wir auf K [z] die Struktur eines
Vektorraumes.

(c) Seien f=ag+ a1z + ...+ a,x” und g = by + byz + ... + b,x™ zwei Polynome
mit a;,b; € K. Wir definieren das Produkt f - g durch die Cauchysche Produktformel:
frg=303 abj)a*

k>0 i+j=k

= (aobo) + (a0b1 + albo)J] + (a0b2 + a1b1 + agbo)l'z + ...+ (anbm)a:"+m
Wobei wir wieder a; = 0 fiir ¢ > n und b; = 0 fiir j > m setzen. Man kann nun
nachrechnen, dass K[z]| hierdurch zu einem kommutativen Ring mit Einselement wird.
Jedes Polynom besitzt eine eindeutige Darstellung als endliche Linearkombination der
Elemente 1, z, 22, . ..

Also ist K[z] ein undendlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis {1, x, z?,...}.

13.2 Definition:

Sei f=a9+ a1z +...+ az" € K[z]\ {0} mit a; € K und a,, # 0.
Dann heifit deg(f) = n der Grad von f (engl. ,,degree®).
Fiir f = 0 setzen wir deg(f) = —1.

13.3 Satz:

(a) Fir jedes n > 0 ist K|x]<, = {f € K|[z] | deg(f) < n} ein K-Untervektorraum von K|x].
Der K-Vektorraum K|z, besitzt die Basis {1,z,z?, ..., 2"} und die Dimension n + 1.

(b) (Gradformel) Sind f,g € K[x] \ {0} so gilt deg(fg) = deg(f) + deg(g).
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Beweis:

(a) Ist f=ap+ @z + ...+ aa™ € K[z]<, und ¢ € K, so gilt
cf = (cap) + (car)x + ...+ (ca,)z™ € K[z]|<, . Die Vektorraumaxiome und
Untergruppeneigenschaft beziiglich + sind klar.
Aus der Darstellung f = ag + a1z + ... + a,2™ folgt dass {1,z,...,2"} ein
Erzeugendensystem von K[z|<, ist. Wegen der Eindeutigkeit dieser Darstellung ist
{1,z,...,2"} sogar eine Basis.

(b) Bei der Berechnung von fg in Bemerkung 13.1.c sind alle Summen ) a;b; mit
i+j=k
k> m + n gleich Null, da ¢ > n oder j > m sein muss und damit a; = 0 oder b; = 0 in
jedem Summanden. Somit folgt deg(fg) < m + n.
Sei nun deg(f) = n, also a,, # 0 und deg(g) = m, also b,, # 0. Dann gilt

> aib; = ayby, # 0. Dies zeigt deg(fg) = n+m = deg(f) + deg(g). qed.

i+j=m+n

13.4 Korollar:

Der Ring K|[z] ist ein Integritdtsbereich.

Beweis: Ist deg(f) > 0 und deg(g) > 0, so folgt deg(fg) > 0, also fg # 0.

Ist fe K\ {0} und g € K[x]\ {0}, so gilt deg(fg) = deg(g) und somit fg # 0.

Ist f e K[z]\ {0} und g € K \ {0}, so folgt ebenso fg # 0.

Also kann fg = 0 nur gelten, falls f = 0 oder g = 0 erfiillt ist. qed.

13.5 Korollar:
Die Einheitengruppe von Kz| ist K[z]* = K* = K \ {0}.

Beweis: Ist f € K[z]* und g € K|[z] mit fg = 1, so folgt aus deg(fg) = 0,
dass deg(f) = deg(g) = 0 sein muss.
Dies zeigt f € K \ {0}. qed.

13.6 Definition:

Ist f=ap+amz+...+a,2" € Klz]und ¢ € K, so heit f(¢) = ap+aic+...+a,c" der Wert von
f an der Stelle ¢. Das Ergebnis f(c) heifit auch das Ergebnis der Substitution von ¢ (fiir ) in f.
Ist f(c) =0, so heiit ¢ eine Nullstelle von f.

13.7 Satz: (Die Polynomdivision)

Seien f,g € K[x] und g # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte Polynome ¢,r € K[z] mit
f=qg+rund deg(r) < deg(g).

Beweis:

Ezistenz: Sei n = deg(f) und m = deg(g). Wir schlieBen mit vollstéandiger Induktion nach n. Ist
n < m, so setze g =0und r = f.

Sei nun n > m. Schreibe f = ag + a1z + ... + a,2" mit a; € K und a,, # 0. sowie
g=by+bx+ ...+ byx™ mit b; € K und b, # 0.
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Betrachte: h = f — Z—nx"’mg =(ag+amzr+...+a,x") — (Z—"bga:”’m + Z—nblx”’m“ + ...+ ax")

Es gilt deg(h) < n. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ¢, 1" € K|z] mit h = q'g+r" und
deg(r') < deg(g).

Setze ¢ = ¢’ + b—na:”‘m und ' = r. Dann gilt

(7% Qp, an
f=ht ma Mg =qgtr'+ o mat Mg = (¢ + g ma" g+ = qg

Findeutigkeit: Sei f = qg+r = gg + 7 mit q,q,r,7 € K[x] und deg(r) < deg(g) und

deg(t) < deg(g). Es folgt (¢ — §)g = 7 — r wobei deg(7 — 1) < deg(g) gilt.

Wegen der Gradformel ist entweder ¢ — ¢ = 0 oder deg((q — §)g) > deg(g)4

Somit ist nur ¢ = ¢, r = 7 moglich. qed.

13.8 Korollar:

Ist a € K eine Nullstelle von f € K|z], so gibt es ein g € K[z| mit f = (x — a)g. Man sagt dazu,
dass man eine Nullstelle abspalten kann.

Beweis: Schreibe f = ¢(x — a) + 7 mit deg(r) < 1, also r € K.
Wegen 0 = f(a) = q(a)(a —a) +r(a) =r(a) =1 folgt f =q(z —a). qed.

13.9 Bemerkungen:

(a) Ein Polynom f € K[z] vom Grad n besitzt hochstens n verschiedene Nullstellen.
(b) Ist f = (x —a)™ - g mit g(a) # 0, so heiit a eine Nullstelle der Vielfachheit m von f.

(¢c) Man kann f darstellen in der Form f = (x — aq)™ -+ (z — ag)™ - g mit paarweise
verschiedenen Nullstellen ay, ..., a; und mit g € K[z] ohne Nullstellen.
Dabei gilt my + ... + my < deg(f).

13.10 Beispiele:
(
(

a) Das Polynom z? + 1 € R[z] besitzt keine Nullstellen.

)
b) Das Polynom 2% + 1 € C[z] erfiillt 2? + 1 = (z — i)(z +1).
(c) Das Polynom 22 + 1 € Fy[z] erfiillt 22 + 1 = (z + 1)%

)

(d) In Q[z] gilt 2° — 1 = (x — 1)(2* + 4+ 1) und 2? + = + 1 besitzt keine Nullstellen in Q.

13.11 Definition:
Sei f=ag+ az+ ...+ a2 € K[z] mit a; € K und a,, # 0.

(a) Die Zahl LC(f) = a, heifit der Leitkoeffizient (oder Gradkoeffizient, engl. ,leading
coefficient*) von f.

(b) Das Polynom f heifit normiert, wenn LC(f) =1 gilt.
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(c) Sei g € K[z]. Ein Polynom h € K[z] heifit groBter gemeinsamer Teiler (ggT) von f und g,
wenn gilt:

1) h| fund h|g
2.) Ist h € K[z] mit A | f und h | g, so folgt h | h.

3.) h ist normiert.

13.12 Satz: (Der euklidische Algorithmus fiir Polynome)
Seien f, g € K|[x]. Betrachte die folgenden Instruktionen:

(a) Ist f =g =0, so gib h = 0 aus und stoppe.

(b) Ist f =0, so gib h =

- g aus und stoppe.

LC(g)

(c) Ist g =0, so gib h =

- f aus und stoppe.
o) f pp

(d) Ist LC(f) # 1, so ersetze f durch LCl(f) - f.

(e) Ist LC(g) # 1, so ersetze g durch

. g‘
LC(g)
(f) Ist deg(f) < deg(g), so vertausche f und g.
(g) Berechne eine Darstellung f = gg + r mit ¢,r € Kz] und deg(r) < deg(g).

(h) Gilt r =0, so gib h = g aus und stoppe.

1
(i) Ersetze (f,g) durch (g, o0 r) und fahre mit (g) fort.

Dies ist ein Algorithmus, der h = g¢gT'(f, g) berechnet.

Beweis: Analog zum Beweis von Satz 12.9. qed.

13.13 Beispiel:
(a) Wir berechnen ggT'(z* — 1,23 — 2? + 2 — 1) in Q[z]:
(g) ( a* 1)+ (@ —a?+z—-1)=a+1
—rtt -2t

2 —a? a1

—r 4t —r+1

0
(h) Gib h = 2® — 2% + x — 1 aus. Dies ist ggT'(f, g).
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(b) Wir berechnen ggT' (223 + 2z, 2% + 23) in Q|x].
(d) Setze f=a3+z,g=a"+2
(f) Setze f=a*+ 2%, g=2a+ux

2
(g)< x4+$3)+(x3+x):x+1+#
—1'4 —.1’2 x° 4+ x
B 2
— 3 —x
R —

Also gilt f =qg+r=(z+1)g+ (—2* — 1)

1
(i) Setze f =2+ 2, 9= — (-2 —x) =2 +1z

-1
(2) 3 (2 o 2z
(_;3_$2+x).(as +z) == 1+x2+$
-4z
24z
2x

Also gilt 2% + 2 = (v — 1)(2? + ) + 22
(i) Setze f =2 +x,9=1

(g) (> + )+ (z) =2+ 1 Rest 0

(h) Gib h = x aus und stoppe.

Also gilt z = ggT'(f, g)-

13.14 Satz:
Der Ring K|[z] ist ein Hauptidealbereich.

Beweis: Wir wissen schon, dass K[x] ein Integritédtsbereich ist.
Sei I C K|[x] ein Ideal. O.E. gelte I # {0}. Sei f € I\ {0} ein Polynom kleinsten Grades. Dann

seif:

- f das normierte Polynom kleinsten Grades in 1.

LC(f)

Dieses Polynom f ist eindeutig bestimmt, denn wéren f , g € I zwei verschiedene normierte
Polynome kleinsten Grades, so wére f — g € I ein Polynom kleineren Grades. 4
Wir behaupten nun, dass I = K|[z] - f gilt.

, D¢ klar

,C“ Sei h € I'\ {0}. Wegen der Minimalitit von deg(f) gilt deg(h) > deg(f). Schreibe
h=qf +r mit ¢,r € K[z] und deg(r) < deg(f). Wegen r = h — qf € I und der Minimalitét von
deg(f) folgt r = 0. Dies zeigt h = qf € K|z]- f. qed.



Lineare Algebra und analytische Geometrie I

S. 93

Kapitel IV: Auf zum Hornberger Schieflen

14 Die Zahl, die alles wusste (Die Determinante)

A. Was weil} diese Zahl alles?

14.1 Beispiel:

Wir berechnen den Flicheninhalt eines Parallelogramms in der Ebene R2.
Skizze:

Es gelte v = (a,b) und w = (¢, d)
mit a,b,c,d € R

Dann folgt v = ||v]| - (cos(a), sin(a))
und w = [[u]] - (cos(8), sin(5))

Dies liefert A = h - ||v|| = ||v|| - [|w]] - sin(8 — «)

= ||v|[ - lw] - (cos(a)sin(B) — cos(B)sin(a)) = ad — be
Also A = |ad — b

(Man nimmt den Absolutbetrag, damit die Fliche > 0 ist.)

14.2 Beispiel:
Gegeben sei ein LGS iiber Q:
(([[])) { cz i Zz Z Jf mit a,b,c,d, e, f € Q
1.) Bilde d- (1) — b+ (II) und erhalte: (ad — bc)z = ed — bf
2.) Bilde a - (IT) — ¢ (I) und erhalte: (ad — bc)y = af — ec

) ed —bf af —ec
1 - fol —
Gilt ad — be # 0, so folgt x wd —be o

Gilt ad — bc = 0, so besitzt das LGS keine oder unendlich viele Lésungen.

und y =

B. Wie kann man dies verallgemeinern?

Im Folgenden sei K ein Korper.

14.3 Definition:

Eine Abbildung det : Mat,(K) — K heifit Determinantenfunktion, wenn sie die folgenden
Eigenschaften besitzt:

(a) Die Abbildung det ist linear in jeder Zeile. Dies heifit, dass fiir eine Matrix A € Mat,(K)

mit den Zeilen zq, ..., z, gilt:
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1.) Ist z; = z[ + 2, so folgt

21 21 21
det | zi+ 2z | =det| 2z +det |z
Zn Zn Zn

2.) Ist A € K, so folgt

21 21

Z’VL Zn
Man sagt auch, dass det n-multilinear in den Zeilen sein muss.

(b) Die Abbildung det ist alternierend in den Zeilen, d.h. gilt z; = z; mit i # j, so folgt

det : =0

(c) Die Abbildung det ist normiert durch det(1,,) = 1.

14.4 Beispiel:

Die Abbildung det : Mat,(K) — K ist eine Determinantenfunktion.

a b
(C d> — ad— bc

CL + al/

/!
(a) det o ) =(@+ad)d— b +b")c=(dd-Vbc)+ (a"d—b"c)

-
ol )2
E
:

&

det\ o guar ) = a(d +d") = b(¢ + ") = (ad' —be') + (ad" —be")
c C

a b
det
>+ € ( /! d//)

= det
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2.) det<m Adb> :Aad—Abc:A(ad—bc):)\-det<a b)
C

c d

a b 0 b
det(}\c Ad)Za()\d)—b()\c)Z)\(ad—bc):)\.det<C d)

(b) det(a z>:ab—ab:0
a
1
(c) det(o 2)21&—0'0:1

Ziel: Zeige, dass es fiir jedes n > 1 eine Determinantenfunktion det : Mat, (K) — K gibt und
diese eindeutig bestimmt ist.

14.5 Satz: (Eigenschaften einer Determinantenfunktion)

Sei det : Mat,(K) — K eine Determinantenfunktion und A € Mat,(K).
(a) Fir A € K gilt det(ANA) = A" - det(A).
(b) Ist eine Zeile von A gleich Null, so gilt det(A) = 0.

(c) Entsteht B aus A durch Vertauschung zweier Zeilen, so gilt det(B) = —det(A).
)

(d) Entsteht B aus A indem man das A-fache der i-ten Zeile zur j-ten Zeile addiert
(mit ¢ # j und X € K), so gilt det(B) = det(A).

(e) Ist A eine Diagonalmatrix, d.h.

aip Qi -+ Qip
A= R : , s0 gilt det(A) = ayq - age -+ app.
. Ap—1,n
0 G
Beweis: Seien zi, ..., 2, die Zeilen von A.
)\Zl )\Zl Z1
z
(a) detOVA) =det |+ | =Xdet| "7 | = = det| ¢ | = - det(A)
A n . n
z Ao z
(b) Sei z; = 0. Dann gilt:
<1
: <1
0=0-det(A)=det | 0-2 | =det] : = det(A)
: .
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(c) Seil <i<j<mn.Dann gilt:

Zi Zj % Zj
det(A) +det(B) =det | : | +det| : |[+det| : | +det| :
Zj Zi Zi Zj
Zi+Zj Zz'+Zj ZZ'+Z]'
= det + det : = det =0
Zj Zi Zi + Zj
Die j-te Zeile von B ist z; + Az;. Es gilt:
det(B) = det : = det +A-det | 1 | =det(A)
zj + Az zj 2

Sind alle a;; # 0, so kann man A mit elementaren Zeilenoperatioen vom Typ E in eine
Diagonalmatrix

a1 0
A= iiberfithren. Also gilt:
0 Qnn
a1 0
det(A) = det = Q11 App - det(l,) = a1+ anp
0 nn

Sei nun a; = 0 mit ¢ maximal. Mit Hilfe elementarer Zeilenoperationen vom Typ E kann

man dann die i-te Zeile ausrdumen und (b) liefert die Behauptung.

14.6 Korollar:

Fiir jedes n > 1 gibt es hochstens eine Determinantenfunktion det : Mat,(K) — K.

qed.

Beweis: Sei A € Mat, (K). Mit Hilfe von elementaren Zeilenumformungen kann man A in eine
Matrix B in Zeilenstufenform iiberiihren. Nach Satz 14.5 ist det(A) durch det(B) eindeutig
bestimmt. Nach Teil (e) des Satzes ist det(B) eindeutig bestimmt.

14.7 Theorem: (Leibnizsche Determinantenformel)

Fir A € Mat,(K) definiere det(A) = > sign(0) - a1,601) - @2,0(2) * * * Cn,o(n)

€S

Dann ist det : Mat,(K) — K eine Determinantenfunktion.

qed.
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Beweis:
n-multilinear / alternierend: Nachrechnen, vgl. Beutelspacher

normiert: Was ist det(I,)?

Fiir jede Permutation o € S,, mit o # id gibt es ein ¢ mit (i) # ¢. Fiir ein solches i gilt

a; sy = 0. Also bleibt nur der eine Summand mit o = id iibrig und es gilt

det(I,) = sign(id) -ayy - app=1-1---1=1. qed.

14.8 Beispiel:

seinzzundA:<“” a”)

Q21 A2

Dann gilt: det(A) = sign(id)aiias + sign(T)ajoas = a11a92 — a12a9;
(Unser guter alter Bekannter!), denn Sy = {id, 7} mit 7 =( 1 2)

14.9 Bemerkung:

Die Leibniz-Formel ist fiir die Berechnung von Determinanten ungeeignet, da sie #5,, = n!
Summanden hat.

C. Wie kann man Determinanten bestimmen?

14.10 Bemerkung: (Determinantenberechnung, die erste)

Sei A € Mat,(K).

(a) Mit elementaren Zeilenumformungen kann man A in Zeilenstufenform bringen.

e Beim Typ P éndert sich das Vorzeichen von det(A).
e Beim Typ D wird det(A) mit einer Zahl A € K multipliziert.
e Beim Typ E éndert sich det(A) nicht.

(b) Am Ende erhalten wir eine Matrix B in Zeilenstufenform. Nach Satz 14.5.e ist det(B) das
Produkt der Elemente auf der Hauptdiagonalen.

14.11 Beispiel:

1
Sei A=| 3 —1 | Dann gilt:
2
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14.12 Notation:

Sei A = (a;;) € Mat,(K) und seien ¢,5 € {1,...,n}
Mit Aj; bezeichnen wir die Matrix, die dadurch entsteht, dass man in A die i-te Zeile und die j-te
Spalte streicht.

Skizze:

all o e M/ “ .. aln

A= 9 @ | e Mat,(K)

G g am

14.13 Satz: (Entwicklungssatz nach Laplace)
Sein >2und A € Mat,(K).

(a) (Entwicklung nach der i-ten Zeile) Sei i € {1,...,n}
Es gilt: det(A) = Zl(—l)”j - aj - det(Aj;)
‘7:

(b) (Entwicklung nach der j-ten Zeile) Sei j € {1,...,n}
Es gilt: det(A) = > (=1)"7 - ay; - det(A};)

=1

Die Vorzeichen merkt man sich dabei nach der Schachbrettregel:

Beweisidee: Zeige jeweils, dass die Formel auf der rechten Seite eine Determinantenfunktion
darstellt. qed.

14.14 Beispiel:

1 2 5
Wir berechnen det | 3 0 —1 | durch Entwicklung nach der zweiten Zeile:
4 9

1 2 5
2 1 1 2
det| 3 0 —1 | =-3-det > +0- > — (—=1) - det
5 4 9 49 29 2 4

=-3-(18-20)— (-1)-0=6
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14.15 Satz:
Fir A € Mat,(K) gilt: det(A™) = det(A).

Beweis: Sei A = (a;;). Dann gilt A" = (a@;;) mit a;; = a;; und
det(A") = 3" sign(o)ai ey - Gnom) = », SIgN(0)ax(1)1 - Ao(n)n

O’ESn O'GS’VL
N ZS Sign(o'_l)al,a_l(l) ©rQno—t(n) = ZS Sign(a)alﬁ(l) " Qno(n) qed.
TESK €SN

Dabei haben wir folgendes verwendet:

L.o) = sign(id) = 1

1.) sign(o™') = sign(c), denn sign(c~!) - sign(o) = sign(o~
2.) Ao(1)1 " * Ao(n)n = Q1,o-1(1) * * * Ano—1(n) Mit permutierten Faktoren

3.) Wenn ¢ die Gruppe S,, durchliuft, dann durchliuft auch o~! die Gruppe S,, genau einmal.

14.16 Satz: (Determinanten und elementare Spaltenoperationen)

Sei A € Mat, (K) eine Matrix mit den Spalten s1,...,s,. Dann gilt:

(a) Entsteht eine Matrix B aus A, indem man die j-te Spalte von A mit A\ € K multipliziert,
d.h. gilt B = (s1,...,A8;,...,5,), so folgt det(B) = Adet(A).

(b) Entsteht B aus A, indem man die i-te und die j-te Spalte von A vertauscht, d.h. gilt
B=(.., 8 ,..., S ,...),so folgt det(B) = —det(A).
~~ ~

i-te Spalte  j-te Spalte

(c) Entsteht B aus A, indem man das A-fache der j-ten Spalte von A zur k-ten Spalte von B
addiert, d.h. gilt B=(...,sj,..., Sk + Asj,...), so folgt det(B) = det(A).
———

k-te Spalte

Beweis: Verwende det(A) = det(A™) und det(B) = det(B") und Satz 14.5. qed.

14.17 Beispiel:

1 2 3
Wir berechnen det | 1 4 9 mit Spaltenoperationen:
1 8 27
1 2 3 1 0 0 1 00
det| 1 4 9 =det| 1 2 6 =...=det| 1 2 0 |=1-2-6=12
1 8 27 1 6 24 1 6 6

14.18 Satz: (Der Multiplikationssatz fiir Determinanten)
Fir A, B € Mat,(K) gilt: det(AB) = det(A) - det(B).

Beweis: Wir bringen A mit elementaren Zeilen- und Spaltenoperationen vom Typ E in
Diagonalgestalt. Fiir die Ergebnismatrix D gilt det(D) = det(A) und rang(D) = rang(A).
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1. Fall: rang(A) < n. Seien f4, fp : K™ — K™ die assoziierten linearen Abbildungen. Dann gilt
rang(A) = dimg (Bild(fa)) und Bild(fa o fg) C Bild(fa).

Also ergibt sich rang(AB) = dim(Bild(fao fg)) C dimg(Bild(fa)) = rang(A).

Somit sind die Spalten von AB linear abhéngig. Durch geeignete Spaltenoperationen kann man
in AB eine Nullspalte erzeugen. Dies liefert det(AB) = 0.

Ebenso gilt det(A) = 0, also die Behauptung.

2. Fall: rang(A) = n. In der Diagonalmatrix D stehen auf der Hauptdiagonalen nur Elemente
ungleich Null. Dies zeigt det(A) = det(D) # 0. Schreibe A = E} - -+ Eg - D mit
Elementarmatrizen E;. Dann gilt AB = FE;---E,- D - B, d.h. auch AB entsteht aus DB durch
elementare Zeilenumformungen vom Typ E.

dy 0
Somit folgt det(A) = det(D) und det(AB) = det(DB). Schreibe D = .

0 dy,
Die Multiplikation DB bewirkt, dass die i-te Zeile von B mit d; multipliziert wird. Also folgt
det(DB) =dy ---d,, - det(B) = det(D) - det(B). qed.

14.19 Korollar: (Determinante der inversen Matrix)
(a) Ist A € GL,(K), so gilt det(A™1) = det(A)~".
(b) Die Abbildung det : GL,(K) — K7 ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis:
(a) Nach Satz 14.18 gilt det(A) - det(A™') = det(A- A7) = det(I,) = 1.

(b) Folgt sofort aus Satz 14.18. qed.

14.20 Bemerkung:

Aus Satz 14.18 folgt, dass SL,(K) = {A € GL,(K) | det(A) = 1} eine Gruppe ist. Sie heifit die
spezielle lineare Gruppe.

D. Was weif} die Zahl det(A) denn nun wirklich?

14.21 Satz:
Fir A € Mat,(K) sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(a) det(A) #0
(b) A ist invertierbar, d.h. A € Mat,(K) ist eine Einheit.

)
)
(c) Die Zeilen von A sind linear unabhéngig.
(d) Die Spalten von A sind linear unabhéngig.
)

(e) Es gilt rang(A) = n.
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Beweis: ,,(c)<(d)“ Folgt aus 7.16.c (Spaltenrang = Zeilenrang).
»(d)<(e)* Ist die Definition von rang(A).

»(a)=(b)“ Bringe A mit elementaren Zeilenumformungen vom Typ E und P in Zeilenstufenform
und erhalte die Matrix D. Es gilt det(D) = £det(A) # 0. Also sind die Hauptdiagonalelemente
von D alle # 0 und D ist invertierbar. Da A sich von D nur um ein Produkt von
Elementarmatrizen unterscheidet, ist auch A invertierbar.

»(b)=(d)* Ist A invertierbar, so ist die beziiglich der Standardbasis assoziierte lineare

Abbildung f4 : K™ — K™ ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Insbesondere gilt
Bild(fa) = K™, d.h. die Spalten von A sind eine Basis des K".

»(d)=-(a)“ Nach Vorraussetzung ist die zu A assoziierte lineare Abbildung f4 : K" — K"

surjektiv. Also ist fa auch bijektiv, d.h. f4 ist ein Isomorphismus und A ist invertierbar. Aus
det(A) - det(A™') = det(AA™') = det(I,) = 1 folgt dann det(A) # 0. qed.

14.22 Satz:
Gegeben sei das LGS:

I b1
(*) A- : = ¢ | mitby,...,b, € Kund A € Mat,(K).

Tn bn

(a) Genau dann besitzt (*) eine Losung, wenn det(A) # 0 gilt.

(b) (Cramersche Regel)

Sei det(A) # 0 und seien sq,...,s, € K" die Spalten von A. Dann ist die eindeutige
Losung von (*) gegeben durch:

1
T = dei(A) det((b, s9,...,5n))
1
Ty = det(A) ~det((s1,b,83...,5n))
T, = ! det((s Sn—1,0))
"7 det(A) bt
by
mit b = :
by,
Beweis:

(a) Gilt det(A) # 0, so ist die Matrix A invertierbar und es gilt:
T b1
= A1, : Also besitzt (*) wie gewiinscht eine eindeutige Losung.

T, b,
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Umgekehrt besitze nun (*) eine eindeutige Losung. Die Losungen eines inhomogenen LGS
sind von der Form

1 Y1 21
— : +
wobei (y1,...,Yy,) eine feste Losung ist und (21, ..., 2,) eine beliebige Losung des

zugehorigen homogenen LGS. Also besitzt auch das homogene LGS
o

A- : = 0 eine eindeutige Losung, ndmlich (0, ... ,0).
T

Somit ist die zu A assoziierte lineare Abbildung f4 : K™ — K" injektiv. Also ist f4 sogar
bijektiv und A invertierbar. Dies liefert det(A) # 0 nach Satz 14.21.

(b) Furid,j € {1,...,n} sei A;; die Matrix

a1 R 1 W | 0 a1,541 - Qip
Qi—11 0 Gi—15-1 0 Qi—1,54+1 *°° Qi—1n
Aij = 0 . 0 1 0 - 0
Qiy11 0 Aig15-1 0 Qir154+41  Qi4in
an1 0 Ann

Indem man in A;; geeignete Vielfache der j-ten Spalte zu den anderen Spalten addiert,
erhdlt man die Matrix (s1,..., 51, €, Sj+1, -, Sn).

Entwickelt man A;; nach der i-ten Zeile, so folgt det(Ay) = (—1)"*/det(Aj;). Seien

21, ..., 2y die Zeilen von A. Es folgt durch Entwicklung nach der k-ten Zeile

21

Zj
det | : = > (=1)"a;;det(A};) = 0y - det(A)

Zi =t

Zn
Insgesamt erhalten wir fir i € {1,...,n}
n 1 n o n 1 .

ij - ——— - det ey 81,0, 8541,y Sp)) = i —1)k*by, - det (A,
j;la] det(A) € <<817 3 Sj—1,9, Sj+1, ) S )) j;l;laj det(A)( ) k € ( k])
= b i (=DF cdet(AL) = S0 ——<by - 0y, - det(A) = b;
= det(A) k];a] (=1) et(A) kzzadet(A) i - du - det(4)

Also ist der gegebene Vektor (z1,...,x,) eine Losung von (*). qed.
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E. Ist das alles nicht viel zu Abstrakt?

Im Gegenteil. Es ist noch nicht abstrakt genug. Wir miissen die Determinante noch auf die
besagten zwei Arten verallgemeinern.

14.23 Satz:

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, seien B, C zwei Basen von V und f: V — V ein
Endomorphismus.

(a) Fiir die Darstellungsmatrizen ME(f) und ME(f) gilt det(ME(f)) = det(ME(f)).

(b) Die Zahl det(f) = det(ME(f)) ist wohldefiniert, d.h. sie hiingt nicht von der Wahl der
Basis B von V ab. Sie heifit die Determinante des Endomorphismus f.

Beweis:

(a) Nach der Basistransformationsformel gilt:
ME(f) =TE - ME(f) - (TE)™

Also folgt: det(MS(f)) = det(TE) - det(ME(f)) - det(TE)~t = det(ME(f)).

(b) Folgt aus (a). qed.

14.24 Definition:

Sei R ein kommutativer Ring mit Einselement und n > 1. Die Abbildung

det : Mat,(R) — R heifit die Determinante iiber R.
(a5) = 2, sign(o) - aroq) -+ Gnotm
oESK

14.25 Satz:
Sei R ein Ring. Dann besitzt die Abbildung det : Mat,,(R) — R die folgenden Eigenschaften:

(a) Sie ist n-multilinear in den Zeilen von A = (a;;).

(b) Sie ist alternierend in den Zeilen von A, d.h. besitzt A zwei gleiche Zeilen, so gilt

det(A) = 0.
(c) Sie ist normiert durch det(I,) = 1.
(d) Sie ist n-multilinear in den Spalten von A.
(e) Sie ist alternierend in den Spalten von A.

Beweis: Dies kann man wie im Fall eines Korpers mit Hilfe der Leibniz-Formel nachrechnen. qged.

14.26 Bemerkung:

Im néchsten Abschnitt benotigen wir diese allgemeine Definition. Wir werden das

charakteristische Polynom eines Endomorphismus als Determinante einer Matrix iiber den Ring
R = K|[x] definieren.
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15 Uber Charakterfragen und innere Werte (Das
Charakteristische Polynom und Eigenwerte)

In diesem Abschnitt sei K ein Korper, V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis
B =A{v,...,u,} und f:V — V ein Endomorphismus mit Darstellungsmatrix
A= ME(f) = (ay)) € Mat,(K).

A. Was sind Eigenwerte und wieso braucht man sie?

15.1 Definition:

Ein Element A\ € K heifit ein Eigenwert der Abbildung f : V' — V| wenn es einen Vektor
v eV \ {0} gibt mit f(v) = M.

15.2 Beispiel:

Die Zahl 0 € K ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn es einen Vektor v € V'\ {0} gibt mit
f(v) = 0. Dies ist genau dann der Fall, wenn Kern(f) # {0} gilt, d.h. wenn f nicht injektiv ist.
15.3 Beispiel:

Die Zahl 1 € K ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn es einen Vektor v € V'\ {0} gibt mit
f(v) = v. Ein solcher Vektor heifit Fixpunkt von f.

15.4 Beispiel:

Die Q-lineare Abbildung f : Q* — Q? mit f(e;) = e und f(ey) = —e; ist die Drehung um 0 um
90°. Der einzige Vektor, der auf ein Vielfaches von sich abgebildet wird, ist v = 0. Also besitzt f
keine Eigenwerte.

15.5 Beispiel:

Die Q-lineare Abbildung f : Q% — Q2 mit f(e;) = ey und f(e3) = e; ist die Spiegelung an der
Geraden G = {(a,a) € Q? | a € Q}. Die Vektoren, die auf ein Vielfaches von sich selbst
abgebildet werden, sind dabei genau die Vektoren in G und die Vektoren in

H = {(a,—a) € Q*| a € Q}. Also besitzt f die Eigenwerte A\ und —\.

15.6 Definition:

Sei A € K ein Eigenwert von f.
(a) Ein Vektor v € V heifit Eigenvektor zum Eigenwert A, wenn gilt: f(v) = Av.

(b) Die Menge Eig(f,A\) ={v €V | f(v) = v} heifit der Eigenraum von f zum Eigenwert .
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15.7 Satz:

Jeder Eigenraum von f ist ein K-Untervektorraum von V.

Beweis: Seien vy, vy € Eig(f,\) und a;,as € K. Dann gilt:
f(alvl + CLQ’UQ) = alf(vl) + CLQf(UQ) = a1>\U1 + ag)\vg = /\(CLl’Ul + (121)2),
d.h. es gilt ajv; + agve € Eig(f, \). qed.

15.8 Beispiel:

Sei f: Q?* — Q? die Abbildung mit f(e;) = e; und f(es) = e; die Spiegelung an der
Winkelhalbierenden G =< e; + e >. Dann gilt Eig(f,1) =< e; + e3 > und
Eig(f,—1) =<e; —ey >.

15.9 Beispiel:

Sei a € [0,27). Die R-lineare Abbildung f : R® — R3 mit Darstellungsmatrix

cos(a) —sin(a) 0
ME(f)=| sin(a) cos(a) 0 | ist die Drehung um die z-Achse um den Winkel c.
0 0 1

Der einzige Eigenwert ist A = 1 und es gilt Eig(f,1) =< e3 >.

15.10 Definition:

(a) Ein Endomorphismus f:V — V heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von V gibt,
so dass ME(f) eine Diagonalmatrix ist.

(b) Eine Matrix A € Mat,(K) heifit diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix
T € GL,(K) gibt, so dass TAT~! eine Diagonalmatrix ist.

15.11 Satz:

(a) Ein Endomorphismus f:V — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn eine (bzw. jede)
seiner Darstellungsmatrizen diagonalisierbar ist.

(b) Ein Endomorphismus f : V — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis von
V' gibt, die aus Eigenvektoren von f besteht.

Beweis:

(a) Folgt sofort aus der Transformationsformel.

(b) ,,=* Sei B ={vy,...,v,} eine Basis von V, so dass
dy 0
ME(f) = mit dy, ...,d, € K gilt. Dann gilt f(v;) =d;-v; firi=1,...,n.
0 d,

Somit besteht die Basis B aus Eigenvektoren von f.



Lineare Algebra und analytische Geometrie I

S. 106

,<=*Sei B={vy,...,v,} eine Basis von V' aus Eigenvektoren von f. Schreibe
f(v;)) =X -v; mit \; € K fiir i =1,...,n (die \; sind dabei nicht notwendigerweise

verschieden). Dann gilt:
A 0
ME(f) = -
0 An

15.12 Bemerkung:

Eigenwerte und Eigenvektoren spielen beim Losen von Differentialgleichungssystemen eine grofle

Rolle. Sei I C R ein offenes Intervall und A = (a;;) € Mat,(R). Gesucht sei der R-Vektorraum

aller Tupel (fi,..., f,) € C*(I,R)", die das folgende Differentialgleichungssystem losen:
N——

Vektorraum aller Funktionen ¢: 71 — R

t = o)
f{ - allfl + ...+ alnfn
() : Wir machen folgenden Losungsansatz:
fr/L = anlfl + ...+ armfn
fi cieM fi ey et
: = : mit ¢q,...,¢,, A € R. Dann gilt : = :
I cpe 1 pYN

Dies bedeutet, dass folgende Gleichung gelten soll:

C1 C1 C1 a1
XeM | = AeM | Somit ist A | =A| : zu 16sen,
Cp, Cn Cn Cn
1
d.h. wir suchen einen Eigenvektor v = : zu einem Eigenwert A von A.
Cn

15.13 Beispiel:
Gesucht seien die Losungen in C*(R,R) des Systems

) fit) = fit) — flt)
L) = 2f(@) + 4fa(t)
Wir suchen also die Eigenwerte und Eigenvektoren von A = ( ; _41 )

Die Eigenwerte sind A\; = 2 und Ay = 3. Dabei gilt Fig(f4,2) =< (1,-1) >
und Eig(fa,3) =< (1,—-2) >.

1 1 2t 3t
Damit sind die Funktionen h = ¢ eM + e = Cl€2t+ 26 3
fa -1 -2 —cre®t — 2cqe

mit c1, ¢y € R Losungen von ().

)
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B. Wie kann man Eigenwerte und Eigenvektoren berechnen?

15.14 Satz:
(a) Seien Aj,...,\, € K paarweise verschiedene Eigenwerte von f und sei v; € V' \ {0} ein
Eigenvektor zu A; fiir i = 1,...,m. Dann ist {vy,...,v,,} linear unabhingig.

m

(b) Die Summe von Untervektorraumen > Eig(f, \;) ist direkt,
i=1

dh firi=1,...,mgilt Eig(f,\;) N> Eig(f,\;) = {0}.
JFi
(Schreibweise: Eig(f, A1) @ ... Eig(f,\n) CV)
Beweis:

(a) Wir schlieBen mit vollstédndiger Induktion nach m.

m = 1: Aus vy # 0 folgt, dass {v;} linear unabhéingig ist.

m > 1: Seien aq,...,a,, € K und ayv; + ...+ a,,v,, = 0. Dann gilt

0= fla1v1 + ...+ apvm) = a1 f(v1) + ...+ anf(Um) = a1 o1 + ...+ G A Un,

und 0=a1 A1 + ...+ G AU,

Daraus folgt: (A — Ap)aivr + ...+ (A1 — M) @m—19m—1 = 0.

Die Induktionsvoraussetzung liefert (A — Ajp)ar = 0,..., (Ap—1 — A1 = 0.

Wegen \; # A\ firi=1,...,m folgt a; = ... = a,,_1 = 0. Nun zeigt a,,v,, = 0, dass auch
ay = 0 gilt.

(b) Ergibt sich wie folgt aus (a):
Angenommen, es existiert ein Vektor v # 0 mit v € Eig(f, \;) und v € Y Eig(f, \;).
J#i
Schreibe v =vy + ...+ 0; + ... + v, mit v; € Eig(f, \;).
Nun liefert v — vy — ... — v, = 0 einen Widerspruch zu (a). qed.

15.15 Satz:

Sei A € K ein Eigenvektor von f. Dann gilt:

Eig(f,\) = Kern(f — X -idy).

Beweis: Fiir v € V gilt v € Fig(f, \) genau dann, wenn f(v) = Av ist, also (f — \idy)(v) =0
erfiillt ist. Dies ist somit dquivalent mit v € Kern(f — Aidy ). qed.

15.16 Definition:
Sei A = (a;;) € Mat,(K) und sei = eine Unbestimmte. Dann gilt:

a;p — T a2 ce Q1n
21 Qg2 — T
A—z-1,= € Mat, (K|[z]).
anfl,n
Gn1 e Apn—-1 Qpn — T

Das Polynom x(x) = det(A — x1I,,) heifit das charakteristische Polynom der Matrix A.
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15.17 Beispiel:

Fiir die Matrix A = ( (1] [1) ) € Maty(Q) gilt:
XA(x)zdet( v ) =% - 1.

1 -z
15.18 Satz:

Seien B, C zwei Basen von V. Dann gilt:
XMB () (x) = x ME(f) (x). Dieses Polynom heifit das charakteristische Polynom von f und wird mit

Xf(z) bezeichnet. Es gilt also x¢(z) = det(f — x - idy).

Beweis: Nach der Transformationsformel gilt ME (f) = TE - ME(f) - T§. Also folgt:

o (@) — det(VE() — oL,) — det(T2 - ME(S)- T — T2 -2 - T5)

— det(TE(ME(f) — 2L)TG) = det(TE) - det(ME(f) — w1,) - det(TE)™ = xasz(p) () qed.

15.19 Beispiel:
(a) Ist f:R? — R? die Spiegelung an der Winkelhalbierenden G =< e; + €5 >, so gilt

01>)

xf(z) = 2% — 1 (vgl. Beispiel 15.17 und verwende ME(f) = < Lo

(b) Ist g : R* — R? die Drehung um 0 um einen Winkel a € [0, 2), so gilt:

ME() = ( E?ZEZi ZZZS) ) Dann folgt:

cos(a) —x  —sin(w)

Xq(T) = det ( ) = (cos(a) — z)? + sin*(«a)

= cos?(a) — 2cos(a)x + % + sin?(a) = 2% — 2cos(a)x + 1
(Beachte: Die Diskriminante ist 4cos?(a) — 4 < 0)

sin(a)  cos(a) — x

15.20 Satz:

Eine Zahl A € K ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn x(z) = 0 gilt, d.h. wenn X eine
Nullstelle des charakteristischen Polynoms von f ist.

Beweis: Genau dann ist A ein Eigenwert, wenn Fig(f, \) = Kern(f — Aidy) gilt. Dies ist genau
dann der Fall, wenn f — Aidy nicht injektiv ist, also wenn y¢(x) = det(f — Xidy) = 0 gilt.  qed.

15.21 Bemerkung:

Ein Polynom f € K[z]\ K braucht keine Nullstellen zu haben. Z.B. besitzt das Polynom

2% 4+ a € R[z] keine Nullstellen. Uber dem Kérper C besitzt jedes Polynom f € Clz] \ C eine
Darstellung f = c¢(x —ay) - -+ (x — a,,) mit ¢,a4,...,a, € C

(,Fundamentalsatz der Algebra“ 7 Analysis, Funktionentheorie).
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15.22 Beispiel:

(a) Im Beispiel 15.19.a gilt x; = (x + 1)(z — 1). D.h. die Spiegelung an der Geraden
G =< ey + ey > besitzt die Eigenwerte A =1 und A = —1.

(b) Im Beispiel 15.19.b besitzt die Drehung um O um den Winkel v € [0, 27) das
charakteristische Polynom x, = 2% — 2cos(a)z + 1. Dieses Polynom besitzt nur im Fall
cos(a) = £1 eine Nullstelle. Somit besitzt g fiir o ¢ {0, 7} keine Eigenwerte.

Fiir a = 0 ist A = 1 der einzige Eigenwert von g.
Fiir « = w ist A = —1 der einzige Eigenwert von g.

15.23 Satz:

Sei x s das charakteristische Polynom von f.

(a) Der Leitkoeffizient von xy ist (—1)" und es gilt deg(xs) = n. Somit hat y; die Gestalt
xf(x) = (=1)"a" 4+ cpor2™ '+ ...+ 1w+ ¢o mit ¢, ..., 001 € K.

(b) Es gilt x¢(0) = co = det(f).
Beweis:

(a) Sei A = (a;;) € Mat,(K) die Darstellungsmatrix von f. Dann gilt:

11 —T aiz - Q1n
21
Xf() = det
a’nl PR PR ann — x

= (a1 —x) - - - (@py — )+ [Terme niedrigeren Grades] = (—x)"+ [Terme niedrigeren Grades].

(b) Es gilt x¢(0) = det(a;j) = det(f). qed.

15.24 Bemerkung:

Schreibe x;(z) = (—=1)"2" 4+ ¢,—12" ' + ... + 12 + ¢o mit ¢y, ..., ¢,—1 € K. Dann heifit der
Koeffizient tr(f) = (—1)""'¢,_; die Spur von f (engl. ,trace®). Sie hiingt nicht von der Wahl der

Darstellungsmatrix von f ab. Ist A = (a;;) eine Darstellungsmatrix von f, so gilt
tr(f) =ai1+ ...+ Qun.
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16 Wenn jeder Vektor eine Menge ist
(Restklassenvektorriume)

Im Folgenden sei K ein Korper, V' ein (endlich-dimensionaler) K-Vektorraum und U C V' ein
K-Untervektorraum.

16.1 Definition:

Fiir jeden Vektor v € V heifit v+ U = {v + u | u € U} eine Nebenklasse von U und V. Jedes
Element von v + U heifit ein Représentant dieser Nebenklasse.

16.2 Beispiel:
Sei K = R und V = R? die Zeichenebene.

Y
I
" Sei U C R eine Gerade durch O.
Dann sind die Nebenklassen von U
grade die Parallelen zu U.
W
3 M

16.3 Satz: (Gleichheit von Nebenklassen)
(a) Fir v,0 € V gilt v+ U =0+ U genau dann, wenn v — v € U erfiillt ist.

(b) Definiert man auf V' eine Relation ~ durch v ~ o < v — 0 € U, so ist ~ eine
Aquivalenzrelation auf V' (d.h. ~ ist reflexiv, symmetrisch und transitiv).

Beweis:
(a) ,=“ Selen v, 0 mit v+ U =0+ U. Wegen v =v + 0 € 0+ U gibt es ein 4 € U, mit
v =170+ u. Dann folgt v — v =u € U.

,<="“Seiv—v=ue€U. Dann folgt v=0v+u € v+ U. Fiir jedes u € U ergibt sich
v+u=0+u+u€U,alsov+U C 0+ U. Andererseits gilt auch v =v —u € v+ U. Fiir
jedes u € U erhalten wir somit v +a=v—-—u+u € v+ U, alsov+ U C v+ U. Insgesamt
haben wir v + U = v 4+ U gezeigt.

(b) reflexiv: v+ U =v+U
symmetrisch: Aus v+ U =0+ U folgt v+ U =v+ U
transitiv: Aus v+ U =0+ U und v' + U =0v" + U folgt v+ U =0" + U. qed.
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16.4 Definition:

Sei V/U ={v+ U | v € V} die Menge aller Nebenklassen von U in V' (sprich ,V modulo U*).
Wir definieren eine Addition + :V/U xV/U — V/U und eine skalare Multiplikation
(v+Uv+U) — v+0+U

CKxVIU — VU
(a,v+U) — av+U
Dann heifit (V/U, +,-) der Restklassenvektorraum (oder Quotientenraum oder Faktorraum) von
V modulo U.

16.5 Satz:
(a) Die Abbildungen + : V/U x V/U — V/U und - : K x V/U — V/U sind wohldefiniert.

(b) (V/U,+,-) ist ein K-Vektorraum.

Beweis:

(a) Seien v, 0 € Vund w,w e Wmit v+ U =w+U und 0+ U =w + U.
Danngilt v —w=uveUundv—-—w=ueU.
Somit folgt (v+7) —(w+w)=(v—w)+ (0 —w) =u+ue€U.
Dies zeigt v+ 0+ U =w+w + U.
Ferner gilt: av — aw = a(v — w) = au € U und somit
av+U)=av+U=aw+U =a(w+U).

b) Nachrechnen. qed.
(

16.6 Beispiel:

Sei I C R ein Intervall und Z(I) = {f : I — R| f ist differenzierbar} (z.B. beziiglich des
Riemann- oder des Lebesque-Integrals). Dann ist .Z(I) ein R-Vektorraum.
Die Menge A (I) ={f € ZL(I) | [ |f(x)|dz = 0} ist ein R-Untervektorraum von .£ (1), denn

aus [|f(x)|dx:0 undlf|g(x)|d;7:() folgt
If!f(l‘) +9(x)[de < }f(lf(l’)| +lg(@)])dz = [ |f ()| dz + }f l9(x)] dx =0,
also ]f|f(x)+g(x)|dx:0.

Der Restklassenvektorraum L(I) = Z(I) \ A (I) besteht aus den Klassen von ,fast iiberall
gleichen® Funktionen und spielt in der Analysis eine groie Rolle.

16.7 Satz:
Ist V' endlich-dimensional, so gilt dimy(V/U) = dimg (V) — dimg(U).
Beweis: Sei {uq,...,u;} eine Basis von U. Ergénze sie zu einer Basis {vq,...,v} von V. Es

geniigt zu zeigen, dass {vy + U,...,v; + U} eine Basis von V/U ist.

Erzeugendensystem: Sei v + U € V/U. Schreibe v = aquy + ... + aguy + byvg + ... + by,
mit a;,b; € K. Dann gilt u; + U = 0+ U und folglich

v+ U=a(u1 +U)+ ... +ap(ug +U) + by(vs + U) + ...+ b(v, + U).
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Lineare Unabhdingigkeit: Seien ay,...,aq; € K mit a1(vy +U) + ... + a;(v; + U) = 0. Dann folgt
(a1 + ...+ aqv) +U =0, also ajv; + ...+ au € U.

Schreibe ajv1 + ... + aquy = byuy + ... + bpug mit by, ..., b, € K.

Aus ayvy + ... +aqup —buy — ... —bgup, =0folgt oy =...=aq;=0und by = ... = b, = 0. qed.

16.8 Satz: (Der kanonische Epimorphismus)

(a) Die Abbildung ¢:V — V/U ist K-linear und surjektiv. Sie heifit der

v = v+U
kanonische Epimorphismus von V' nach V/U.

(b) (Universelle Eigenschaft von V/U)

Ist W ein weiterer K-Vektorraum und f: V' — W eine K-lineare Abbildung mit
U C Kern(f) (d.h. mit f(U) = 0), so gibt es eine eindeutig bestimmte K-lineare
Abbildung f: V/U — W mit f = foe.

Skizze:

v W

%

="
"

Wil :

Beweis:

(a) K-Linearitit: e(v+0) =v+0+U=(w+U)+ (0+U) =¢(v) +£(0)
glav) =av+U =a(v+U) =a-e(v)

Surjektivitat: Klar.

(b) Vgl. Ubungen. qed.
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Kapitel V: Und zum Schluss der Patherschuss

17 Das Spiel mit den Pfeilen (Exakte Sequenzen)

Sei K ein Korper und seien U, V, W K-Vektorraume sowie g : U — V und f : V — W lineare
Abbildungen.

17.1 Definition:

(a) Die Sequenz U % V L W heiBt eine exakte Sequenz, wenn gilt: Bild(g) = Kern(f).

fi_ | fi .
(b) Ein (lingere) Sequenz ... — V;_; = V; LN Vis1 = Visg — ... von Vektorrdumen V; und

linearen Abbildungen f; : V; — Vj4; heifit lange exakte Sequenz, wenn sie an jeder Stelle
exakt ist, d.h. fiir alle j gilt Bild(f;) = Kern(f+1).

17.2 Beispiele:

(a) Sei U C V ein K-Untervektorraum und i : U — V die Inklusionsabbildung. Dann ist die
Sequenz 0 — U = V exakt.

(b) Eine Sequenz 0 — V/ L W ist exakt, wenn f injektiv ist.
(c) Eine Sequenz V LW —0ist exakt, wenn f surjektiv ist.
(d) Eine Sequenz 0 — V/ LW —0ist exakt, wenn f bijektiv ist.

(e) Sei U CV ein K-Untervektorraum und ¢:V — V/U der kanonische
v — v+U=7

Epimorphismus. Dann ist die Sequenz V' = V/U — 0 exakt.

17.3 Satz:

Sei f:V — W eine K-lineare Abbildung. Dann hat man eine exakte Vierersequenz

0 — Kern(f) Lviws W/Bild(f) — 0, wobei i die kanonische Inklusion und e der
kanonische Epimorphismus ist.

Beweis:
o Exaktheit bei Kern(f): i ist injektiv.
o FEzaktheit bei V: Bild(i) = Kern(f)
e Ezaktheit bei W: Bild(f) = Kern(e)
e FExaktheit bei W/Bild(f): € ist surjektiv. qed.

In der Situation des Satzes heifit W/Bild(f) auch der Kokern von f und wird mit Kokern(f)
bezeichnet.
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17.4 Satz:

Sei U C V ein K-Untervektorraum. Dann hat man eine exakte Dreiersequenz oder

kurze exakte Sequenz 0 — U Lvs V/U — 0, wobei i die kanonische Inklusion und e der
kanonische Epimorphismus ist.

Beweis:
o Fxaktheit bei U: 1 ist injektiv.
e FEzaktheit bei V: Bild(i) = U = Kern(e)

e FExaktheit bei V/U: € ist surjektiv. qed.

17.5 Bemerkung:

(a) Eine lange exakte Sequenz

f'_ fi f'-l-
'\I.I'ri_*] M II'l.l'r * Wis bl ¥ "'n"ri+2

v
NN
Kemn(f;)  Kern(fj.q)=Bild(f;) Bild(fi.1 )=Kem(f.,)

NN

kann man in kurze exakte Sequenzen 0 — Kern(f;) — V; LN Bild(f;) — 0 aufbrechen.

0 0

(b) Kurze exakte Sequenzen 0 — U; — V; — W; — 0 mit U;;; = W, kann man wieder zu einer
langen exakten Sequenz zusammenfiigen:

TS R A

NN N

Ui=W-1 Uis1=W;

/ \u u/ \ﬂ

0

17.6 Satz: (Eulersche Gleichung)

Sei0 — V) LER Vs LN Va— ... fn%l V, — 0 eine lange exakte Sequenz endlich dimensionaler
K-Vektorraume und linearer Abbildungen.
Dann gilt dimg (V1) — dimg(Va) + — ...+ (=1)"tdimg(V,) =0
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Beweis: Wir schlielen mit vollstdndiger Induktion nach n.
n=1.0—V; — 0 bedeutet V; =0
n=2.0—V LN Vo — 0 bedeutet, dass f; ein Isomorphismus ist, also dimg (Vi) = dimg(V3)

n=30—-WV, LN Vs LEN V3 — 0 exakt bedeutet:

Vi = Bild(f1) = Kern(fs) und V3 = V5 /Kern(fs) nach dem Homomorphiesatz. Also folgt:

dimg (V3) = dimg (V3) — dimg (Kern(fy)) = dimg (Va) — dimg (V7).

n > 3: Wir spalten die Sequenz auf in

0= Vi — Voo ... — Viio — Bild(fa_s) — 0 und 0 — Kern(fu_,) — Vi1 "5 Vi — 0
—_———
Kern(fn-1)

Nach Induktionsvoraussetzung gilt:

dimg (V1) — dimg (Vo) + — ...+ (=1)"3dimg (V,_2) + (—=1)"2dim (Bild(f,_2)) = 0 und

dim (Bild(fn,—2)) = dimg(Kern(fn-1)) = dimg(V,—1) — dimg(V,,). Es folgt:

dlm}((‘/l) — dlmK(‘/Q) +—...+ (—1)”’3dz’mK(Vn_2) + (—1)"’2dimK(Vn_1) + (_1)n71dme<Vn) =0

ged.

17.7 Satz: (Fiinfer Lemma)
Seien V;, W; Vektorrdume. Das Diagramm

= = eq 24
!"l":1 ? 1'l.l'r2 » V3 * 1"-"r4 > 1".""5

% |, % |fa % [fa % |fs

W W W W
) 292%93 ‘g, 5

habe exakte Sequenzen und sei kommutativ. Dann gilt:
(a) Sind f, fy injektiv und f; surjektiv, so ist f3 injektiv.
(b) Sind fs, f4 surjektiv und f5 injektiv, so ist f3 surjektiv.
(c) Sind fi, fa, fa, f5 bijektiv, so ist auch f3 bijektiv.
Beweis:
(a) Beweis mit Diagrammjagd:

Sei v € V3 mit f3(vsz) = 0. Aus g3(f3(v3)) = 0 folgt fi(es(vs)) = 0.

Also ist e3(v3) € Kern(fy) = {0}, d.h. eg(v3) = 0. Da die erste Zeile bei V3 exakt ist, folgt,
dass es ein vy € V3 gibt mit v = eg(v2). Aus f3(ez(v2)) = 0 folgt ga(fa(ve)) = 0.

Fiir das Element wy = fo(ve) € Kern(gs) folgt, dass es ein wy € Wy gibt, mit g;(w;) = ws.
Da f; surjektiv ist, gibt es ein v; € V} mit fi(v1) = w;. Also folgt

wy = g1(fi(v1)) = fa(er(v1)). Weil sowohl fo(e1(v1)) = wy und fo(ve) = we gilt und weil fo
injektiv ist, folgt vo = €1 (vq).

Nun gilt Bild(e;) C Kern(eg), also wy = e3(v2) = ea(eq(vy)) = 0.

(b) Analog mit Diagrammjagd, vgl. Ubungen.
(c) Folgt aus (a) und (b). qed.
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18 Alles umdrehen, bitte! (Duale Vektorrdume)

Ziel: Betrachte Vektorrdume, deren Elemente lineare Funktionen sind!
Im Folgenden sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.

18.1 Definition:
(a) Eine K-lineare Abbildung [ : V' — K heifit eine Linearform auf V.

(b) Die Menge aller Linearformen auf V ist ein K-Vektorraum V* = Homg(V, K) und heifit
der duale Vektorraum von V.

18.2 Bemerkung:

Ist [ : V — K eine Linearform mit [ # 0, so gilt Bild(l) = K, d.h. [ ist surjektiv und
dimg (Kern(f)) = dimg (V) — 1.

18.3 Satz:

Sei B ={v1,...,v,} eine Basis von V. Fiir i = 1,...,n betrachte die K-lineare Abbildung

vV — K (Firv=auv +...+ a,v, gilt somit v/ (v) = a;). Dann ist {v],..., v} eine
vj = 0

Basis vom dualen Vektorraum und sie heifit die duale Basis zu B.

Beweis: Erzeugendensystem: Sei l : V — K eine Linearform. Fiir i = 1,... n setze

a; = l(v;) € K. Die Linearform a,vf + ... + a,v} erfiillt

(a1v + ...+ a,vl)(v;) = avf(v;) + ...+ apvi(v;) = a; = (v;) fiir i = 1,...,n. Da l und

a1v] + ...+ a,v;, auf einer Basis dieselben Werte annehmen, folgt | = a;v] + ... 4+ a,v,.

Lineare Unabhingigkeit: Sei aq, . ..,a, € K mit ajv; + ...+ a0 =0. Firi=1,...,n folgt

(a1vf + ...+ a,v)) (v;) = a;. qed.

18.4 Korollar:

Zu jeder Basis B = {vy,...,v,} von V gibt es einen Isomorphismus ¢p:V — V*
v U

(Beachte: Dieser Isomorphismus ist nicht kanonisch, d.h. er héingt von der Wahl der Basis B ab!)

18.5 Definition:

Seien V, W zwei K-Vektorraume und sei f : V' — W eine K-lineare Abbildung.

(a) Fir jede Linearform [ : W — K ist f*(I) =1lo f : V — K eine Linearform auf V.
Skizze:

Ve W
fxmﬂ ” /
K

(b) Die K-lineare Abbildung f*: W* — V* heifit die zu f duale Abbildung.
Il — lof
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18.6 Satz:

Sei f:V — W eine K-lineare Abbildung, sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V' und
C = {wy,...,wy,} eine Basis von W. Dann gilt: MS. (f*) = (ME(f))".

Beweis: Sei ME(f) = (aij) € Maty,,(K), d.h. firi=1,...,n gilt f(v;) = ajwy + ... + Gpnjwpn,.
Somit folgt a;; = w;(f(v;)) = f*(w))(v;).

Sei MS:(f*) = (bi;) € Mat,, m(K). Dann gilt f*(w}) = byv; + ...+ byv}; fir i = 1,...,m. Also
erglbt sich bjz‘ = (blﬂ)f + ...+ bniU;)(Uj) = f* (w;‘)(v]) = (wj @) f)(Uj) = Q5.

Dies bedeutet (b;;) = (bj;)" = (aij)™. qed.

18.7 Korollar:

Es gilt rang(f*) = rang(f).
Beweis: Es gilt rang(f*) = dimy (Bild(f*)) = Spaltenrang(M§. (f*))

= Spaltenrang(ME(f)'") = Zeilenrang(ME(f)) = Spaltenrang(ME(f)) = rang(f). qed.
18.8 Satz:

Sei U & V - W eine exakte Sequenz von K-Vektorraumen, d.h. Bild(g) = Kern(f). Dann ist

auch die duale Sequenz W* 5 v+ & U* eine exakte Sequenz.

Beweis: ,, Bild(f*) C Kern(g*)“ Sei v* € V* mit v* = f*(w*), d.h. es gelte:

v W
v*=f*{w*‘\‘ Yo /ﬂ-f*
K
Nun bilden wir v* = g*(v*) und erhalten:
g f

Fiir alle u € U folgt u*(u) = w* o fog)(u) = 12(,.2) w*(0) = 0.

w*(
Wegen Bild(g) C Kern(f) ist fg =0
L Kern(g*) C Bild(f*)* Sei v* € V* mit g*(v*) = 0. Skizze:

V——W

Die Vorraussetzung bedeutet v* o g = 0 und Kern(f) = Bild(g) C Kern(v*).
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Nach der universellen Eigenschaft des Restklassen Vektorraums erhalten wir:

&

V— K
& u:"lll:l ;*
ViKern(f)

Ferner gilt:
.F

V——W

Ny,

ViKern(f)

£

wobei f injektiv ist.
Sei W = Bild(f) = Bild(f). Erginze eine Basis {uy, ..., )} von W zu einer Basis
{ay, ... 0, w1, ..., w} von W. Die Abbildung f : V/Kern(f) — W ist ein Isomorphismus.
Definiere nun w*: W — W
w; = v ()
w; +— 0
Zu zeigen: f*(w*) = v*, also w* o f =v*. Seiv € V.
Schreibe f(U) = a Wy + ...+ apwWy + bywy + ... + bjw; mit Qj, bj e K.
Dann gilt w*(f(v)) = a1w* (1) + . .. + apw* () = arv* f (W) + . .. + apo* [~ (i) = 07 (e(v)),
denn e(v) = a1 f~H(w1) + ... + apf~H (W), denn f(v) = f(e(v)) = a1y + ... + apwy und b; =0
fir j=1,...,1, da f(v) € w € Bild(f) gilt.
Insgesamt erhalten wir f*(w*) = v*, also v* € Bild(f*). qed.

18.9 Beispiel:

Sei K = R und V = R? die Zeichenebene. Wir verwenden die Basis E = {ej, €5} und die duale
Basis {e},e5} € V™.

(a) Fiir (a,b) € R? gilt e5((a,b)) = ef(ae; + bez) = a. Also ist e} : R* — R die Projektion auf
die x-Achse.
Skizze:

(a,h)

LVl L,
|

(b) Ebenso zeigt e3((a,b)) = b, dass e} : R* — R die Projektion auf die y-Achse ist.
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(c) Sein nun | = i€} + cael € V* gegeben, wobei ¢ + ¢3 = 1 gelte. Fiir (a,b) € R? gilt dann
I((a,b)) = (c1e] + co€3)(aey + beg) = crei(aey + bey) + cael(aer + bes) = cra + cob.
Insbesondere folgt I((a,b)) = 0 < (a,b) € G = {(z,y) € R? | c1x + oy = 0}.

Skizze:

Ist (a,b) ¢ G, so schreibe
(a,b) = A1, ¢2) + plez, —cr)
mit A\, p € R.

Es folgt:

l((a;0)) = Al((c1, €2)) + pl((c2, —¢1))
=MNA+3)=\

Also ist [ die Projektion auf G* lings G.
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Hallo liebe Mitstudenten!

Fehler beim Abtippen der Vorlesungsmitschrift lassen sich natiirlich nicht grundsétzlich
vermeiden. Solltet ihr Fehler finden so teilt mir diese doch bitte mit (sowohl Rechtschreibfehler
als auch inhaltliche Fehler, wie z.B. falsche Indizes 0.4.). Am besten immer mit Seitenzahl und
Nummer des entsprechenden Satzes/Korollars/... unter der Emailadresse:

patrick.vorderstemann@uni-dortmund.de

Mit freundlichen Griifien,
Patrick



