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Definition 2.2.1
Sei P = K|x1,...,z,]-Polynomring, o-Termordnung auf T" < eq,... e, >. Sei
g1y---,9s € PP\ {0} und G ={g1,..., 95}

a) Sei my,my € P", t € Supp(my) mit £ =t - LT,(g;), t € T" existieren, so dass

LC,(my) ,
———~tg; 11 : = my — ctg;
o) g; (allgemein : my = my — ctg;)

Mo = My —
und t =t - LT,(g;) ¢ Supp(ms).
Dann sagt man, dass m; reduzierbar zu ms in einem Schritt mit benutzung der
Ersetzungsregeln, die durch g; definiert ist (oder anders: m; reduzierbar zu msy
in einem Schritt durch g;). Wir schreiben m; 2%, ms. Der Durchgang von m; zu
ms heiit Reduktionschritt.
Bsp.mi=2% gi=ay—x—y+3
my =my—ctg; = 1?y—yg = 2’y —z(ry—r—y+3) = 22y — 2>y + 2’ +ay+3x =
2% + xy + 3x. Also: my L e
b) Das transitive Abschluss von Relationen 2, L5 heiBt Ersetzungsrelati-
on, die durch G definiert ist und bezeichnet als 9, Anders gesagt fir my, msy €
P schreiben wir my 9, ms genau dann, wenn die Indizes i, ...,4, € {1,...,s}

o . gi1 it
und Elemente my, ..., m; € P existieren, so dass m; = my — - -+ — mj = mq

c) Element m; € P3 mit der Eigenschaft, dass es kein i € {1,...,s} und kein

ms € P"\ {m;} existiert, so dass my 25 My, heiBt irreduzibel bzgl £,

d) Aquivalente Relation, difinierte durch 9, begeichnet man als <.

Satz 2.2.2. Eigenschaften von Ersetzungsrelationen.

Sei gi,...,9s € PP\ {0} und G ={g1,...,9s}

a) Wenn my, my € P" erfiillt my £, my und ms C, my, dann my = ms.

b) Wenn my, ms € P7 erfiillt my £, mo und t € T, dann haben wir tm;, £, tme
c) Jede Kette m; C, Mo . mit mi,ma, -+ € P" wird schlifflich stationér.
d) Wenn my, my € P" erfiillt my -2 my fiir i € {1,...,s} und ms € P, dann
existiert Element my € P", so dass m; + mg <, my und meo + ms G, my.

e) Wenn my, mg, ms, my € P" erfiillt m, ALSIN mo und ms AN my, dann hat man
mq + ms <i>m2+m4.

f) Wenn my,my € P" erfillt my £, mo und wenn f € P, dann hat man
fmy FLCIN fma.

g) Fiir m € P" hat man m <0 genau dann wenn m €< ¢gy,...,gs >.

. . a
h) Fiir my, mgy € P" haben wir m; «—— my genau dann wenn
m; —me €< g1,...,0s >.



Beweis:
a) Um a) zu zeigen, betrachten wir die Kette von Reduktionschritten: my =
9gi1 / gi2 git
my == mj —— -0 == my = my, so dass iy,...,% € {1,...,s} und mj = my
fir ein j € {1,...,t —1}. (m] = my — c1t1g;1, d.h. es fallt der Term in mq: t; =
t1LT,(g:1) weg). Sei tey, der grofite reduzierter Term, d.h. tey = max,{t1,s,... }.
Es gilt entweder te, € Supp(m;) oder te, € Supp(t;g;) \ {LT,(t:g:)}

1. Fall:
ter, € Supp(tigs) \ {LT,(tigi)} = ter <o, LT,(tig;) = tL1,(g;) - aber das ist
Wiederspruch zur Maximalitédt von tey,.

2.Fall:
ter, € Supp(my). Dieser Term wird reduziert, d.h. er kommt nicht mehr vor. Das
kann nicht sein, auler wenn jeder Schritt eine triviale Reduktion ist.

b) Behauptung b) gilt, da die in jedem Reduktionschritt gilt. my 5 my, d.h.
my = my — ctg (reduziert der Term tLT,(g)) = tmy = tm, — cttg (reduziert der
Term ttLT,(g) und #tLT,(g) ¢ Supp(tms))

¢) Nehmen wir an, es existiert i1, 49, --- € {1,...,s} und my, msy,--- € P", so dass
wir die Reduktionskette haben: m; N Mo LN ms--- g m; S, Mjy1 — ...
die nicht stationér ist. Sei ¢; der maximale Term in Supp(m;), der spéter reduziert
wird. Dann gilt: t; >, t5 >, t3.... Da wir hier Wohlordnung haben, wird diese

Kette nach Satz 1.4.19(18) schlillich stationér.

d) Sei ce K,t € T" und i € {1,...,s} so, dass mg = my — ctg; und tLT,(g;) &
Supp(ms). Offenbar kann man annehmen, dass ¢ # 0. Sei ¢-Koeffizient von
tLT,(g;) in m3 und wir unterscheiden 2 Félle: wenn ¢ = —c¢ dann haben wir
my + ms = mg + ms + ctg; = my + m3 — 'tg;. Da Koeffizient von tLT,(g;) in
mg+ms—ctg; verschwindet, bekommt man mso+mg 2 my +mgs und wir konnen
wahlen my = my + ms.

Wenn ¢ # —¢, dann definieren wir my als my = my +ms — (¢ + d)tg; = ma +
ms — c'tg; und bekommen Behauptung, weil der Koeffizient von tLT,(g;) in my
verschwindet.

Weiter, e) folgt aus d) und f) folgt aus b) und e) wenn man f als Summe von
Monomen darstellt. Da h) folgt sofort aus e) und g), bleibt es noch zu zeigen g).

2 : 7
G gi1 gi2 gik
m««——0,dh.m —m;——mo+— - =S my =0
my = m—citign
— ' = m = mi+catiga
mp = Mgy — Catagso

= Mo — Calagin + C1t19i1

= Mk Fcitigin — Cotagin -+ - £ CrtrGin

-

=0 €<Gi1y--3gik >



= me<gi,-.-.,0ik >
77¢77
m = fig1 + -+ fegs mit f1,..., fs € P. Z.z. ist: m << 0.
Wenn f;g; L0V gilt, dann folgt mit e) m <.

a
Z.z.: figi<—0
Z.7.: g; %5 0 Trivial: g 250(0=g—g)

O

Leider es ist noch nicht klar, wie kénnen wir Teil g) benutzen um zu priifen,

ob unsere Element m € P" zu Untermodul gehort. Wir wissen die Reihenfolge
von Reduktionschritten in m <<~ 0 nicht. Anders gesagt, wenn wir nur die Re-
duktionschritte m = myg AN my NN benutzen, dann konnen wir auf

irreduzible Element bzgl. Y, aufstoBen. Nichste Beispiel zeigt das.

Beispiel 2.2.3

Sein=3, r=1, G={g1,90}, G =23—1Ts, Go=x1To— T3.

Sei 0 - Termordnung DegRevLex.

Dann ist Polynom f = 22z, — x123 in Ideal (g1, g2), da f = x1go. Aber wenn wir
Reduktionschritt f - 23 — 2,23 benutzen, bekommen wir irreduzibles Element
bzgl. G,

Es ist auch wichtig zu sagen, dass wenn ¢ nicht Termordnung ist, dann kann die
Voraussetzung c) von Satz 2.2.2 verletzt sein.

Beispiel 2.2.4.

Sein=2 r=1 G ={9}, ¢g=x— 2y und 0 =RevLex. Dann wird die

Kette © - 2y -2 zy? -2 ... nicht stationdr.

Satz 2.2.5
Sei g1,...9s € PP\{0}, G=A{q1,...,9:t und M =< ¢1,...,9; >C P". Dann
sind &qivalent:

C1) Fiir Element m € P" haben wir m —, 0 denau dann wenn m € M.
C2) Wenn m € M irreduzibel bzgl. i, dann haben wir m = 0.

C3) Fiir jedes Element m; € P" gibt es genau ein msy € P", so dass my <, ma

und my irreduzibel bzgl. <,

. G G ..
C4) Wenn mq,ms, mg € P erfiillt m; — ms und m; —— mg, dann existiert

G G . o
Element my € P", so dass my — my und mg — my. (Relation mit dieser
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Eigenschaft heifit Konfluent)

Beweis:

Fiir Beweis von C1)=-C2) beachten wir, dass wenn m € M, dann C1) impliziert
m -5 0. Dann, wenn m-irreduzibel und m <, 0, dann ist es nur moglich, wenn
das die triviale Reduktion ist = m = 0.

Weiter zeigen wir, dass C2) impliziert C3). Nach Satz 2.2.2.c existiert Element
my € PT-irreduzibel bzgl. =R und erfillt my =R msy. Jetzt zur Eindeutigkeit.
Angennomen m), € P" ein anderes Element mit dieser Eigenschaft, d.h. m, <,

G / _ k r l ~ 7
me und m; — mj. D.h. my = my — ijl cjtjgij und mh = my — ijl itigij.

= my—mly = (m1—Y ¢ .. )—(m=Y ) == 5 eitigi+ Y Eitigi €
M Weiter, Element mq—m, ist irreduzibel bzgl. i, da keine Terme in Supp(ms)U
Supp(mj) vielfaches von LT,(¢1),...,LT,(gs). Nach C2) bekommen wir my =
mlh.

C3)=—C4)

Nach Satz 2.2.2.c existieren Elemente m/}, m4 € P die irreduzibel bzgl. <, sind
und die erfiillen ms c, mb bzw. mg c, my. Aus my =R mh, mo -, m4 und
C3)bekommen wir m, = mj. Die Behauptung folgt dann fiir my = mb = mj
C4)=-C1)

7.7:meP:m-50smeM

" —s" m -5 0, d.h. insbesondere m <2 0 =—>(nach Satz 2.2.2.g) m € M.
"= e M = (2.2.2.8)m <2 0. Z.Z.: m —< 0.

G G G G
m=m; —my—myy — - —my =0

-~

G
myy1—0
Also hat man: m;q %, 0 und myiq £, my. Nach C4) gilt:

my Y0 = my <, Loy %, 0. Man sieht, dass die Behauptung folgt nach
Induktion.

Lemma 2.2.6

Sei ¢1,...9s € PP\ {0},G = {g1,...,9s} und M =< gy,...,gs >. Nehmen wir
an, dass Element m € M \ {0} elfullt m 0.

a) Es existieren Index a € {1,...,s} und Term ¢t € T" so, dass LT,(m) =
tLT,(ga)-

b) Durch Zusammenfassung allen Reduktionsschritten in m <, 0, bekommen
wir fi,..., fI € P, so dass m — fg:((gma))tga = > 7, flg; und so dass LT,(m) >,
LT,(flg)) firi=1,...,s mit f/g; # 0.

c) Wenn wir setzen f; = f/ firi € {1,...,s}\{a} und f, = f. + fg:((;z))t, dann




bekommen wir Element m = "7 | fig; mit LTo(m) = max,{LT,(fig;), 1 €
{17'”78}7figi 7&0}

Beweis:
Die Behauptung a) folgt sofort aus der Tatsache, dass LT, (m) in einem Redukti-
onsschritt eliminiert wird. Jetzt zu b). Sei mq,...,m; € P" so, dass my; = m,m; =

0 und fiir alle¢ =1, ...,¢—1 haben wir m; <, m;y1 in einem Reduktionsschritt.
Nach a), existiert Reduktionsschritt, der LT von m reduziert. Dieses Schritt ist
eindeutig, weil LT,(m) durch kleinere Terme ersetzt wird.

Sei l € {1,...,t — 1}, so dass my 1 = m; — fg:((;z)) icca"((gzlg " =
-1

m— (g —mupy = 3,2 (mi —mig) + 221 (mi —mag) hat die Form Y7, gjg:.
Hier die Polynome f/ bekommen wir durch Zusammenfassung von Elementen ct,
die in zwei Summen erscheinen, wobei jede m; —mz + 1 von der Form m; —m,; | =
ctgg firein ce K, teT*und f€{1,...,s}.

Wir haben im Schritt m; 4 c, my LT,(m) eliminiert. Dieses Schritt ist nicht
mehr in unsere Summe, d.h. LT,(m) >, LT,(f;g;). SchliBlich sehen wir, dass c)
sofort aus b) folgt.

tgo. Dann m —

Beispiel 2.2.7

Sei gy = 2> —wy, go =2y —x—2, g3 = vy + xz - Polynome in Q[z,y, 2]
G ={g1,92,93}, o =DegLex. Reduzieren x> bzgl. .

3 Lﬁygﬁ—i—xz nyquz 250

Weiter, wenn wir Reduktionsschritte zusammenfassen, dann bekommen wir 23 —
g1 = xgs + g1 + g3. Laut ¢) kann man schreiben ® = (x + 1)g; + zg2 + gs.
Leider es kann so passieren: (Lemma braucht m <, 0):

23 I a2y I o P ey oy 2 gz + a4 2 - irreduzibel bzgl. —%s,

Satz 2.11 (Spezielle erzeugung von Untermodule

Sei M C P", P-Untermodul, und g¢;,...,9s € P"\ {0}. Dann sind folgende
Aussagen #dquivalent:

Al) Fir jedes Element m € M \ {0} existieren fi,...,fs € P, so dass m =
Soiy figi und LT,(m) >, LT,(fg;) fiir alle i = 1...s mit f;g; # 0.

A2) Fir jedes Element m € M \ {0} existieren fi,...,fs € P, so dass m =
Sy figi und LT, (m) = max,{LT,(fig;)|i € {1,...,s}, figi # 0}

Beweis: Aussage A2) impliziert Al).

" >"1in A2) folgt sofort aus Al).” <” in A2) folgt aus dem Satz 1.5.3 a).

Satz 2.2.8

Sei g1,...,9s € PP\ {0}, G={q,...,9sy und M =< ¢,...,gs >. Dann sind
die Aussagen Al), A2) aus dem Satz 2.11 dquivalent den Aussagen C1), C2), C3)
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und C4) aus dem Satz 2.2.5.
Beweis: A2)=-C2) (durch Wiederschpruch)

Wir nehmen an, dass Element m € M \ {0} existiert, m-irreduziebel bzgl. <,
Nach Aussage A2) m kann man schreiben als m = "> | fig;, so dass fi,..., fs €
P und LT,(m) = max{LT,(fig:)|i € {1,...,s}, figi # 0}. Sei tLT,(g;)-der Term,
LC5(m)
LCs(g:)
und m’ # m (wir haben hier LT, (m) eliminiert, aber wir haben angennomen, dass

m-irreduzibel = Wiederschpruch).
Schlillich C1)=-A2) folgt direkt aus Lemma 2.2.6.

tg; erfiillt m Y

der dieses Maximum erreicht. Dann Element m’ = m —



