Lineare Algebra und analytische Geometrie 11

.1

Kapitel VI: So einfach wie moglich, aber nicht einfacher
(Normalformen von Endomorphismen)

0 Wiederholung einiger Grundbegriffe der linearen
Algebra I

0.1 Definition:

Ein Korper K ist eine Menge zusammen mit zwei Verkniipfungen +, -, so dass gilt:

(a) (K,+) ist eine kommutative Gruppe, d.h.

1.) Es gilt das Assoziativgesetz (a +b) + ¢ =a+ (b+ ¢)

2.) Es gibt ein neutrales Element 0 € K mit a +0=0+a=a

3.) Es gibt inverse Elemente —a € K mit a + (—a) = (—a) +a =0
4.) Es gilt das Kommutativgesetz a +b=0b+a

(b) (K \ {0},-) ist eine kommutative Gruppe (neutrales Element 1 € K, inverses Element
aleK)

(c) Es gelten die Distributivgesetze:

1) a-(b+c)=ab+ ac
2) (a+b)-c=ac+bec

0.2 Beispiele: (fiir Korper)
(a) Q, der Korper der rationalen Zahlen
(b) R, der Korper der reellen Zahlen

(¢) C, der Korper der komplexen Zahlen

(d) F,, endlicher Koérper mit p Elementen (p Primzahl). F, = Z/pZ

Im Folgenden sei K ein Korper.

0.3 Definition:

Ein K-Vektorraum V ist eine Menge mit einer Verkniipfung + : V' x V' — V und einer
Abbildung - : K x V' — V (,skalare Multiplikation®), so dass gilt:

(a) (V,+) ist eine kommutative Gruppe (neutrales Element 0)
(b) Es gilt das Assoziativgesetz a - (b-v) = (a-b)-v
(c) Es gelten die Distributivgesetze:

1) (a+b)-v=av+bv
2.) a-(v+w)=av+aw

(d) Es gilt die Treue: 1-v =wv
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0.4 Beispiele: (fiir Vektorrdume)

(a) K™ = Menge der n-Tupel mit Eintrdgen aus K (mit komponentenweiser Addition und
skalarer Multiplikation)

(b) K[z] = Menge der Polynome in einer Unbestimmten = mit Koeffizienten aus K
K|[z|<, = Menge der Polynome vom Grad (kleiner gleich) n
(¢) Mat,,,(K) = Menge der m x n-Matrizen iiber K

Im Folgenden sei V' ein K-Vektorraum.

0.5 Definition:

(a) Eine Menge E C V heifit ein Erzeugendensystem von V', wenn es fiir jeden Vektor v € V
endlich viele Vektoren wy,...,w, € F und Zahlen ay,...,a, € K gibt mit
V=a1wy, + ...+ a,w,.

(b) Eine Menge E C V heift linear unabhéngig, wenn fir wy,...,w, € F und a4,...,a, € K
aus a,wi + ... + a,w, = 0 folgt, dass a; = ... = a,, = 0 sein muss.

(c) Eine Menge E' C V heifit eine Basis von V', wenn sie ein Erzeugendensystem von V' und
linear unabhéngig ist.

0.6 Satz:

Ist V' endlich erzeugt, so besitzt V' eine Basis. Je zwei Basen haben gleich viele Elemente. Diese
Elementezahl heiit die Dimension von V' und wird mit dimg (V') bezeichnet.

0.7 Beispiele: (fiir Basen und Dimensionen)

(a) Der K-Vektorraum K" erfillt dimg(K"™) = n. Eine Basis von K™ ist z.B. die
Standardbasis F = {ej,...,e,} mit ¢; = (0,...,0, 1 ,0,...,0).
~
i-te Stelle

(b) Der K-Vektorraum K|z] besitzt die Basis {1,z,z?,...}. Der K-Vektorraum K|[z]<, erfiillt
dimy (K|[z]<,) = n + 1 und besitzt z.B. die Basis {1, x, 22, ..., 2"}.

(¢) Der K-Vektorraum Mat,, ,(K) erfiillt dimg(Mat,, ,,(K)) = m -n und besitzt z.B. die
Basis £ ={A4;; |1 <i<m,1<j<n}mit

j-te Spalte

Aij = S i-te Zeile

0.8 Definition:

Seien V., W zwei K-Vektorraume.

(a) Eine Abbildung f : V — W heifit K-lineare Abbildung oder ein Homomorphismus von
Vektorraumen, wenn gilt: f(ayv1 + agva) = ayf(v1) + aof(v2) fiir aj,as € K und vy,v9 € V.

(b) Eine K-lineare Abbildung f:V — V heifit ein Endomorphismus von V.
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0.9 Satz:
Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B = {vy,...,v,} und W ein
endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis C' = {wy, ..., w,}.

Ferner sei f : V — W eine K-lineare Abbildung.

(a) Man kann der Abbildung f wie folgt eine Darstellungsmatrix ME(f) € Mat,, ,(K)
zuordnen. Fiir j =1,...,n schreibe f(v;) = aj;wi + ...+ Gpjwy,. Dann setze die Tupel
(aj, ..., any;) in die Spalten einer Matrix, d.h. setze ME(f) = (a;;).

(b) Umgekehrt kann man jeder Matrix A = (a;;) € Mat,, ,(K) eine lineare Abbildung
fa:V — W zuordnen, indem man f, durch

C1
n

falcror + .o cuun) = D cifa(vy) = D0 ¢ > ajjw; = (wr, ... wy) - A- | definiert.
=1 i1

J=1

0.10 Beispiele: (fiir lineare Abbildungen)
(a) Die Nullabbildung f:V — W mit f(v) =0 fiir alle v € V.

(b) Die Identitdt / identische Abbildung idy : V. — V

v — v

(c) Drehung um 0 € R? um den Winkel « € [0, 27):

cos(a) —sin(a)

¢ : R? — R? mit der Matrix Mg(p) = < ) beziiglich F = {ey, e5}.

sin(a)  cos(a)
Skizze:

(-5in,cos)
C03,8in)

i 5

A
i ? X
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(d) Spiegelung an einer Geraden G =R - (cos(§), sin(%)) in R

cos(a)  sin(a) )

sin(a) —cos(«)

Y : R? — R? mit der Matrix Mg(¢)) = (

Skizze:

cosio),sinfoe))

(cos(3).sin(3))

3 X

(sirfo),-cosln))

(e) Ist V = U; @& U, die direkte Summe zweier Untervektorraume Uy, Us, so heift

pry V. — U die Projektion von V' auf U; langs Us.
v o= oy fur v = u; + U
1 -0 - 0
Beziiglich geeigneter Basen gilt ME (pry,) = .o :
0 - 1 --- 0
Man kann pry, auch als Endomorphismus ¢:V — V auffassen. In diesem Fall

v — pry, (v)
gilt &2 = .

0.11 Definition:

(a) Zwei Matrizen A, B € Mat,, ,(K) heiflen dquivalent, wenn es Matrizen S € GL,,(K) und
T € GL,(K) gibt mit A= SBT.

(b) Zwei Matrizen A, B € Mat,(K) heien &hnlich, wenn es eine Matrix 7' € G L, (K) gibt mit
A=TBT™ !

0.12 Satz:

(a) Zwei Matrizen A, B € Mat,, ,(K) sind &dquivalent, wenn sie dieselbe lineare Abbildung
f: K™ — K™ beziiglich verschiedener Basen By, By von K™ und C7,Cs von K"
repriasentieren, d.h. wenn gilt A = Mg; (f) und B = ]\48;1 (f).

(b) Zwei Matrizen A, B € Mat,(K) sind dhnlich, wenn sie denselben Endomorphismus
f 'V — V beziiglich zwei verschiedener Basen C',Cy von V représentieren, d.h. wenn gilt
A= Mcl (f) und B = Mcz(f)

Dies folgt aus der Transformationsformel.
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0.13 Definition:
Sei A = (a;;) € Mat,(K). Dann heifit die Zahl

det(A) = Z sign(o) - a1,5(1) - A2,6(2) * * * An,o(n)

oESy

die Determinante von A.

0.14 Satz: (Rechenregeln fiir die Determinante)

(a) det ist linear in den Zeilen und Spalten von A.
(b

det ist alternierend in den Zeilen und Spalten von A.

(d) Es gilt der Determinantenmultiplikationssatz:
det(AB) = det(A) - det(B)

(e) Es gilt det(A) # 0 < fa ist bijektiv < A ist invertierbar

)
(¢) Man kann det(A) durch Entwicklung nach einer Zeile oder Spalte berechnen.
)
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19 Aufgerdumte Matrizen oder so dhnlich
(Diagonalisierbarkeit)

A. Wiederholung: Eine Basis aus Eigenvektoren

Im Folgenden sei K ein Korper, V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis
B ={vy,...,v,} und f:V — V ein Endomorphismus.
19.1 Definition:

(a) Ein Element A € K heiit Eigenwert von f, wenn es einen Vektor v € V '\ {0} gibt mit
f(v) = .

(b) Ist A € K ein Eigenwert von f und v € V mit f(v) = Av, so heifit v ein Eigenvektor von f

zum Eigenwert \.

(c) Sei A € K ein Eigenwert von f. Die Menge aller Eigenvektoren von f zum Eigenwert A

bildet einen K-Untervektorraum von V. Er heifit der Eigenraum von f zum Eigenwert A

und wird mit Fig(f, A) bezeichnet.

19.2 Beispiele: (fiir Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenriume)
(a) Eig(f,1) ={v e V| f(v) = v} ist die Menge der Fixpunkte von f.
(b) Eig(f,0) = {v e V| f(v) = 0} = Kern(f) ist der Kern von f.
(c) Sei K =R, V =R?und f: R? — R? die Drehung um 0 um den Winkel « € [0, 27). Es
gelte also My (f) = ( cos(a)  —sin(a)

sin(a)  cos(a)

Fir a ¢ {0, 7} besitzt f dann keine Eigenwerte.
Fir =0 gilt f = idy und Fig(f,1) =V.
Fir = 7 gilt f = —idy und Eig(f,—1) =V.

(d) Sei K =R, V =R? und f: R? — R? die Spiegelung an der Geraden
G =R (cos(%),sin(%)). Es gelte also ME(f) = c?s(a) sin(a)
sin(a) —cos(a)
Dann besitzt f die Eigenwerte A =1 und A = —1.

Es gilt Eig(f,1) =R - (cos(5),sin(5)) =: R -v; und

Big(f,~1) = R- (~sin(4),cos(3)) = R - vy
Die Vektoren vy, v bilden eine Basis von R? aus Eigenvektoren.

19.3 Definition:

(a) Der Endomorpismus f : V' — V heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von V' gibt, so

dass ME(f) eine Diagonalmatrix ist.

(b) Eine Matrix A € Mat,(K) heiit diagonalisierbar, wenn f4 : K" — K™ diagonalisierbar ist,

d.h. wenn es eine Matrix T' € GL,(K) gibt, so dass TAT ™! eine Diagonalmatrix ist.
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19.4 Satz:

Ein Endomorphismus f : V — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine Basis B von V'
gibt, die aus Eigenvektoren von f besteht.
(In diesem Fall ist ME(f) eine Diagonalmatrix.)

19.5 Definition:

(a) Sei A € Mat,(K). Das Polynom xa(x) = det(A — x - I,,) € K|x] heifit das
charakteristische Polynom von A.

(b) Das charakteristische Polynom von f:V — V ist wie folgt definiert:
Wiéihle eine Basis B von V' und setze x¢(z) = xyz(p(2) € Klz].

(Nach der Transformationsformel und dem Determinantenmultiplikationssatz héngt x r(x)
nicht von der Wahl der Basis B ab.)

19.6 Satz: (Berechnung von Eigenwerten und Eigenrdumen)
(a) Eine Zahl A € K ist genau dann ein Eigenwert von f, wenn sie eine Nullstelle von x () ist.

(b) Ist A € K ein Eigenwert von f, so gilt Fig(f,\) = Kern(f — X -idy)

(Insbesondere kann man dann Eig(f, ) als Losungsmenge eines LGS berechnen.)

19.7 Beispiele:
(a) Sei K =R, V =R? und f: R? — R? die Drehung um 0 um den Winkel « € [0, 27).
cos(a) —sin(a) )

Dann gilt Mg (f) = ( sin(a)  cos(a)

und y;(z) = det ( cos(a) —x  —sin(a) )

sin(a)  cos(a) — x
= cos*(a) — 2cos(a)x + 2% + sin®*(a) = 2% — 2cos(a) + 1

Die Diskriminante der quadratischen Gleichung x? — 2cos(a) + 1 = 0 ist 4cos?(a) — 4 < 0.
Also besitzt f nur Eigenwerte fiir v € {0, 7} (siehe Beispiel 19.2).

—b+ Vb? — 4dac
2a

(a2 + bz +c=0= 1)y = = Diskriminante: b* — 4ac)

(b) Sei nun g : R* — R? die Spiegelung an der Geraden G =R - (cos($), sin($)). Dann gilt

cos(a) — x sin(a)

sin(a)  —cos(a) —x

Xg(2) = det <

=22—1=(z—-1(x+1)

> = —cos*(a) + 1? — sin*()

Also besitzt g die Eigenwerte A = 1 und A = —1. Fiir die zugehorigen Eigenrdume erhélt

manausdenLGSMf(g)-(i):(;)bZW,Mg(g).<;C>:_<z>

die in Beispiel 19.2.d angegebenen Losungen.
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B. Wie kann man die Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus testen?

19.8 Bemerkung:

Aus Satz 19.4 und Satz 19.6 ergibt sich ein Verfahren, wie man die Diagonalisierbarkeit von f
testen kann. Wir verwenden dazu auch Satz 15.14:

Sind Aq,..., A\, € K die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f, so ist
Eig(f,\)® ... ® Eig(f, \,) eine direkte Summe von Untervektorrdumen.

Um f auf Diagonalisierbarkeit zu testen, verfahre also wie folgt:
(a) Berechne yf(x) und finde die Nullstellen Ay, ..., \,, € K dieses Polynoms.
(b) Furi=1,...,m berechne Fig(f, \;) = Kern(f — X; - idy).

(c) Fiige die Basen der Eigenrdume Fig(f, \;) zusammen und priife, ob die Vereinigung eine
Basis von V' darstellt.

Das Problem ist allerdings, dass nicht klar ist wie man Schritt (a) durchfiihren soll.

19.9 Definition:

Schreibe xy(x) = (=1)™(x — ) -+ - (x — Ap)*™ - p(x), wobei Ay, ..., A\, € K die paarweise
verschiedenen Eigenwerte von f sind und p(z) € K[z] keine Nullstellen hat. Dann heifit p; > 1
die Vielfachheit oder Multiplizitit des Eigenwerts \; fiir ¢ =1,...,m.

19.10 Satz:

Zerlege das charakteristische Polynom von f wie in Definition 19.9, d.h. schreibe

Xf(x) = (=1)™(x — Ap)" - (x — Ap) - p(z) mit g; > 1 und p(z) € K[z] ohne Nullstellen und
AL,y Am € K paarweise verschieden. Fir i = 1,... m gilt dann 1 < dimg(f, \;) < p.
Beweis: Da Aq,..., A\, € K die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f sind, gilt

Eig(f,A\i) # 0 und somit dimg(Fig(f, A\;)) > 1. Sei nun {vy, ..., v} eine Basis von Eig(f, \;).
Ergénze sie zu einer Basis B = {vy,...,vs,wq,...,w;} von V. Dann gilt:

Ai

ME(f) = N * | und somit xf(z) =det(ME(f) —x - 1,) = (N — )% - xa(z)

0 A
Also ist die Vielfachheit p; der Nullstelle A; von x¢(x) mindestens s = dimg(Eig(f, \;)).  qed.
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19.11 Satz: (1. Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit)
Fiir einen Endomorphismus f : V' — V sind die folgenden Bedingung dquivalent:
(a) f ist diagonalisierbar.
(b) Es gibt n linear unabhéngige Eigenwerte von f.

(¢) Sind Aq,..., A\, € K die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f, so gilt
dimg (Eig(f,\1)) + ...+ dimg(Eig(f, \n)) = dimg (V) = n.

(d) xy(x) zerféllt in Linearfaktoren, d.h. es gilt x¢(x) = (—=1)"(z — A\)"* - - - (z — Ap)™ mit
ALy -y Am € K paarweise verschieden und fiir i = 1,...,m gilt dimg(Eig(f, i) = -

Beweis: ,,(a)<(b)“ Vgl. Satz 15.11.b

»(b)<(c)* Nach Satz 15.14.b ist U = Fig(f,\) & ... @ Eig(f, \m) eine direkte Summe.
Also gilt dimg (U) = dimg (Eig(f,\1)) + ...+ dimg(f, \n)).

Die Bedingung (b) ist dquivalent mit U =V, also mit dimg(U) = dimg (V)

und dies ist gerade die Bedingung (c).

»(c)e(d)“ Folgt aus Satz 19.10:

In der Ungleichungskette dimg (Fig(f,\)) + ... +dimg(f,\n)) < pa, - i <10

gilt genau dann Gleichheit, wenn fiir i = 1, ..., m gilt:

dimg (Eig(f,\;)) = p; und wenn in der Darstellung

Xr(@) = (=1)"(c = A\)* -+ (x — Ap)Pmp(x) gilt p(z) =1 qed.

19.12 Korollar:

Besitzt f n paarweise verschiedene Eigenwerte, so ist f diagonalisierbar.

Beweis: Wegen dim g (Eig(f, A;)) > 1 gilt Gleichheit in
n < dimg(Eig(f,\)) + ... +dimg(Eig(f,\n)) < p1 + ... + fn- qed.

19.13 Beispiel:
Betrachte die Q-lineare Abbildung f : Q% — Q3 mit Matrix

00 —2
Me(f)=11 2 1

1 0 3
- 0 -2
1.) Es gilt xs(zx) =det | 1 2—2 1 =2-2) [(—2)(3—12)+2]
1 0 3—x
=2-2)2*-32+2)=2—-2)(z—1)(x—-2) = (=1 —1)(z — 2)
2.) Es gilt: Eig(f,1) = Q- (-2,1,1)

)
Also ist p; = 1, us = 2 und f ist diagonalisierbar und V' = FEig(f,1) & Eig(f,2).
In der Basis B = {(—2,1,1),(—1,0,1),(0,1,0)} von Q? gilt:

MB(f) =

o O =
S NN O
N O O
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20 Ein kleines Polynom mit groflen Kenntnissen (Das
Minimalpolynom)

Im Folgenden sei K ein Korper, V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B = {vy,...,v,}
und f : V — V ein Endomorphismus mit Darstellungsmatrix Mg(f) € Mat, (K).

A. Wie man einen Endomorphismus in ein Polynom einsetzt

20.1 Bemerkung:

Sei p € K|[z] ein Polynom, A € Mat,,(K) und f € Endg(V).
Schreibe p = ¢, + c1x + ... + cpx® mit ¢; € K. Was bedeutet p(f) bzw. p(A)?

(a) Man kann A% A3 ... € Mat,(K) berechnen. Damit berechnet man ¢; A® fiir ¢ > 1.
(Man multipliziert A mit ¢; € K, indem man alle Eintridge von A mit ¢; multipliziert.)
Nun bildet man p(A) = cx AX + ...+ c1 A + col,y,.

Die Abbildung s: K[z] — Mat,,(K) ist K-linear und ein Homomorphismus
p — p(4)
von Ringen, d.h.
L) s(p1+p2) = (p1 + p2)(A) = p1(A) + p2(A) = s(p1) + s(p2)
2.) s(ep) = (ep)(A) =c-p(A) =c-s(p) firce K
3.) s(p1-p2) = (p1-p2)(A) = pi(A) - p2(A) = s(p1) - s(p2)

Sie heifit der Substitutionshomomorphismus oder der Einsetzungshomomorphismus von A
in Polynome aus Klz].

(b) Auch f2, f3,... sind Endomorphismen von V. Dann kann man ¢; f* € Endg (V') bilden.
Also folgt p(f) = cuff+ ... +c1f +¢o-idy € Endg(V)
Die Darstellungsmatrix von p(f) ist p(Mg(f)).

Die Abbildung o : K[z] — Endg(V) ist K-linear und ein Ringhomomorphismus.

p = p(f)
Sie heifit der Substitutionshomomorphismus von f in Polynome aus K|z].

20.2 Beispiel:

Sei f: R3 — R? die Drehung um den Winkel o = g = 60° um die z-Achse. Es gilt:

1 _¥B
) 2
Me(f)=| ¥ 1 0 |=4
0 0 1
-1 0 0 1 00 000
(a) Firp=a+1giltpA) =B+ L= 0 -1 0]|+[o0o10|=]000
0 0 1 0 01 0 0 2

(b) Fiir ¢ =25 — 1 gilt ¢(f) = f® — idy = idy —idy =0 und q(A) = A® — I3 = 0.
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20.3 Satz:
Sei A € Mat,(K) und f € Endg(V).
(a) Die Menge Kern(s) = {p € K|z] | p(A) = 0} ist ein Ideal von K[z, d.h.
1.) Kern(s) ist ein K-Untervektorraum von Klz].
2.) K[z|- Kern(s) C Kern(s).
(b) Die Menge Kern(c) = {p € K[z| | p(f) = 0} ist ein Ideal von K|z].
Beweis:

a) Sei p1,ps € Kern(s) und ¢q, ¢y € K. Dann gilt:

(a) 8
(c1p1 + c2p2)(A) = c1p1(A) + capa(A) = 0. Fiir ¢ € K|[z] gilt:
(gp1)(A) = q(A)p1(A) = q(A) - 0 =0, also g - p € Kern(s).

(b) Analog zu (a). qed.

20.4 Definition:

(a) Sei I = Kern(o) = {p € K[z] | p(f) = 0}. Dann ist I ein Hauptideal von K[z], d.h. es gibt
ein piy € Kz| mit I =< pg >= K[z| - piy.
Das Polynom s ist dabei eindeutig bestimmt, wenn man festlegt, dass es normiert sein
soll, das heiit, dass fiir den Gradkoeffizienten LC'(uy) = 1 gelten soll.
Das Polynom 5 heifit das Minimalpolynom von f.

(b) Entsprechend heifit das normierte Polynom p4 € K[z] mit Kern(s) =< pa > das
Minimalpolynom von A.

20.5 Beispiele:

0 --- 0
(a) Sei A= : : | € Mat,(K) die Nullmatrix. Dann gilt us = .
0o - 0
010 0 01 000
(b) Sei A= 0 0 1 | € Matz(K). Berechne A>=| 0 0 0 |und A= 0 0 0
000 000 000

Also gilt 22 €< g >.
Wegen A # 0 und A% # 0 folgt pa = 23,

(c¢) Fir A= 1, gilt u;, =« — 1.
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(d) Sei f:R3>— R3 die Spiegelung an der Ebene E : z = 2.

Skizze:
b

Es gilt f? = idgs, also 22 — 1 €< py >

E
= ur€{l,z—1,z+1,22 -1}

v v
Wegen f # +idgs folgt uy = 2% — 1.

z

20.6 Satz:
Fiir die Matrix A = Mp(f) € Mat,(K) gilt pa = py.

Beweis: Fiir jedes Polynom p € K|[z] ist p(A) die Darstellungsmatrix von p(f) beziiglich der
Basis B. Genau dann gilt p(f) = 0, wenn p(A) = 0 gilt.
Dies zeigt Kern(s) = Kern(o) und somit piq = jiy. qed.

20.7 Satz: (Berechnung des Minimalpolynoms)
Sei A € Mat,(K). Betrachte die folgenden Schritte:

(a) Ist A =0, so gibt u4 = x aus und stoppe.
Andernfalls setze i = 0.

(b) Erhohe i um eins und berechne I,,, A%, A ... A

(c) Priife, ob es c,,...,c;.1 € K gibt mit ¢ol, + c;A+ ... + ¢ A7+ AP = 0.
(Betrachte hierzu A’ als sehr lange Zeile und reduziere mit dem Gauf-Verfahren.)

(d) Gibt es in (c) solche Zahlen cg, ..., c;_1 € K, so gib
Ua=c+cxr+...+ ci_la:i_l + 2% aus und stoppe.
Andernfalls fahre mit (b) fort.

Dies ist ein Algorithmus, der das Minimalpolynom g4 von A berechnet.

Beweis: Endlichkeit: Folgt daraus, dass A%, A, ..., A" auf jeden Fall linear abhingig sind.

Korrektheit: Folgt aus der Definition von pi4:
Als Erzeugendes des Hauptideals {p € K[z]| | p(A) = 0} ist u4 das normierte Polynom kleinsten
Grades mit p4(A) = 0. qed.
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20.8 Beispiel:

10 1
SeiA=| 01 2 | e Mats(Q)
00 —1

(a) 1#0
(b) I,,, A sind schon berechnet.
(¢) I3 und A sind linear unabhéngig.

1 00
b i=24=|010
0 0 1
I3 100 01O0O0O0 1
(c) Betrachte: A 10101200 -1
A? 10001 00O00O0 1
und erhalte A2 — I3 =0,co = —1,¢; = 0.

(d) Gib ps = 2% — 1 aus und stoppe.

B. Was haben x s und gy miteinander zu tun?

20.9 Definition:

Ein K-Untervektorraum U C V heifit f-invariant, wenn f(U) C U gilt.

20.10 Satz:

Sei U C V ein f-invarianter K-Untervektorraum und sei f |y: U — U.

(a) Die Abbildung f induziert einen Endomorphismus f:V/U — V/U

v+U — f(v)+U

(b) Es gilt xr = Xy - X7-
Beweis:

(a) Sei v1,v9 € V mit v; + U = vy + U. Dann gilt v; — vy € U, also
fv1) = f(v2) = f(v1 —v2) €U. B
Hieraus folgt f(v1) + U = f(v2) + U. D.h. f ist wohldefiniert.
Die K-linearitéat von f ist klar.

(b) Wéhle eine Basis {uy,...,u} von U.
Ergénze sie zu einer Basis {uy,...,u;, wy,...,wy,} von V.
Firi=1,...,0 schreibe f(u;) = ayuqs + ...+ ayw mit aj; € K.
Fiir i = 1,...,m schreibe f(w;) = byyus + ...+ byug + ... + cywy + ...

mit bj;, cj; € K. Die Menge {wy, ..., Wy} mit w; = w; + U ist eine Basis von V/U.

Es gilt f(w;) = c,w1 + . .. + Coni Wi
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Insgesamt ist A = (a;;) € Mat;(K) die Matrix von f |y beziiglich der Basis {uy, ...

und C = (¢;;) € Mat,,(K) die Matrix von f beziiglich der Basis {wr, ..., W, }.
Die Matrix von f beziiglich der Basis {u1, ..., u, wy, ..., wy} ist

A B
M = ( 0 C > mit B = (b;;). Also folgt:

A—LU[[ B

= det
Xy() 6( 0 C— ol

20.11 Theorem: (Der Satz von Cayley-Hamilton)

Es gilt x/(f) = 0.
Beweis: Sei xf(z) =co+ 1z + ...+ c,2" mit ¢; € K.

,Ul}

) = det(A — 1)) - det(C — 1) = Xy, (z) - x7(z)  qed.

Fir g = xs(f) =co-idy +c1f + ... 4 ¢, f" miissen wir also g = 0 beweisen. Sei v € V' \ {0}.

1. Schritt: Konstruiere einen f-invarianten K-Untervektorraum U C V' wie folgt:
Sei uy = v,uy = f(u1) = f(v),us = f(uz) = f%(v),.... Dann sei 1 <[ < n mit

U1 €< uq,...,u; >. Wahle die kleinste solche Zahl [ und schreibe
Uj+1 = AUy + ..ot ayy mit U; € K.
Setze U =< uq,...,u; >. Dies ist ein f-invarianter K-Untervektorraum, denn

flu)) =wp €U firi=1,...,1 —1und f(w) = w1 =au; + ...+ qqu € U.

2. Schritt: Zeige (X7, )(f |u)(v) = 0.
Die Matrix von f |y: U — U beziiglich der Basis {uy,...,u} ist

0 0 0 ay
10
1
e 0
0
Do .0
00 - 0 1 g
Dann folgt xy, (z) = xa(z) = (—1)!a! — qz!™ — ... — asz — a4]
= (=1 () (f [0) () = (f' —arf™h = ... = a1)(v)
= —QU; — GoUy — ... — aquu + Uiy = 0

3. Schritt: Zeige g(v) = (x7)(f)(v) = 0.
Nach Satz 20.10 gilt x;(f) = x7(f) - X1, (f) und somit

9(v) = (xp)(f)(0) = O () (1o (f o) (v) = (ep(f))(0) =0

20.12 Korollar:

Das Polynom x; ist ein Vielfaches von fiy.

Beweis: Nach dem Theorem gilt x; € {p € K[z] | p(f) = 0} und p; erzeugt dieses Ideal.

20.13 Beispiel:
(a) Fir f =idy gilt xs(z) = (1 —2)" und pp(z) =2 — 1.

(b) Fir f =0 gilt xf(z) = (=1)"2™ und p(x) = .

qed.

qed.
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(c) Fiir die Spiegelung f : R? — R? an der x-Achse gilt:

1 0

ME(f): (O 1

)a denn f(el) =€ und f(62) = —€y,

also xp(x) = (1 —xz)(-1—2) =2 — 1 und py = 2® — 1, denn py | x;.

In der Tat gilt Mg(f)* = (1) (1) ) und Mg(f)? — I, = 0.

Insgesamt sechen wir also, dass iy ein echter oder unechter Teiler von ¢ sein kann.

20.14 Satz:

Die Nullstellen von p; sind genau die Nullstellen von x¢, also genau die Eigenwerte von f.
(Aber in s konnen die Linearfaktoren (z — ;) eine hohere Vielfachheit haben.)

Beweis: Nach Korollar 20.12 ist jede Nullstelle von ps auch Nullstelle von x ;. Wir miissen also
noch zeigen, dass jede Nullstelle A von x, also jeder Eigenwert A von f, auch Nullstelle von p
ist.

Sei v € V'\ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert A. Schreibe

py=co+cax+ ...+ gzt mit ¢; € K. Dann gilt:

0=pi(f)w)=(co+erf+...+afH(v) =co+ e hv+ e v+ ...+ Al

= pr(N) N Wegen v # 0 folgt y1r(A\) = 0. qed.

~——
ek eV\{0}

C. Was weifl das Minimalpolynom denn nun wirklich?

20.15 Theorem: (2. Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit)

Ein Endomorphismus f : V' — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn sy ein Produkt
paarweise verschiedener Linearfaktoren ist.

In diesem Fall gilt iy = (2 — A1) -+ (z — Ay), wobei {A1,..., A\, } genau die (paarweise
verschiedenen) Eigenwerte von f sind.

Beweis: ,,= Sei f diagonalisierbar.

Nach der 1. Charakterisierung der Diagonalisierbarkeit gilt x; = (—1)"(z — A\)** - - - (z — A\,
wobei {A1,..., A\, } die verschiedenen Eigenwerte sind. Es geniigt zu zeigen, dass

(f = A1-ddy) -+ (f = A - idy) = 0 gilt. (Dann folgt, dass puy das Produkt (z — A1) -+ (z — Ap)
teilt. Nach Satz 20.14 ist uf gleich diesem Produkt.)

Wiihle eine Basis B von V' bestehend aus Eigenvektoren von f und erhalte:

A

At

Am

— ——
11 Spalten L Spalten
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Die Elemente auf der Hauptdiagonalen von (A — A\1,,) - -+ (A — A\, 1) sind
(A — A1) - (N — A) = 0. Also folgt (A — A1) -+ (A— A\pnl,) = 0 und somit
(f =Ai-idy) - (f = Am - idy) = 0.

L= Seinun pyr = (z —N) - (x — A\n), wobei {Aq,..., A\, } nach Satz 20.14 genau die
verschiedenen Eigenwerte von f sind.

Zwischenbehauptung: V = Kern(f — Ay -idy) @& Bild(f — A, - idy)

Beweis: Teile (x — Ag) - -+ (z — Ay,) mit Rest durch (x — A\;) und erhalte
(x—X3) - (x—Ap) =q-(x— A1) +r mit r € K. Wegen \; # A\; fiir ¢ # 1 ist r # 0.
Fiir v € V folat 1V = (f — Ao idy) -+ (f — A - i) (0) — g(F)(f — Mo - idy) ()
Hierbei gilt (f — Ay -idy)[(f — Ao - idy) — (f — A - i) (0)] = (s (F)) (1) = 0

Dies zeigt (f — Ay -idy) -+ (f — Am - idy ) (v) € Kern(f — Ay - idy). Ferner gilt:
q(f)(f = A -idy)(v) = (f = M -idy)(q(f)(v) € Bild(f — Ay - idy).

Insgesamt folgt r-v € Kern(f — A1 - idy) + Bild(f — A1 - idy), also

V =Kern(f — A\ -idy) + Bild(f — A\ -idy).

Aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen folgt:

dimg (V) = dimg(Kern(f — A\ -idy)) + dimg(Bild(f — Ay - idy)) und somit

dimg (Kern(f — A\ -idy)) N Bild(f — Ay -idy)) = 0. Dies zeigt die Zwischenbehauptung,.

Nun zeigen wir die Behauptung, dass f diagonalisierbar ist, mit vollstéandiger Induktion nach
dimg (V) = n.

n=1: ps(x—X) = f =X\ -idy ist offensichtlich diagonalisierbar.

n — n+ 1: Da A ein Eigenwert von f ist, gilt dimg(Kern(f — A1 -idy)) > 1, also

dimg (Bild(f — A1 - idy)) < n nach der Zwischenbehauptung,.

Betrachte den Untervektorraum U = Bild(f — Ay - idy ). Jedes u € U ist vo der Form

u= f(w)— A -w fiir ein w € V. Dann gilt f(a) = f(f(w)) — A\ f(w) = (f — A1 -idy)(f(w)) € U.
Daher ist U ein f-invarianter Untervektorraum.

Aus xy), | xs folgt, dass x|, in Linearfaktoren zerfallt und somit zerfallt auch jig, in
Linearfaktoren. Es gilt auch g, | g, d.h. g, zerfillt in paarweise verschiedene Linearfaktoren.
Nun kénnen wir die Induktionsvoraussetzung auf die Abbildung f |: U — U anwenden und
erhalten, dass f | diagonalisierbar ist.

Wiéhle eine Basis {uy,...,u;} von U bestehend aus Eigenvektoren von f.

Nach der Zwischenbehauptung gibt es eine Basis {wy,...,w;} von

Kern(f — A\ -idy) = Eig(f, \1), so dass {uy,...,u;,wy,...,w;} eine Basis von V ist. Diese
Basis besteht aus Eigenvektoren von f. qed.

20.16 Korollar: (Diagonalisierbarkeitstest)
Sei A € Mat,(K). Betrachte die folgenden Schritte:

(a) Berechne y4 = det(A — x1,,). Teste, ob x4 in Linearfaktoren zerfillt.
Ist dies nicht der Fall, so gib ,, A ist nicht diagonalisierbar aus und stoppe.

(b) Schreibe xa(z) = (z — A)H -+ (. — A Hm.
Priife nun, ob (A — A1) -+ (A — A1) die Nullmatrix ist.
Ist dies nicht der Fall, so gib ,, A ist nicht diagonalisierbar“ aus und stoppe.

(c¢) Gib , A ist diagonalisierbar® aus und stoppe.

Beweis: Wenn A diagonalisierbar ist und x4(z) = (z — Ay)#* - - - (x — A\, )#™, dann muss nach dem
Theorem pa(x) = (z — A1) - - (x — A\;p) sein. Dies kann man priifen, indem man p4(A) =0
nachpriift. qed.
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20.17 Beispiel:

Wir testen die Diagonalisierbarkeit der Abbildung f : Q* — Q3 mit

3 4 3 3—x 4 3
Mg(f)y=1 -1 0 =1 | 1.) xy=det -1 -z -1
1 2 3 1 2 3—=x

=@B-2)x* -3z +2 -4z —2]+ 3z -2 =(x —2)[83—z)(x — 1) — 1]
=(z—2)(—2*+4r+4) = —(v —2)}

2.) Teste, ob py =x — 2 gilt: Mp(f) =213 # 0, also ist f nicht diagonalisierbar.
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21 Wie man wenigstens teilweise aufrdumt - Eine kleine
Putzanleitung (Trigonalisierbarkeit)

Sei K ein Korper, V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit Basis B = {vy,...,v,}.
Sei A eine obere Dreiecksmatrix, d.h. wenn A = (a;;) ist, so gilt a;; = 0, falls ¢ > j, also

11 aiz2 -+ Qip
0 a9292

A=
0 -+ 0 ap

21.1 Bemerkung:

Sei A = Mp(f) eine obere Dreiecksmatrix. Fiir ¢ = 1,...,n betrachte U; =< vy, ..., v; >.
Es gllt f(Uz) = a1;V1 + ...+ a,v; € U.

21.2 Definition:

(a) Eine Kette von Untervektorraumen {0} = Uy C U; C ... C U, =V mit dimg(U;) = i heifit
eine Fahne von V.

(b) Eine Fahne Uy C ... C U, =V mit f(U;) CU; fir i =0,...,n heifit eine
f-invariante Fahne von V.
Skizze:

Fahne

Fahne
Fahne 1

21.3 Satz:

Sei f:V — V ein Endomorphismus.
Genau dann gibt es eine f-invariante Fahne {0} = Uy C ... C U, = V, wenn es eine Basis B von
V' gibt, so dass Mp(f) eine obere Dreiecksmatrix ist.

Beweis: , = Durch Basisergdnzung erhalten wir U; =< vy, ..., v; >= U;_1+ < v; > fiir
i=1,...,n. Beziiglich der Basis B = {v1,...,v,} besitzt Mp(f) dann eine obere Dreiecksgestalt.

,<=“Sei B ={vy,...,v,}. Nach Voraussetzung ist U; =< vy, ...,v; > ein f-invarianter
Untervektorraum mit dimg(U;) = i. Also ist Uy C ... C U, = V eine f-invariante Fahne. qed.
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21.4 Definition:

(a) Ein Endomorphismus f:V — V heifit trigonalisierbar, wenn es eine Basis B von V' gibt,
so dass Mp(f) eine obere Dreiecksmatrix ist.

(b) Eine Matrix A € Mat,,(K) heifit trigonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix
S € GL,(K) gibt, so dass SAS™! eine obere Dreiecksmatrix ist.

21.5 Satz: (Trigonalisierungssatz)

Ein Endomorphismus ist genau dann trigonalisierbar, wenn x; in Linearfaktoren zerféllt.

Beweis: ,=* Sei B eine Basis von V', so dass Mp(f) eine obere Dreiecksmatrix ist. Schreibe
Mg(f) = (ai;). Dann gilt:

ai; —x G2 - Q1in
X5 = det ' . ' ' =(an —x) (A — ) = (=1)"(x — a11) - - (T — anp)-

Ap—1,n
0 App — T

»<="“ Wir schlieen mit vollstandiger Induktion nach dimg (V') = n.
n = 1: klar

n —n+1: Sei v; € V' \ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert ;. Ergénze v; zu einer Basis
B ={wvy,vs,...,v,} von V. Dann gilt:

Al aig v Qip a a

0 B 22 2n
MB(f) = : A mit A = :

0 Ap2 -+ Qpp

Sei W =<wvy,...,0,>und g: W — W

Vj > QiU F ...t GyiUy
Aus x5 = (M — ) - x, folgt, dass x, auch in Linearfaktoren zerfillt, d.h.
Xg = (=1)" "Nz = X))~z — Xg)#2 -+ (x — Ap)#m. Nach der Induktionsvoraussetzung ist g
trigonalisierbar, d.h. es gibt eine g-invariante Fahne {0} = Uy CU; C ... C U, = W.
Behauptung: Durch U; = U, 1+ < vy > fiir i = 2,...,nund U; =< vy > ist eine f-invariante
Fahne von V gegeben. (Nach Satz 21.3 ist dann die Behauptung des Satzes bewiesen.)

Beweis: Es gilt f(ajv; +w) = A\avy + h(w) + g(w) mit a € K,w € W
und AW — <wv; >
v o Q1501
Dies zeigt f(av, +w) € Ui+ < vy >, falls w € U,_; gilt.
Also gilt f(U;) C U;, d.h. die Fahne {0} = Uy C ... C U,, = V ist f-invariant. qed.



Lineare Algebra und analytische Geometrie 11 S. 20
21.6 Korollar: (Trigonalisierungsalgorithmus)
Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V und es gelte x; = (—1)"(z — A )" - -+ (2 — A ).
Betrachte die folgenden Instruktionen:
(a) Ist n =1, so gib S = (1) € Mat;(K) aus und stoppe.
(b) Bestimme einen Eigenvektor v; € V'\ {0} zum Eigenwert \; und ergénze ihn durch
Elemente von B zu einer Basis von B = {01, ..., 9,}.
Alaiz e Qg
(¢) Schreibe Mpz(f) = 0 . und berechne rekursiv eine invertierbare Matrix
0

S e GL, 1(K), so dass SAS~! eine obere Dreiecksmatrix ist.
10 -0
. . 0 B
(d) Gib die Matrix S = : 5 - T aus und stoppe.

0

Dies ist ein Algorithmus, der eine Matrix S € GL,(K) berechnet, so dass SMp(f)S™! eine obere

Dreiecksmatrix ist.

Beweis: n = 1: klar

n—mn+1:Seia=(a,...,a,) und S = (S1,.-+,8p-1). Dann gilt:
Spalten
10 -0 10 --- 0
smp(ns—=| 0 | B 1R g
: S ~ ~ S—1
0 0
Mp(f)
10 0 A1 Qs a1, 10 0
0 0 0
B S : A -1
0 0 0
Al Qg v Qln 10 --- 0 A1 asp e ASy—2
0 0 0
B SA : S-1 a SAS-!
0 0 0

und dies ist eine obere Dreiecksmatrix.

qed.
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21.7 Beispiel:

3 4 3
Betrachte die Matrix A= | —1 0 -1 | € Mat3(Q).
1 2 3

Es gilt xa(z) = —(z — 2)* und dimg(Fig(A,2)) = 2. Die urspriingliche Basis ist B = {ey, e, €3}
(b) Berechne vy = (1,—1,1) und B = {vy, €5, e3} Es folgt

1 00 1 00
TE=] -1 10 |wmdTZ=T51| 1 10
1 01 -1 0 1
21 4 3 L 9
(c) Neue Matrix TEATE = | 0| 4 2 | und somit A = ( 0 >
0l—-2 0

ey _ [ 10 g _ (10
:>TB _<_1 1)’T{€1,€2}_<1 1

~ 1 1
@ 5= 0\ 0\ _ 0
01 11 1
100 1 0
dS=]010 1 0
01 1 ~1 0 1

\-/)—l)—l
Il
o O ~ ~—
e
=)
_ o O
n
N
|
r—ll)—\
[—
|»—O
—_
_ o O

1 0
Alsoist SAS™'=1]1 1
0 1

|

—_

|

[u—

—_

I
oS O N
S NN =
N N W
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Kapitel VII: Die Vermessung der Welt
(Bilinearformen und Skalarprodukte)

22 Pro und Contra Formen mit zwei Argumenten
(Bilinearformen)

A. Wieso so und nicht anders?

22.1 Bemerkung: (Zur Lingenmessung)

Gegeben sei ein Vektor v = (a,b) € R?
Skizze:

Der Satz von Pythagoras: | = v a2 + b2

Also ist [jv|| = Va? + b? die Lénge von v.

22.2 Definition:

()

Zu einem Vektor v = (a,b) € R?\ {0} heift e, = der Einheitsvektor in Richtung v.

o]

22.3 Bemerkung: (Zur Definition der Winkelmessung))

Sei v = (a,b) und w = (¢,d) in R?\ {0}
Skizze:

y Gesucht ist eine ,,Formel“ fir a = £ (v, w),

die nur von den Koordinaten a, b, ¢, d abhéngt.

mit deren Hilfe wir Winkel messen konnen.

Wir suchen als ,,Hilfsfunktion“ eine Abbildung ® : R? x R? — R

(a) Die Frage, ob zwei Vektoren aufeinander ,,senkrecht“ stehen, sollte nicht von der Lange

abhéngen. Also: Sind v und w senkrecht zueinander, so gilt ®(v, w) =0
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(b) Definition von cos(«) :
Dies liefert u = ||w|| - cos(a) - e,. Nach der Definition der Vektoraddition
gilt w = u + u. Hatte man nun die Eigenschaft
! sinfe) P(v,u+ 1) = P(v,u) + (v, ), so konnte man (a) verwenden
(also ®(v, ) = 0) und hitte (v, w) = ®(v, u).
Dies liefert ®(v,w) = ®(||v]| - ey, ||w]| - cos(a) - e,)

cos(o)

(¢) Nun hétten wir gerne die Eigenschaften ®(Av,w) = ®(v, \w) = A®(v, w) fir A € R.

Dann wire ®(v,w) = ||v]| - ||w]| - cos(a) - P(e,, ey)
. 9 . v 1
(d) Hétte man nun ®(v,v) = ||v[|?, so wire ®(e,, e,) = @(” i “) = B - P(v,v) = 1.
v||” ||v v
und somit ®(v,w) = ||v|| - [|[w|| - cos(«).
P
Also konnte man den Winkel a mit cos(a) = ﬁ messen.
|| - fJw

Nun hétten wir gerne eine solche Funktion ® und eine schone Formel fir & (v, w) in
Abhéngigkeit der Koordinaten a, b, ¢, d.

(a) Sind v und w senkrecht zueinander, so gilt ®(v,w) =0

(b> CI)(U, wy + 'lU2> = (I)(U7 w2) + (I)(U7 wQ)
Analog sollte auch ®(v; + ve, w) = ®(vy, w) + P(vq, w) gelten.

(c¢) ®(Av,w) = P(v, \w) = AP(v,w) fiir A € R.
( (b) & (c) = @ ist eine lineare Funktion von v und w.)

(d) @(v,v) = o]

Also kann man aus diesen Bedingungen eine Formel fiir ® ableiten?

Es gilt (v +w,v+w) = ||jv+w|*=||(a +c, b+ d)||* = a® + & + b* + d*> + 2(ac + bd)
und ¢(v + w, v+ w) = ¢(v,v +w) + P(w,v +w) = ®(v,v) + (v, w) + ¢(w, v) +P(w, w)
——

= ||(a,b)||* + ||(c, d)||* + a® + b* + ¢* + d* + 2P (v, w) = ®(v,w) (d.h. & symmetrisch)
Also miisste ®(v,w) = ac + bd sein.

Nun priift man leicht nach, dass (a)-(d) in der Tat gelten.
In R? erhiilt man entsprechend fiir v = (ay, az, a3) und w = (b, bo, b3) die Forderungen

|lv]| = Va1 + as + a4 und @ (v, w) = a1b; + asby + azbs.

B. Allgemeiner, allgemeiner!

Im Folgenden sei K ein Korper und V' ein (n-dimensionaler) K-Vektorraum.

22.4 Definition:
(a) Eine Abbildung ® : V' x V' — K heifit bilinear oder Bilinearform, wenn folgendes gilt:

1) (v, a1wy + agws) = a1 P (v, wy) + as® (v, we) fiir ay,ay € K und v, wy,ws € V.

2.) P(arv; + agve, w) = a1 P(vy, w) + as®(ve, w) fiir ay,as € K und vy, vy, w € V.

(b) Eine Bilinearform ® heifit symmetrisch, wenn fiir alle v, w € V gilt ®(v,w) = ®(w, v).
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22.5 Beispiel:

Sei B ={vq,...,v,} eine Basis von V. Fiir v = ayv1 + ... + a,v, und w = byvy + ... + b,v, mit
a;,b; € K sei ®(v,w) = arby + agbs + ... + ayby,.
Dannist :VxV — K eine symmetrische Bilinearform auf V.

(v,w) +— ajby + ...+ ayby,
Sie heifit die Standardbilinearform beziiglich der Basis B.

22.6 Definition:

Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V und ¢ : V' x V' — K eine Bilinearform auf V.
Dann heit Gg(®) = ((v;,v;))i; € Mat,(K) die Gramsche Matrix (oder die Strukturmatrix)
von ® beziiglich der Basis B.

22.7 Satz:

Sei B eine Basis von V.
(a) Zu einer Matrix A = (a;;) € Mat,(K) kann man eine Bilinearform &4 : V x V — K
1
definieren durch ®4(byv1 + ... 4+ by, crvr + ...+ cuun) = (b, ..., by) - A~ : e K

(b) Die beiden Zuordnungen A — ®,4 und ® — G5(P) sind invers zueinander.

(c) Die Menge Bil(V) aller Bilinearformen auf V' ist ein K-Vektorraum beziiglich
(@ + W) (0,0) = D(v,w) + W(v, w) und (A - ®)(v, w) = A(®(v,w))

Mat,(K) ist ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

(d) Die Abbildung ¢ : Bil(V)
¢ Gp(?)

A

(e) Die Standardbilinearform & erfillt Gp(®) = I,,.
Beweis:

(a) Zu zeigen: @, ist bilinear. Seien b;, b}, ¢y, € K. Dann gilt:
@A((blvl + ...+ bnvn) + (b’lvl + ...+ b/n’l)n), C1Uq + Cn’Un)

&1
=PA((by + D)1+ ...+ (b + V) vp, crv1 + .o F cpuy) = (b1 + 0, .. by +B)) - A
Cn
1 C1
= (by,...,b,) - A- S, b)) A
Cn Cp

=PA(b1vr + ... F byp, v+ o F CUy) + Pa(Djvr F - F V0, v L CuUy)
Fiir A € K gilt ®4(A(byv1 + ... + byvy), c1v1 + ... + cuvp)

&1
= (Aby,...,Ab,) - A- : = APA(b1v1 + ...+ by, v + .+ )

Cn
Die Linearitéit im zweiten Argument folgt analog.
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(b) Zu zeigen: Gp(Pa) = A. Es gilt: Gp(Pa) = (Palvi,v;))ij = (e:Aef )i
0
aix - Qip 0
= (O,...,O,]_,O,...,O)' . 1 :(CLZ']‘%J‘:A
an1 Apn 0
0 -
Z’-]
Zu zeigen: ®g @) = P Sei v =byvy + ... +byv, und w = v+ ...+ U, EV
C1
Dann gilt: ¢, @)(v,w) = (b1,...,b,)Gp(®) | | = L bicj(e; - Gp(P) - €l
Cn
Z bie;
=3 > bic;®(v,w) = P(byvy + ...+ by, c1v1 + .o+ ) = P(v, W),
i=1j=1
(¢) Man priift leicht nach, dass die so definierten Abbildungen ® + ¥ und A\® wieder
Bilinearformen auf V' sind.
(d) @ ist nach (b) bijektiv. zz: ¢ ist K-linear:
Fiir &, ¥ € Bil(V) ist zu zeigen p(® + V) = p(P) + (V) Es gilt:
PP+ V) =Gp(Q+ V) = (D4 V) (vi,v5))iy = (P(vi,v5) + ¥(vi,v5))i g
= (®(vi,v5))i; + (Y(vi,v7))i5 = Gp(P) + Gp(¥) = @(P) + ¢(¥) und
P(AQ) = Gp(A®) = ((A®)(vi,v5))i; = (AP(vi,v)))i; = MNP (vi, v5))ij = AGB(P) = Ap(P).
(e) Es gllt GB(q)) = (CI)(’UZ‘,UJ'))iJ = (&‘j)i,j = ]n qed

Ziel: Stelle eine Basistransformationsformel fiir Bilinearformen auf

22.8 Satz: (Basistransformationsformel fiir Bilinearformen)

Seien B, C zwei Basen von V und sei ® : V x V — K eine Bilinearform. Dann gilt:
Gp(®) = (TE)"Go(®)TE

Beweis: Sei B = {vy,...,v,} und C = {wy,...,w,}.

Seien v,w € V mit v = ayjv; + ... 4+ a,v, = djw, + ... + a,,w, und

w = by + ...+ byv, = bjwy + ... + byw, mit a;,a}, by, by € K. Es gilt:

CLll ay bll bl
: =T -1 : und | | =TF-
al, an b by,
by b
Also folgt: (ay,...,a,)-Gp(®)-| : | =P(v,w)=(a},...,a,) - Gc(P)- |
by b,
by

= (a1,...,a,) (TE)" - Go(®) - TE -
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Setzt man nun fiir v und w die Basisvektoren v;, w; ein so folgt:
(GB(CD))Z‘J = ((TCB)tTGc((I))TOB)ZJ fiir alle Z,j
Also folgt die gewiinschte Gleichheit der Matrizen. qed.

22.9 Bemerkung: (Vergleich der beiden Transformationsformeln)

(a) Die Basistransformationsformel fiir lineare Abbildungen lautet:

Mp(f) = (TE)" Mc(£)TE

(b) Die Basistransformationsformel fiir Bilinearformen lautet:
Gp(®) = (IF)"Ge(2)TE

C. Kann man mit Bilinearformen bereits Winkel messen?
Die Definition cos(a) = =% macht keinen Sinn. Auch [|v]| = /®(v, w) funktioniert

Tollwl
noch nicht richtig. Aber die Bedingung (a) kann man bereits studieren:

22.10 Definition:
Sei @ : V x V — K eine Bilinearform auf V.

(a) Zwei Vektoren v, w € V heiflen orthogonal (bzw. senkrecht zueinander),
wenn ®(v, w) = 0 gilt. Schreibweise: v Lo w

(b) Ist v € V und U C V, so heifit v orthogonal zu U, wenn fur alle u € U gilt:
¢ (v, w) = 0. Schreibweise: v Lo U

(¢) Zwei Teilmengen U, W C V heifiten orthogonal, wenn fiir alle v € U und w € W gilt:
®(u,w) = 0. Schreibweise: U Ly W.
22.11 Beispiel:

(a) Sei @ : Q? x Q* — Q die Standardbilinearform.
Sei v = (a,b) € Q*\ {0}. Fiir w € Q? gilt genau dann ®(v,w) = 0, wenn w von der Form
w = (Ab, —Aa) mit \ € Q? ist.

(b) Sei @ : Q% x Q* — Q die Bilinearform mit Gg(®) = 2 Fiir v = (2, —1) und jeden

1
2
Vektor w = (a,b) € Q? gilt ®(v,w) = (2, —1) ( ) ( )

Also gilt v L Q%
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(c) Sei p eine Primzahl und ¥ : F} x F? — [, die Standardbilinearform.

Ferner sei n > p. Der Vektor v = (1,...,1,0,...,0) steht auf sich selbst senkrecht,
——
p Stiick
1
1
denn ®(v,v) =(1,...,1,0,...,0) - =14+...41=0
0 M—/
0
p mal

Frage: Wie kann man diese pathologischen Félle vermeiden?

22.12 Definition:

Eine Bilinearform @ : V' x V' — K heifit nicht ausgeartet, wenn aus v € V und v L¢ V folgt,
dass v = 0 gelten muss.
Mit anderen Worten, der Nullvektor ist der einzige, der auf allen Vektoren senkrecht steht.

22.13 Satz:
Die Standardbilinearform ® : V' x V' — K ist nicht ausgeartet.

Beweis: Sei v = ajv1 + ... + a,v, mit a1,...,a, € K und a; # 0.
0
0
. 1 : 1 1
Fiir den Vektor w = —v; gilt dann ®(v,w) = (a1,...,a,)l,- | — | =a;—=1#0.
a; a; i
0
0
Also gibt es zu jedem v € V' \ {0} ein w € W mit ®(v,w) # 0 qed.

22.14 Satz:

Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V. Eine Bilinearform ® : V' x V' — K ist genau dann nicht
ausgeartet, wenn ihre Gramsche Matrix G(®) € Mat, (K) invertierbar ist.

Beweis: ,=“ Sei Gp(®) = (a;;) und by, ..., b, € K mit by(a11,...,a1n)+...+bp(@n1, ..., apn = 0.
Zeige: by = ... =b, = 0. Wegen ®(v;,v;) = a;; erhalten wir

b1<1>(v1,111) +...+bn(1)(?]n,1]1) = 0

: b ()
b1®P(vy,v,) + ... + 0, P(Vp,v,) = 0

Dies bedeutet, dass der Vektor v = byvy + ... + b,v, die Gleichungen

O(v,v1) =0,...,P(v,v,) = 0 erfiillt. Somit ergibt sich ®(v,w) = 0 fiir jeden Vektor w € V.

Da & nicht ausgeartet ist, folgt v =0, also by = ... =1b, =0.
Somit sind die Zeilen von G (®) linear unabhéngig und G (®) invertierbar.



Lineare Algebra und analytische Geometrie 11 S. 28

,<=“Seiv €V mit v Le V. Schreibe v = byvy + ... + b,v, mit b; € K.

Dann gilt: ®(v,v;) = ... = ®(v,v,) = 0. Setzt man hier die Koordinatendarstellung von V ein,
so sieht man, dass () gilt. Da Gg(®) nach Voraussetzung invertierbar ist, sind die Zeilen von
Gp(®) linear unabhéngig und es folgt by = ... =b, = 0.

Also ergibt sich v = 0. ged.
22.15 Beispiel:

(a) Die Standardbilinearform & ist nicht ausgeartet, da I,, invertierbar ist.
s 9 5 : I3
(b) Die Bilinearform ® : Q* x Q* — Q mit Gg(®) = 5 6

1 3
ist ausgeartet, denn det ( 9 & ) =0.

Ziel: Definiere ,,orthogonales Komplement®, ,,orthogonale direkte Summe*

22.16 Definition:

Sei @ : V x V — K eine Bilinearform und W C V eine Teilmenge.
Dann heifit W+ = {v € V | v Lo W} das orthogonale Komplement von W beziiglich ®.

22.17 Satz: (Eigenschaften des orthogonalen Komplements)
Sei @ : V x V — K eine Bilinearform und seien @, W C V zwei Teilmengen.

(a) W+ ist stets ein K-Untervektorraum von V.

(b) Fiirv e V\ {0} und a € K \ {0} gilt: (av)*: = vt

(c) Gilt U C W, so gilt Wt C U+

(d) Es gilt Wt =< W >+

(e) Ist ® symmetrisch, so gilt W C (W+)* und (WH)1)L =w.
Beweis:

(a) Seien a;,ay € K und vy, v, € W, Fiir w € W gilt
®(arv1 + agve, w) = a3 P(vy, w) +ag P(vy, w) =0
=0 =0
Dies zeigt ajv; 4 asvy € W,

(b) Fiir w € W gilt w € v+ & ®(w,v) =0 %a@(w,v) =0 ®(w,av) =0 w e ()t

(c) Ist v € W, so gilt ®(v,w) = 0 fiir alle w € W. Insbesondere folgt ® (v, w) = 0 fiir alle
we U, alsov e U™
(d) , 2% Aus W C< W > und (c) folgt < W >+C W+

,C“ Sei v € W, Fiir jedes w €< W > ist zu zeigen, dass ®(v,w) = 0 gilt. Sei w €< W >.
Dann gibt es wy,...,w, € W und ay,...,a, € K mit w = ajw; + ... + a,w,.
Dann folgt ®(v,w) = a; ®(v,w1) + ...+ ay P(v,w,) =0

—— ———

=0 =0
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(e) 1.) Zu zeigen: W C (W+)+

Sei w € W. Fiir alle v € W+ gilt ®(v, w) = 0. Da ® symmetrisch ist, folgt ®(w,v) =0
fiir alle v € W+, Also gilt w € (W+)+.

2.) Zu zeigen: (WH)H)t =w+
,C“ Nach (1) gilt W C (W+)+. Wendet man jetzt (c) an, so folgt (W+)+)+ C W+,
,2“ Wir wenden die erste Behauptung auf U = W+ an und erhalten
Wt =UcC U = (WHH*
qed.

Problem: Ist ® ausgeartet, so kann es fiir einen Untervektorraum W # 0 passieren, dass
Wt =V gilt.

22.18 Satz: (Dimensionssatz fiir orthogonale Komplemente)

Sei @ : V x V — K eine nicht ausgeartete Bilinearform und sei U C V ein K-Untervektorraum.
Dann gilt: dimg(UL) + dimg(U) = dimg (V).

Beweis: Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von U. Ergénze sie zu einer Basis C' = {vy,...,v,} von
V. Fiir eine Vektor v = a1v; + ... + a,v, mit a; € K gilt v € U* genau dann, wenn fiir
i=1,...,m gilt ®(v,v;) = 0. Dies bedeutet:

a1 ®(vy,v1) + ...+ a,®(vy,v1) = 0
()4 :
a1 P(vy,vm) + ... + an®(Vp,vm) = 0

Betrachte dies als LGS fiir die Koeffizienten a1, ..., a, von v. Die Koeffizientenmatrix dieses LGS
besteht gerade aus den ersten m Spalten von G¢(®). Da ® nicht ausgeartet ist, sind diese m
Spalten linear unabhéngig. Die Koeffizientenmatrix des LGS (x) hat also den Rang m und es gilt:

dimyg(UL) = dimg{(ay,...,a,) € K" | (ay,...,a,) erfilllt (x)} =n —m = dimg(V) — dimg(U).
qed.

22.19 Bemerkung:

Obwohl U+ die ,richtige“ Dimension besitzt, muss nicht V = U @ U+ gelten:

In Beispiel 22.11.c sahen wir eine nicht ausgeartete Bilinearform ® : V x V' — K und eine Vektor
v # 0 mit ®(v,v) = 0.

Also in diesem Fall gilt < v >N < v >1#< 0 > und somit < v > + < v >+C V. Fiir solche
Bilinearformen macht auch unsere geplante Definition ||v||* = ®(v,v) keinen Sinn.

22.20 Korollar:

Ist ® eine nicht ausgeartete und symmetrische Bilinearform, so gilt fiir jeden Untervektorraum
U C V die Gleichung U = (U+)*.

Beweis: Die Inklusion U C (U+)* gilt nach Satz 22.17.e.
Nach Satz 22.19 gilt dimyx((U*)*) =n — dimg(*) =n — (n — dimg(U)) = dimg (U).
Also folgt U = (U+)*. qed.

Frage: Wie kann man priifen, ob eine Bilinearform ® : V' x V' — K symmetrisch ist?



Lineare Algebra und analytische Geometrie 11 S. 30

22.21 Satz:

Sei B ={vy,...,v,} eine Basis von V und ® : V' x V' — K eine Bilinearform. Genau dann ist ®
symmetrisch, wenn Gp(®) eine symmetrische Matrix ist, d.h. wenn G(®) = Gp(P)" gilt.

Beweis: ,=“ Sei Gg(®) = (®(vs,v;)) = (asj)i -

Fir alle Z,] gllt (GB(q))tr%’j = Qj; = CD(UJ‘,UZ‘) = (I)('UZ',UJ') = Q5 = (GB(q)))z,]

»<=" Da Gp(P) symmetrisch ist, gilt ®(v;,v;) = ®(v;, v;) fiir alle ¢, j. Seien nun

v=a1v1 + ...+ apv, und w = byv; + ... + byw, zwei Vektoren aus V' mit a;,b; € K. Dann gilt:

O (v, w) = éaiq)(vi,w) = i i a;b;®(v;,v5) = i i bja;®(vj,v;) = équ)(vj,v) = &(w,v).

i=1j=1 j=1i=1

ged.

22.22 Beispiel:

(a) Sei K=R,V=R*und ®:R*xR*> — R die Standardbilinearform.
((a,b),(c,d)) — ac+bd
Sei G C R? eine Gerade durch O. Dann gibt es (u1,us) € R?\ {0} mit G =R - (a1, az).
Es folgt: G+ = {(by,by) € R? | a1by + ashy = 0} =R - (—ay,ay)
Es gilt: dimg(G*) =1 = dimg(R?) — dimg(G) =2 — 1.
Skizze:

X

(b) Sei K =R,V =R3 und ¢ : R? x R?> — R die Standardbilinearform.
Sei G =R - (ay, a9, a3) eine Gerade durch O, wobei z.B. a; # 0 gelte.
Dann folgt
GJ‘ = {(bl, bg, bg) € R3 | albl + CLQbQ + &3b3 = 0} =R- (—(1,2, ai, 0) + R- (O, as, —(12)
Somit gilt dimg(G*) = 2 = dimg(R?) — dimg(G) =3 — 1
Das orthogonale Komplement von G ist eine Ebene durch O.
Fazit:

e Wir brauchen eine Bilinearform ® : V xV — K.

o [st ® nicht ausgeartet, so kann man ,,orthogonal® und ,,orthogonales Komplement*
definieren.

e ® sollte symmetrisch sein.
e Problem:

— Es kann v € V' \ {0} geben mit ®(v,v) = 0.
— |Jv|| = /@ (v, w) funktioniert nicht richtig!
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23 Winkelziige oder normgerechtes Verhalten?
(Skalarprodukte)

A. Kennen wir das Skalarprodukt nicht schon?

In diesem Abschnitt sei K = R und V ein reeller Vektorraum, d.h. ein R-Vektorraum.
Sei n = dimg (V).

23.1 Definition:

(a) Eine Bilinearform ® : V' x V' — R heifit positiv definit, wenn fiir alle v € V' \ {0} gilt:
P(v,v) > 0.

(b) Ein Skalarprodukt auf V' ist eine positiv definite, symmetrische Bilinearform

O:VxV —=R.

(c) Ein reeller Vektorraum V' zusammen mit einem Skalarprodukt @ auf V' heifit ein
euklidischer Vektorraum.

23.2 Bemerkung:

Ist ®:V xV — R ein Skalarprodukt, so ist ® nicht ausgeartet:
Fir v € V mit v Lg V gilt insbesondere ®(v,v) = 0. Hieraus folgt v = 0, da ® positiv definit ist.

23.3 Beispiel:

Sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V. Sei ® : V' x V' — R die Standardbilinearform beziiglich B.
Dann ist ® ein Skalarprodukt auf V', denn fiir v = ayv; + ... 4+ a,v, gilt
P(v,v) =3 > aajdy; =ai+ ...+ a2 >0.
i=1j=1
Aus ®(v,v) =0 folgt a1 = ... =a, =0, also v = 0.
Auf einem reellen Vektorraum heifit die Standardbilinearform daher auch das
Standardskalarprodukt beziiglich B.
Das Skalarprodukt auf V' = R" beziiglich F ist das in Kapitel I betrachtete.
Schreibweise: < v, w > statt ®(v, w)

Fragen:

e Gibt es aufler dem Standardskalarprodukt noch weitere Skalarprodukte auf einem reellen
Vektorraum?

e Wie kann man an Hand der Gramschen Matrix erkennen, ob ® ein Skalarprodukt ist?
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B. Kénnen wir jetzt endlich Léngen und Winkel messen?

23.4 Definition:

Sei V ein reeller Vektorraum.

(a) Eine Norm auf V' ist eine Abbildung || - || : V' — R mit folgenden Eigenschaften:
1.) Firv e V gilt: ||v|| > 0 und |jv|| =0 < v =0. (Positivitét)
2.) Fiirve Vund a € R gilt: ||a-v| = |a| - ||v]]. (Homogenitéit)
3.) Fir v,w eV gilt: ||[v +wl|| < ||v|| + [|w]]. (Dreiecksungleichung)

(b) Sei @ : V x V — R ein Skalarprodukt. Dann heifit ||-[jo :V — R
v o=/ P(v,0)
die zu ® assoziierte Norm.

(c) Die zum Standardskalarprodukt < -,- > gehorige Norm || - || heiBt auch die
euklidische Norm auf V' = R".

(d) Ist V ein reeller Vektorraum und || - || : V' — R eine Norm auf V', so heiit (V]| - ||) ein
normierter Vektorraum.

23.5 Satz:
Sei V' ein reeller Vektorraum und ® : V' x V' — R ein Skalarprodukt auf V.

(a) Es gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: |®(v, w)| < ||v]|¢ - ||w]|e fir v,w € V.

(b) Die zu ® assoziierte Norm ist eine Norm auf V. Insbesondere gilt die Dreiecksungleichung:
v+ wlle < |lv)le + ||w||e fiir alle v,w € V.

Beweis:

(a) Fiir w = 0 sind beide Seiten gleich Null. Sei also w # 0.
Fiir alle a € R gilt 0 < ®(v — aw, v — aw) = ®(v,v) — 2aP(v,w) + a*®(w, w).

)
Wegen ®(w,w) > 0 kénnen wir a = (v, w) verwenden und erhalten:
O (w,w)
Pv,w)?  D(v,w)? (v, w)?
0<® -2 =0 -
= 2wy T By Y B )

= 0 < (v, 0)®(w,w) = P(v,w)* = S(v,w)* < |[olg - wll
= [®(v, w)| < [|v]le - [[w]|e
(b) Positivitit: klar

Homogenitit: ||av||e = /P(av,av) = \/a?P(v,v) = |a| - \/P(v,v) = |a| - ||v]e

Es gilt [|[v 4+ w|3 = ®(v + w,v + w) = ®(v,v) + 2®(v,w) + ®(w, w)
< ol + 2ol - ke + ey = (ol + Jolo)

Hieraus folgt die Behauptung. qed.
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Also kénnen wir in einem euklidischen Vektorraum Langen messen. Die Winkelmessung
funktioniert wie folgt:

23.6 Korollar:

P
Fiir alle v,w € V '\ {0} gilt: —1 < _o(,w) <1
[olle - lwlle
. . : . : . . O (v, w)

Also gibt es einen eindeutig bestimmten Winkel « € [0, 27) mit cos(a) = ol T2lla’
Vile * [|W]||®

Dieser Winkel « heifit der Winkel zwischen v und w (beziiglich ®).

Er wir auch mit a4 (v, w) notiert.

Beweis: Dies folgt sofort aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. qed.

23.7 Definition:

Sei V ein euklidischer Vektorraum und @ : V' x V' — R ein Skalarprodukt auf V. Sei W C V eine
Menge von Vektoren.

(a) Die Vektoren aus W heiflen (paarweise) orthogonal, wenn fiir wy, wy € W gilt:
<I>(w1, ’LUQ) = 0.

(b) Die Vektoren aus W heiflen orthonormal, wenn sie orthogonal sind und fiir alle w € W gilt:
lwlle = 1.

(c) Ist B eine Basis von V und ist B orthogonal, so heifit B eine Orthogonalbasis (OGB) von
V.

(d) Ist B eine Basis von V und ist B orthonormal, so heifit B eine Orthonormalbasis (ONB)
von V.

Frage: Besitzt jeder euklidische Vektorraum eine ONB?

23.8 Bemerkung:

Ist B={vq,...,v,} eine OGB, so ist {L, e U—”} eine ONB von V.
o1l [on]e
Wegen v; # 0 ist |[vils # 0. Ferner gilt ||——|lo = —— - l;]|o = 1
, . [ville [ville
Diesen Prozess nennt man Normieren.
23.9 Theorem: (Das (Gram-)Schmidtsche
Orthonormalisierungsverfahren)
Sei B = {v1,...,v,} eine Basis eines euklidischen Vektorraumes V' mit Skalarprodukt

® : V x V — R. Betrachte die folgenden Instruktionen:

U1

(a) Setze w3 = ——.
[l

(b) Fiir i = 2,...,n berechne der Reihe nach 0; = ®(v;, wi)wy + ... + ®(v;, w;—1)w;—1 und setze
Vi — 171

Wy = 77—

[vi — i

(¢) Gib C = {wy, ..., w,} aus und stoppe.



Lineare Algebra und analytische Geometrie 11 S. 34

Dies ist ein Algorithmus, der eine ONB C von V' berechnet.
Beweis: Endlichkeit: Klar.
Korrektheit: Wir schliefen mit vollstédndiger Induktion nach n.

n = 1: w; ist normiert und {w, } ist orthogonal. Die Menge {w;} ist also eine ONB von < v >.

n > 1: Nach Induktionsvoraussetzung ist {wy,...,w,_1} eine ONB von < vy,...,v,_1 >.
Offenbar gilt v, €< vy,..., 0,1 >=< wy,...,w,_1 >. Somit ist v, # ¥, und w,, ist wohldefiniert.
Firi=1,...,n — 1 berechnen wir ®(wy,w;) = m - D (v, — Uy, wy)
Up — Up
1
= ——— (D(vy, w;) — P(vp, wy) Plwy, w;) — ... — P(vy, Wy_1) P(wp, w;))
||Un - Un” N—— ——
] = (0 nach IV = (0 nach IV
= i - (®(vn, wy) — P(vp, w;) P(wy, w;)) =0
”Un - Un” SN———
= 1 nach IV
Somit gilt w,, Le< wi,...,w,—1 >. AuBerdem gilt ||w,|| = 1. Nun folgt die Behauptung aus
<KWy, ooy Wy >=< V1, .oy Up1, Wy >=<V1,...,Up_1,Up >=V qed.

23.10 Beispiel:

Sei K =R,V =R3 und B = {v1,v2,v3} mit v; = (1,2,0),v, = (0,1,2),v3 = (0,1,0).
Wir berechnen aus B eine ONB von R? berziiglich < -, - >:

(@) wn = =L = (L 2 )
a wl = — e —— = —_—, — =,
[l V5 V5 V5
2 2 4
(b) ’l~)2 =< V2, W1 > W1 = Ewl = (g, 5,0)
Vg — Vg 1 21 2 1 10
Wy = P - = (__’_72):(_ ) ) )
|va = Gaf| oo =02 * 575 V105" /105 /105

4 1 1 1
0o = —-v105

denn HUQ—’&QH: 2—5+2—5+2—5 5

(b) 13 =< > w+ < > 2 + L (240)+( 2 1 10)
Vg = Vg, W w Vg, W Wy = —W —Wy = (=, — T T oy oy oo
3 3, W1 1 3, W2 2 \/g 1 \/ﬁ 2 57 57 1057 1057 105
_ (40 85 10, 8 17 2,
C 105710571057 217217 21
1 ( ) 1 ( 8 4 2) ( 4 2 1 )
w = Va — U = — T, Ty T o = ( — s , —
ST s —as) 0 Y s —as]| 217210 21 V21 V21 V21
64 16 4 1 2
d =y — = — /84 = ——
enn [vs — s a1 Tl T T 2 NGT
1 2 2 1 10 4 2 1
c) Es gilt C' = {wy, ws, w3} = {(—, —,0), (— , , (= ) )y T
(c) Es g {w, s, ws} {(\/5 /5 =T Vs i U var v var)
8 2 10

Wir priifen z.B. < wy, w3 >=

VI05vaL | VioBval | viosval |
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23.11 Korollar:

Ist W C V eine orthonormale Menge von Vektoren, so kann man W zu einer ONB von V
erganzen.

Beweis: Sei W = {wy, ..., wn,}.

(a) Die Vektoren in W sind R-linear unabhéngig.
Sind aq,...,a,, € R mit a;w, + ...+ a,,w,, = 0, so folgt
0=®(a1wy + ...+ UpWp, QW1 + ... + Apwy,) = a2 + ...+ a2, alsoa; = ... = a,, = 0.
Insbesondere erhalten wir m < n = dimg(V).

(b) Ergénze W zu einer Basis {wy, ..., wn, Umi1,...,v,} von V. Wende das
Gram-Schmidt-Verfahren an. Erhalte eine ONB {wy, ..., Wy, Wni1,...,w,} von V, wie
man durch Anwendung des Algorithmus sieht. qed.

Frage: Funktioniert die Bildung orthogonaler Komplemente und orthogonaler direkter Summen
richtig, wenn ® ein Skalarprodukt ist?

23.12 Satz:

Sei V' ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ® : V' x V' — R und sei U C V ein
R-Untervektorraum. Dann gilt V = U @ U+
In diesem Fall schreiben wir V = U@ U+ und nennen dies eine orthogonale direkte Summe.

Beweis: Wir wissen bereits, dass dimg(U) + dimg(U+) = n = dimg(V) gilt, denn ® ist nicht
ausgeartet. Zu zeigen ist also noch U N U+ = {0}.

Sei v € UNUL. Wegen v € U™ gilt insbesondere v L v, also ®(v,v) = 0. Da ® positiv definit ist,
folgt v = 0. qed.

C. Und sonst? Was kann man jetzt sonst noch alles messen?

Idee: Im R™ kann man Volumina mit Determinanten messen!

23.13 Bemerkung: (Wiederholung)

(a) Seien v = (ay,as) und w = (by, by) zwei linear unabhiingige Vektoren in R? \ {0}. Dann ist
die Flache des von v und w aufgespannten Parallelogramms gegeben durch:

VOZ(U, UJ) = |CL1b2 — a2b1|

(b) Seien v = (ay, ag,as), w = (by, be,bs) und u = (c1, ¢a, ¢3) lineare unabhéngige Vektoren in
R3\ {0}. Dann ist das Volumen des duch v, w und u aufgespannten Spats (oder
Parallelepipeds) gegeben durch

ap Gz as a; Qg as
Vol(v,w,u) = |det | by by b3 = |det(A)] mit A= | b by bs

1 C2 C3 1 C2 C3
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Betrachte v = aje; + agses + azes mit (ag, as, ag) als Koordinatentupel beziiglich der Basis
{e1, €2, e3}. Dann kann man die Gramsche Matrix des Standardskalarprodukts beziiglich
der Basis E bilden und erhélt beziiglich der Basis B = {v, w,u} die Gramsche Matrix

tr

a by a; Go as
GB(CD) = ag bQ Co : GE((I)) . bl b2 b3 = AAtT
as b3 C3 €1 C2 C3

Also folgt Vol(v,w,u) = |det(A)| = \/det(AA") = /det(Gp(P))

23.14 Definition:

Sei V' ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ® : V' x V' — R und sei
W =A{vy,..., v} CV mit m < n. Dann heifit

O(vy,v1) - P(vr,v)
G(v1,...,0y) = det : : €eR
(I)(Umavl) e (I)(/Umvvm)

die Gramsche Determinante von W.

23.15 Satz:

Sei V' ein eulidischer Vektorraum mit Skalarprodukt @ : V' x V — R und sei
W =A{v,...,u,} CV.

(a) Es gilt G(vq,...,v,) > 0.
(b) Genau dann gilt G(v,...,v,) =0, wenn {vy,...,v,} linear abhéingig ist.
Beweis:

(a) Sei B = {wy,...,w,} eine ONB von V (existiert nach 23.9). Fiir ¢ = 1,...,m schreibe
v; = aqwy + ... + apw, mit a;; € R und setze A = (a;;) € Mat,, ,(R). Dann gilt:
G(Ul, Ce ,Um) = d@t(@(ﬂi, Uj))i,j
Hierbei gilt: ®(v;,v;) = P(aqwr + ... + apwn, aywr + ... + ajwy)
>
k=1

ZZ aia;P(we, wy) = anaj + ... + GinQjy.
Also fOlgt G(Ul, c. ,'Um> = det(aﬂaﬂ + ...+ amajn)i,j = det(AA”’)

1

A
em
Ergénze A zur Matrix C' = _+1 € Mat,(R) und erhalte det(CC™)
€n
A AA" 0
Em+1 tr tr tr 1 tr
= det | -<A e em> =det| ) = det(AA™)
€n 1

Dies liefert G(vy, ..., v,) = det(AA™) = det(CC™) = det(C) - det(C™) = det(C?) > 0
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(b) ,=* Es gelte G(vy,...,v,) = 0. Angenommen, W ist linear unabhingig. Dann wihle

{wiy, .. ;w —ip_m} C B so, dass {vy, ..., 0m, W, ..., w;, .} linear unabhéngig ist.
A
. . . €m+1 .
Bilde nun die Matrix C' = . und erhalte (wie eben)
€n

0=G(vy,...,0,)=det(AA") = det(CC'") = det(C)?. Dies widerspricht der Annahme,
dass C' invertierbar ist.

,<=" Klar. qed.

23.16 Definition:

Sei V' ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt @ : V' x V' — R und sei V' = {vy,..., v, }
eine Menge von linear unabhéngigen Vektoren in V. Dann heif3t

Vol(vi,...,um) = \/G(v1,...,0,) das Volumen des von W aufgespannten m-dimensionalen
Spats (oder Parallelepipeds).

23.17 Satz: (Die Ungleichung von Hadamard)

Sei W ={wvy,...,v,} eine Menge von Vektoren in einem euklidischen Vektorraum V' mit
Skalarprodukt @ : V' x V' — R. Dann gilt: Vol(vy,...,v5) < ||vi]le - ||vm]|e
Hierbei gilt Gleichheit genau dann, wenn W beziiglich ® orthogonal ist.

Beweis: Indem man die Ungleichung quadriert, sieht man, dass es geniigt
G(v1, ..., Up) < P(v,v1) - (U, Uy) 2u zeigen:
Wir zeigen, dass fiir jedes » < m und fiir die eindeutig bestimmte Zerlegung v, = v, + v mit

v E< vy, ..,y > und V) €< vy, .., Uy > gilts
G(v1y. .., Un) 5 G(v1,...,vp—1) - PV, 0)) (%) G(vry. .. vp_1) - (v, vy).

Dann folgt die Behauptung des Satzes mit Induktion nach r.
Es gilt ®(v,,v,) = ®(v. + v/ vl +0!) = ®(v),v)) + 2P(v.,v)) +P (v, v))
———

=0
= O, v.) + o, V) > D(v,v)).

Ty or YT ry Ypr

Dies zeigt (2) und die Tatsache, dass in (2) genau dann Gleichheit gilt, wenn
v L<wy,...,v._1 > erfiillt ist.

Nun beweisen wir noch (1). Dazu verwenden wir ®(v;,v.) = ®(v;,v,) fiir ¢ =1,...,7 — 1 und
O (v, v,) = P(v],v.) + P(v,v). Dies liefert:

T

¢<U17U1) (I)<'017’UT71> (I)<U17U/>

G(v1,...,v,) = det : : :
(I)('Urfluvl) (I)<'Urfluvrfl) (I)<'Urflavl)

T

O(vy,v1) 0 @(vy,v) ‘CD(UT,UL)JMI)(U” i)

rTyEr
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Schreibe v. = cjvy + ... 4+ ¢,_1v,_1 mit ¢q,...,c¢,—1 € R. Subtrahiere von der letzten Spalte das
c;-fache der i-ten Spalte fiir = 1,...,r — 1. Die letzte Spalte ist dann:

0

0
@(U// ,U//)

ryrr

Entwicklung nach der neuen letzten Spalte ergibt G(vy,...,v.) = G(v1,...,v.—1) - D(v], 0)).
qed.
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24 Dame, Konig, Ass, Vektorraum (Hierarchie der
Vektorriume)

Sei V' ein (n-dimensionaler) reeller Vektorraum.

24.1 Bemerkung:

Ist V' ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ® : V' x V' — R, so wird V durch
|-flo:V — R zu einem normierten Vektorraum. Jedoch nicht jeder normierte reelle
v o=/ P(v,0)
Vektorraum entsteht auf diese Weise, d.h. nicht jede Norm kommt von einem Skalarprodukt her
(vel. Ubungen).

24.2 Satz: (Die Parallelogramm-Gleichung)

(a) Ist V euklidisch mit Skalarprodukt ® : V' x V — R und || - [l : V — R die zu ® assoziierte
Norm, so gilt:

lv +wllg + llv — wllg = 2[jvlls +2[wlg

(b) Ist || - | : V — R eine Norm auf V, fiir die die Parallelogramm-Gleichung stets gilt, so
existiert ein Skalarprodukt ® : V xV — Rmit |- || = - ||e.
Beweis:

(a) Esgilt ||[v +w|3 + [[v —w|3 = (v +w,v+w) + P(v — w,v — w)
= [P(v,v) + 2P (v, w) + ®(w,w)] + [P(v,v) — 2P (v, w) + P(w,w)] = 2®(v,v) + 2&(w, w)
=2[[ol3 + 2[|wl5

(b) Setze ®(v,w) = [|lv + w|* — ||v||* = |Jw||?] fiir v,w € V und erhalte eine Abbildung
O:VxV =R
® symmetrisch: Klar.
® positiv definit: ®(v,v) = 3[[|2v]|* = 2[|v[|*] = |Jv|]* > 0
® bilinear: Seien vy, vy, w € V. Dann gilt: 2P (vy + vg, w) — 2P (vy, w) — 2P (v2, w)
= flor vt wl = [lor +v2* = [Jw]|* = [Jor + w[* + [[o |2 + [[w]]* = [Joa + wl|* + [[oa]|* + [Jw]|?
= —5llvi v +2w]]® = Fllvi — o> + 5l vz + 202 + o1 +va || = [[or +va |2 + [[or [P + [Jv [
= —5llor = v2]|? = 3llvs + wal* + [Jua[|* + [Jo2]1* = 0.

Wegen der Symmetrie von @ gilt damit auch ®(v,w; + wy) = ®(v,wy) + P(v, we)
fiir v, wy,wy € V.

Seien nun a € R und v,w € V. Zu zeigen: ®(av,w) = a®(v,w).

1.) Fiir a € N schliefe mit vollstindiger Induktion nach a:
a =1: Klar.
a>1: ¢(av,w) = P((a — 1)v+v,w) = ¢((a — 1)v,w) + P(v,w)

5. (0= D2, w) + &, w) = ad(v, w)
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2.) Fiir a € Z,a < 0 verwende ®(av, w) = —P(—av,w) nach der
Parallelogrammgleichung: 2®(av, w) 4+ 2®(—av, w)

= llav + w|* = [lav[P*[lw]]® + || = av + w|]* = || = av]]* = [|w|?
= llav + w|* + [lav — w[|* = 2[|av|]* = 2[jw|* = 0.

3.) Fira =% € Q mit ¢ > 0 verwende ®(av, w) = q%@(pv,qw) 5 Ho(v,w) = a®(v,w).

4.) Fiir a € R beliebig verwende eine Folge ¢, 2, ... in Q mit lim ¢; = a und die
Stetigkeit von ®. ged.

24.3 Definition:
(a) Eine Metrik auf V' ist eine Abbildung d: V' x V' — R mit folgenden Eigenschaften:

1.) d(v,w) >0 und d(v,w) =0 v=w
2.) d(v,w) = d(w,v)
3.) d(v,w) < d(v,u) + d(u,w) fir u,v,w €V

(b) Ein Vektorraum V' zusammen mit einer Metrik auf V' heifit ein metrischer (Vektor)raum.

24.4 Satz:

Ist (V,]| - ||) ein normierter Vektorraum, so wird durch d:V xV — R eine Metrik
(v,w) = v —w]
auf V' definiert. Also ist jeder normierte Vektorraum ein metrischer Vektorraum.

Beweis:

1) dv,w) =|jv—w|| >0und dv,w) = |[v —w|| =0 v-—w=0&v=w

2) d(w,0) = o — w] = w - o] = d(w,v)

3.) d(v,w) = [lv —w[| < flv =l + [Ju = wl| = d(v,w) + d(u, w) ged.

24.5 Bemerkung:

(a) Nicht jede Metrik auf einem reellen Vektorraum kommt von einer Norm.

Beispiel: Sei (R, R) der Vektorraum der stetigen Abbildungen f: R — R und
[flx = max{|f(x)|: —k <z <k} fiir k > 0. Dann setze d(f,g) = > 27% L = gl

o 1+ —gle
Dies ist eine Metrik auf V', fiir die es eine Norm || - || gibt mit d(f,g) = ||f — g||-

(b) Es ergibt sich eine Hierarchie der reellen Vektorrdume:

euklidischer Vektorraum

oA

normierter Vektorraum

oA

metrischer Raum

oA
(topologischer Raum)
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Kapitel VIII: Die Achse des Guten
(Die Hauptachsentransformation)

25 Wie man pervertiert invertiert indem man ungeniert
transponiert (Orthogonale Abbildungen und
Matrizen)

A. Uber die Treue

In diesem Abschnitt sei V' ein (n-dimensionaler) euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt
o:VxV—-R

Frage: Welche Endomorphismen f : V — V erhalten Lingen und Winkel?

25.1 Definition:

(a) Eine R-lineare Abbildung f : V' — V heifit orthogonal, wenn fiir alle v,w € V gilt:
O(f(v), f(w)) = (v, w).

(b) Eine Abbildung f : V — V heiit langentreu, wenn fiir alle v,w € V gilt
lv —wlle = [[f(v) = f(w)le.

(c¢) Eine Abbildung f : V — V heifit winkeltreu, wenn fiir alle v,w € V gilt:
£(f(v), f(w)) = £L(v, w)

25.2 Bemerkung:

Eine orthogonale R-lineare Abbildung f : V' — V ist lingen- und winkeltreu, denn fiir alle
v,w eV gilt:

1f(v) = f(w)lle = V/(f(v) — f(w), f(v) = f(w)) = VO(f(v —w), f(v —w))
=/P(v—w,v—w)=|lv—wle

L(f(v), f(w)) = arccos O(f (), f(w) = arccos O, w) L(v,w)

1f()lle - [/ (w) lWlle - llwlle

Frage: Wie erkennt man an einer Darstellungsmatrix von f, ob f orthogonal ist?

25.3 Lemma:

Sei B ={vy,...,v,} eine ONB von V und f:V — V ein Endomorphismus. Genau dann ist f
orthogonal, wenn fiir ¢, j € {1,...,n} gilt: ®(f(v;), f(v;)) = ®(v;, v;).

Beweis: ,,=“ Klar.

»<" Seien v,w € V. Schreibe v = a;v; + ... + a,v, und w = byv; + ... + byv, mit a;,b; € R.
Dann gﬂt: @(f(?)), f(w)) = (I)(alf<v1) Tt anf(”n)a blf(vl) +...+ bnf(“n))

n

- z > aibyb(f(v). f(13)) = S5 aibd (v, v;)
— (D(

‘ i=1j=1
a1vy + ...+ apUy, vy + .o+ bpu,) = (v, w) qed.
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25.4 Satz:
Sei B = {vy,...,v,} eine ONB von V. Genau dann ist ein Endomorphismus f:V — V
orthogonal, wenn die Matrix Mp(f) invertierbar ist und Mp(f)~' = Mp(f)™.
Insbesondere ist jeder orthogonale Endomorphismus ein Automorphismus.
Beweis: Schreibe Mp(f) = (ai;), d.h. es gelte f(v;) = aijv1 + ...+ apjv, fir i =1,... n.
Dann gilt:
f orthogonal 2, Fir alle 4,5 € {1,...,n} gilt ®(f(v), f(v))) = ®(vi,v;) = d;5
< Firalle i, j € {1,...,n} gilt > > arjar; P(vg, vy)
k=11=1 —
Okt
n a1
= Z Qi = (alia . >Clm') : : = [eiMB<f)tr] : [MB(f)ej] = 51’;‘
k=1 N — N —
Apj
i-te Zeile j-te Spalte
von Mp(f)"  von Mp(f)
< Fiir ¢,5 € {1,...,n} ist der (i, j)-Eintrag von Mp(f)" - Mp(f) gleich 0;;
& Mp(f)- Mp(f)" = I
& Mp(f) ist invertierbar und Mp(f)~t = Mp(f) qed.

25.5 Definition:

Eine Matrix A € Mat,(R) heiit orthogonal, wenn sie invertierbar ist und A= = A" gilt.
Sie ist also genau dann orthogonal, wenn die assoziierte lineare Abbildung f4 : V — V
orthogonal ist.

25.6 Beispiel: (Die orthogonalen Endomorphismen des R?)

Sei V = R? E die Standardbasis, ® : R?xR?> — R das Standardskalarprodukt
(v,w) = <v,w>
beziiglich £ und sei f : R? — R? eine R-lineare Abbildung.

b
Schreibe Mg(f) = ( “ q ) mit a, b, ¢,d € R. Die Abbildung f ist genau dann orthogonal,

C

1
wenn Mg (f)" - Mp(f) = ( “c ) ( @b ) = ( 0 ) gilt. Dies liefert die Gleichungen:

b d c d 01

(I) a*+c* =
(II) V*+d* =
(II1) ab+ed = 0

Somit gibt es ein ¢ € [0,27) mit a = cos(y) und v = sin(y), sowie ein 1) € [0, 27)
mit b = sin(y) und d = cos(1).

Gleichung (/11) liefert dann sin(¢ + ) = cos(p)sin(v) + sin(¢)cos()) = 0.
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Dies zeigt ¢ + 1 € {0, 7,27, 37} und daher ¢ € {—p, 7™ — p, 21 — @, 31 — ¢}. Damit erhalten wir:

_ [ cosly) sin(p) ) _ [ cos(p) —sin(p)
ME(f)_<8m(g0) —cos(gp)) der Mg(f) (sz’n(gp) cos(¢) )

. J/

Spieg?srlung Drehung um den Winkel %

Im ersten Fall gilt x;(z) =2? — 1= (x — 1)(z + 1) und in einer geeigneten ONB B von R? gilt:

MB<f>—(é _01)

Im zweiten Fall gilt x;(z) = 22 — 2cos(p)z + 1. Fiir ¢ # 0 ist f nicht trigonalisierbar.

25.7 Satz: (Eigenschaften orthogonaler Abbildungen)
In obiger Situation gilt:

(a) Die Eigenwerte von f sind in {1, —1} enthalten.
(b) Es gilt: Fig(f,1)Qe Eig(f,—1).
(c) Auch die Umkehrabbildung f~' : V' — V ist orthogonal.
(d) Es gilt: det(f) € {1, —1}.
)

(e) Die Spalten von Mp(f) bilden eine ONB von R" beziiglich < -, - >.
Ebenso bilden die Zeilen von Mg(f) eine ONB von R™ beziiglich < -,- >.

Beweis:

(a) Sei A € R ein Eigenwert von f und v € V' \ {0} mit f(v) = \v.

Dann gilt: || f(v)|| = /(f(v), f(v)) = v/®(v,v) = [Jo|| und [ f(v)]| = [IAv]| = [A] - [|v]].
Wegen v # 0 folgt |\| = 1, also A € {1, —1}.

(b) Seiwv € Fig(f,1) und w € Eig(f, —1). Dann gilt:
(v, w) = (f(v), f(w)) = (v, —w) = —=(v, w).

Hieraus ergibt sich ®(v,w) =0, also v Lg w.

(c) Nach Satz 25.5 ist f bijektiv, also ist f=' : V — V eine wohldefinierte, R-lineare
Abbildung. Fiir v,w € V gilt ®(/~(0), /" (w)) = ®(/(f~ (), F(f~ (1)) = B(v, w).
Also ist f~! orthogonal.

(d) Sei B eine ONB von V. Nach Satz 25.5 gilt Mp(f)" - Mp(f) = I,. Also folgt:

= det(I,,) = det(Mp(f)" - Mp(f)) = det(Mp(f)"") - det(Mp(f)) = det(Mp(f))* = det(f)?
und somit det(f) € {1,—1}.

(e) Sei B={vy,...,v,} eine ONB von V. Fiir i, 5 = 1,...,n gilt:
O(f(vi), f(v;)) = ®(vs,v;) = 65, d.h. auch C = {f(v1),..., f(v,)} ist eine ONB von V.
Schreibe nun Mp(f) = (a;;) mit a;; € R, d.h. es gelte f(v;) = a1;01 + ... + ap v, fir
7=1...,n.
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= 51‘]‘ = tb(f(v,), f(i)j)) = CD(alivl + ...+ apivy, a1;v1 + ...+ anjvn)

n n n A arj
= E agia; ®(vg, v) = E ApiQp; =< : ) : >
——"
k=1 =1 k=1
Qi anj
Okl

Also sind die Spalten von Mp(f) eine ONB von R" beziiglich < -, - >.

Nach (c) ist auch f=': V' — V eine orthogonale Abbildung und ihre Matrix beziiglich B
ist Mp(f=') = Mp(f)~! = Mp(f)!. Nach dem bereits bewiesenen sind die Spalten von
Mp(f)' also eine ONB von R™ beziiglich < -, - >. Die Spalten von Mp(f)"" sind genau die
Zeilen von Mp(f). qed.

25.8 Beispiel: (Orthogonale Endomorphismen des R?)

Sei V = R? mit Standardskalarprodukt < -,- > beziiglich £ und sei f: R?* — R3 eine
orthogonale Abbildung. Das Polynom y; € R[z] hat die Gestalt x; = —z* + az* + bz £ 1. Es
folgt lim x¢(z) = —oo und lim xs(z) = co. Somits besitzt x¢(z) nach dem Zwischenwertsatz

eine Nullstelle A.
Nach Satz 25.7.a folgt A € {1,—1}. Sei v; € R3\ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert \. Indem

wir gegebenenfalls v; durch HZ—ln ersetzen, konnen wir ||vi|| = 1 annehmen.

1
N ach Korollar 23.11 kénnen wir v; zu einer ONB B = {vy, v5,v3} von R? ergéinzen. Fiir den
R-Untervektorraum W = Ruy + Rug gilt dann f(vs) L v; wegen
< f(ve),v1 >=< f(v9), £f(v1) >=< vy, £v; >= 0 und f(v3) L v; wegen
< f(vg),v1 >=< f(v3), £f(v1) >=< vz, £v; >= 0. Dies zeigt f(v2), f(v3) €< vy >T= W, also
f(W) C W. Daher besitzt Mp(f) die Gestalt

Mg(f) = mit a,b,c,d € R

S O >
o & O
Qo O

b b
Nach Satz 27.7.d gilt det(Mp(f)) = X - det ( ¢ J ) = +1, also det ( ¢ J ) = +1. Es ergeben
c c

sich vier Falle:

C

b
(a) A= —1,det ( “ g ) = —1: Die orthogonale Abbildung ¢ : R? — R? mit Matrix

b
Mg(g) = (cL g ) ist nach Beispiel 25.6 eine Spiegelung und hat zwei Eigenwerte

N =1, )" = —1. Man kann daher {vq,v3} durch eine ONB {v}, v5} von W so ersetzen, dass
die Matrix von f beziiglich B’ = {v;, v}, v5} die Gestalt

-1 0 0
Mp(f)=1 0 —10
0 0 1

hat. Dies ist eine Drehung um 180° um die vj-Achse.
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b
(b) A= 1,det ( “ q > = —1. Betrachte wieder die Abbildung ¢ : R? — R? mit Matrix
c

b
MEg(g) = ( “ J ) Sie ist eine Spiegelung. Daher gibt es eine ONB B'{vy, v}, v4} von V

c
mit

1 0 O

Mp(f)=10 -1 0

0 0 1

Dies ist eine Spiegelung an der Ebene Rv; + Ruj.

a b

b
(¢) A= —1,det ( = 1. Die Abbildung g : R? — R? mit Matrix Mg(g) = ¢ ist

i
c d c d

nach Beispiel 25.6 eine Drehung. Also gibt es einem Winkel ¢ € [0, 27) und eine ONB
{¥,, 03} von W, so dass die Matrix von f beziiglich B = {vy, 09, 03} die Gestalt

-1 0 0
Mp(f)=1 0 cos(ep) —sin(p)
0 sin(e) cos(yp)

hat. Hier ist f eine Drehspiegelung mit Drehachse Ruvy, Drehwinkel ¢ und Spiegelung an
der Ebene Ry + Ros.

-1 0 0
(Spezialfall: p =7 = Mp(f) = 0 -1 0 = f ist die Punkstpiegelung an O.)
0 0 -1

“ Z > = 1. Die Abbildung g : R? — R? mit Matrix Mg(g) = ( ¢ Z ) ist
c c

(d) A=1,det (

eine Drehung um einen Winkel ¢ € [0, 27). Also gibt es eine ONB B = {uvy, 015, §)3} mit

1 0 0
Ms(f)=1 0 cos(p) —sin(p)
0 sin(p) cos(p)

Hier ist f eine Drehung um den Winkel ¢ um die Rv;-Achse.
(Der Fall ¢ = 7 entspricht auch dem Fall (a)).

Fazit: Im R? gibt es folgende orthogonale Abbildungen:
e Drehungen (Um Achsen durch O).
e Spiegelungen (An Ebenen durch O).

e Drehspiegelungen (inkl. Punktspiegelung an O) (Drehachse durch O, Spiegelachse
senkrecht dazu und auch durch O)
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25.9 Theorem: (Normalform orthogonaler Abbildungen)

Sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt & : V' x V — R und sei
f:V — V eine orthogonale, R-lineare Abbildung. Dann gibt es eine ONB B = {vy,...,v,} von
V', so dass die Matrix von f beziiglich B die Gestalt

1 0

Q1 0

0 Q:

besitzt, wobei Q; € Maty(R) von der Form Q; = C(,)S((po —sin(i) ist mit
sin(p;)  cos(pi)

¢ € (0,2m) \ {w}. Mit anderen Worten, die Matrix @); ist ein Drehkéstchen.
Beweis: Wir schlieflen mit vollstdndiger Induktion nach n:
n = 1: Klar.

n > 1: Es gibt einen f-invarianten R-Untervektorraum W C V' mit dimg(W) € {1,2} (vgl.
Ubungen). Weil f injektiv ist, folgt aus f(W) C W bereits f(W) = W. Fiir w € W und v € W+
gilt:

eWw ew
Hieraus folgt f(W+) C W+ und daher f(W+) =W+, Also sind g = fjw : W — W und
h= fiws : W — W+ zwei orthogonale Abbildungen.
Fiir eine Vektor v =w + @ € V mit w € W und w € W+ gilt: f(v) = g(w) + h(w). Wir wenden
nun die Induktionsvoraussetzung auf W+ an und erhalten eine ONB B von W+, so dass M 5(h)
die behauptete Gestalt besitzt. Jetzt gibt es zwei Félle:

1. Fall: dimg(W) = 1. Dann besitzt W eine Basis {v} mit einem Eigenvektor v von f, also mit
f(v) € {v,—v} und mit [[ve = 1.
Beziiglich der ONB B = {v} U B von V besitzt Mp(f) dann die Gestalt

Bringt man die Vektoren in B als in die richtige Reihenfolge, so hat die Matrix von f die
behauptete Gestalt.



Lineare Algebra und analytische Geometrie 11 S. 47

2. Fall: Tst dimg(W) = 2, so gibt es nach Beispiel 25.6 eine ONB B = {uv;,v,} von W, so dass
Mg(g) die Gestalt

sin(p)  cos(p)

oder My(g) = ( :l(:)l iol ) hat.

Mp(g) = ( os() ‘“““”) mit ¢ € (0,27) \ {r}

Beziiglich der Basis B = B U B hat Mg(f) dann die Gestalt

Mg(f) = ( %2 MBO(h) ) mit einem Drehkéstchen Q oder
+1 0 0
Mg(fy=] 0 =1
0 | M(h)
Ordnet man die Basis B also geeignet an, so hat Mp(f) die behauptete Gestalt. ged.

B. Und was hat das alles mit Fuf3ball zu tun?

Sie V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ® : V x V' — R.

25.10 Bemerkung:
Sei f: R" — R" eine R-lineare Abbildung. Die Determinante

|det(f)| = |det(Mp(f))| = det|(f(e1), ..., f(en))]

misst das Volumen des Bildes des Einheitsquaders, d.h. das Volumen von

Q:{le(61)++cnf(en)|0§0%§1}

Somit ist |det(f)| ein Maf fiir die Volumenénderung bei der Anwendung der Abbildung f.
Was aber ist die Bedeutung von Vorz(det(f)) € {1,—1}7

25.11 Definition:

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum und f : V' — V ein Automorphismus.
Dann heifit die Abbildung f

(a) orientierungstreu (oder orientierungserhaltend), wenn det(f) > 0 gilt und

(b) orientierungsuntreu, wenn det(f) < 0 gilt.
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25.12 Beispiel:

(a) Betrachte die R-lineare Abbildung f : R? — R? mit

-1 —
1 —

Mg(f) = <

N[ s =
\—/

Es gilt det(f) =2 >0

Yy y

—_— T

? X <\§\? > X

N ’

(b) Betrachte nun g : R? — R? mit

g
s
I
Y
—_ |
=
N [—= =t
N——

Es gilt det(g) = —2 <0
y y

X K

25.13 Definition:

Seien B = {vy,...,v,} und C = {wy, ..., w,} zwei Basen eines R-Vektorraums V. Sei f: V — V
ein eindeutig bestimmter Automorphismus mit f(v;) = w; firi=1,...,n.

(a) Die Basen B und C' heiflen gleichorientiert, wenn det(f) > 0 gilt.
Schreibweise: B ~ C'

Es ist leicht zu sehen, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist.
or

(b) Sei M die Menge aller Basen von V. Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M.

Eine Orientierung auf V ist eine Aquivalenzklasse gleich orientierter Basen.

Schreibweise: [B] sei die Aquivalenzklasse von B.
Es gibt genau zwei Orientierungen: M = [B|U[C]
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25.14 Beispiel: (Orientierungen im R? und R?)

(a) Die Standardbasis von R?, also £ = {e}, e}, hat eine Aquivalenzklasse [E], die wir die
Orientierung entgegen dem Uhrzeigersinn (oder die mathematisch-positive Orientierung)
nennen.

Skizze:

y

"entgegen dem
Uhrzeigersinn”

EE*\

g 3 X
Die Basis B = {ej, —ey} hat eine andere Orientierung,
1
denn f:R?* — R? erfiillt det(f) = det 0 01 =-1<0
€1 = e

€y =  —€9

Die Orientierung [B] heifit die Orientierung im Uhrzeigersinn.
Skizze:

Yy

g 3 X
—/im Uhrzaigersinn”
E.‘2 -

(b) Die Standardbasis E = {ey, es, e3} von R? besitzt die rechte-Hand-Orientierung (oder
mathematisch-positive Orientierung) [E] von R3.
Skizze:

"Dauman-£ eigefinger-Mittalfimger”
& der rechten Hand

& Y
'E'I F K
X
T="aus der Tafel heraus”

Z
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Die Basis B = {ey, €5, —e3} von R? erfiillt [B] # [E]. Thre Orientierung heifit die
linke-Hand-Orientierung.
Skizze:

&2 sin dia Tafel hingin®

-'f - a
/ - ’

25.15 Satz: (Der Satz vom Fufiball)

Bei einem Fuflballspiel liegt der Ball zu Beginn der ersten und der zweiten Halbzeit jeweils am
AnstoBpunkt. Dann gibt es genau 2 Punkte auf der Balloberfliche, die sich zu beiden
Zeitpunkten genau an der gleichen Stelle des umgebenden Raumes befinden.

(Oder alle Punkte der Balloberfliiche befinden sich zweimal exakt an derselben Stelle im
umgebenden Raum.)

Beweis: Das Koordinatensystem von R? sei so gewihlt, dass der Mittelpunkt des Balles im
Ursprung O liegt. O.E. sei das Koordinatensystem so gewéhlt, dass der Radius des Balles gerade
1 ist. Die Balloberfliche ist dann S = {(a,b,c) € R? | a* +b* + ¢* = 1}.

Sei f: S — S die Abbildung, die jedem Punkt der Balloberfliche zu Beginn des Spieles seine
Position zu Beginn der zweiten Halbzeit zuordnet. Die Abbildung f ist offenbar ldngentreu.

Nun definieren wir eine Abbildung f : R® — R? durch f(v) = ||v| - f (”U”) Dann gilt:

LF @)= ol - 11 ()l = lloll fiir alle v € R,
Behauptung 1: Die Abbildung f erfiillt: < f(v), f(w) >=< v,w > fiir alle v,w € R3.
Beweis: Es gilt: < f(v), f(w) >= —3[If(v) = f(w)II* = [f)]* = £ (w)]’]
= —3d(f (), f(w)) =[[v]]* = [w]|*]
—— ——
Distanz von f(v) und f(w)

Skizze:

Es gilt: [[f(0) = f(@)lI* = [F )P+ 1 f @)* =2 [|f )] - [[f (w)]] - cos()

= oll* + lwl* =2 [Jol| - lwl]| - cos(a) = [[v[|* + [[w]|* = 2 [0l - [lw]]- < ev, €w >
< >
denn cos(a) = % =< €y, €y >

Dies liefert < f(v), f(w) >= ||v]| - ||w|| - cos(a) =< v, w >= Behauptung 1
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Behauptung 2: Die Abbildung f ist R-linear.

Beweis: Schreibe v € R? als v =< v,e1 > e1+ < v,e3 > s+ < v, €3 > €3
und f(v) =< f(v),e1 > er+ < f(v),e2 > ext+ < f(v),e3 > ea.
Wegen Behauptung 1 ist {f(e1), f(e2), f(e3)} wieder eine ONB von R®. Somit gilt auch:

f) =< f(v), fex) > fler)+ < f(v), f(e2) > fle2)+ < f(v), fles) > f(es)

=<v,e1 > fler)+ < wv,es > f(ea)+ < v,e3 > f(e3)

Seien nun v, w € R? und A, u € R. Dann gilt:
F 4 pw) =< Mv + pw, ey > fer)+ < Av + pw, es > fea)+ < Av + pw, e3 > f(es)

=A<v,e; > flen) +u<w,er > fle)) + A <v,ea > f(ea) +pu < w,ex > f(es)
+A <w,ez3> fleg) +u <w,es > fles) = Af(v) + pf(w) = Behauptung 2

Also ist f : R® — R? eine orthogonale, R-lineare Abbildung. Ferner ist f orientierungserhaltend,
wie man sieht, indem man sich in den Ball ein Koordinatensystem eingebaut denkt. Dies liefert
det(f) = 1.

Nach Beispiel 25.8 ergibt sich, dass f einen Eigenwert A = 1 besitzt. Die beiden Vektoren der
Lénge 1 in Fig(f,1) sind also Fixpunkte von f. Mogliche Matrizen fiir f:

1 0 0 100 1 0 O
0 cos(a) —sin(a) | oder [ O 1 O | oder [ O —1 O
0 sin(a) cos(a) 001 0 0 -1
Insgesamt ist f eine Drehung um eine geeignete Achse und hat genau 2 Fixpunkte. ged.

C. Gibt es auch nicht-lineare, langentreue Abbildungen?

25.16 Beispiel:

Sei a € V ein fester Vektor. Dann heifit die Abbildung 7,:V — V die Translation
v o— v+ta

(oder die Verschiebung) um a. Die Abbildung 7, ist fiir @ # 0 nicht R-linear, denn

T(v+w)=v+w+a#10)+1(w)=v+a+w+a=v+w+ 2a.

Die Abbildung 7, ist bijektiv und es gilt (7,)™' = 7_,.

Die Abbildung 7, ist lingentreu, denn ||7,(v) — 7. (w)|| = ||(v + a) — (w + a)|| = ||v — w||

fiir alle v,w € V.

25.17 Satz:

Sei V' ein euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt @ : V x V — R und sei f : V — V eine
langentreue Abbildung. Dann gibt es einen festen Vektor a € V' und eine orthogonale, R-lineare
Abbildung g : V' — V mit f = 7, o g. Insbesondere ist f bijektiv.
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Beweis: Sei a = f(0) und g =7_,0 f.

Dann ist g : V' — V eine ldngentreue Abbildung mit g(0) = 7_,(f(0)) = 7—4(a) = 0.
Insbesondere gilt: ||g(v)|| = d(g(v), g(0)) = d(v,0) = ||v||. Fir alle v € V folgt somit:

©(g(v), g(w)) = =3lllg(v) = g(w)[I* = llg()II* = llg(w)][*]
= —3ld(g(v), g(w))* —[Jv[|* — [|w]|’]
— 7
= d(—v,w)?
= —5lllv —wl? = vl = w]’] = & (v, w)
Nun zeigen wir noch, dass g R-linear ist (= Satz):

Sei B ={vy,...,v,} eine ONB von V beziiglich ®. Dann folgt, dass auch {g(v;),...,g(v,)} eine
ONB von V ist. Ein Vektor v € V besitzt Darstellungen:

g(v) = Z D(g(v), g(vi))g(vi) = Z P (v, v;)g(vs)
i=1 i=1
Fiir v,w € V und A, u € R erhalten wir:
g + pw) = Z P(Av + pw, vi)g(vi) = A Z P (v, vi)g(vi) + p Z ®(w,vi)g(vi)
i=1 i=1 i=1

= Ag(v) + pg(w)
qed.

25.18 Definition:

Sei V' ein reeller Vektorraum und sei d : V x V — R eine Metrik.
Eine Abbildung f : V' — V heifit eine Isometrie von V', wenn fiir alle v,w € V gilt:

d(f(v), f(w)) = d(v,w).

25.19 Korollar:

Ist V' ein euklidischer Vektorraum, so ist jede Isometrie von V' die Komposition einer R-linearen,
orthogonalen Abbildung g : V' — V mit einer Translation.
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26 Gespiegelt und doch gleich! (Symmetrische Matrizen)

A. Sind symmetrische Matrizen etwas Besseres, oder halten sie
sich nur dafiir?

26.1 Theorem:

Ist A € Mat,(R) eine symmetrische Matrix, so besitzt A mindestens einen reellen Eigenwert.

Beweis: (Unter Verwendung von Analysis IT)

Betrachte die Abbildung g:R* — R
(1, .oy xn) = (21, xn) - A (21, x0)" =gy, x)
Dies ist eine Polynomfunktion vom Grad 2 in den Unbestimmten x4, ..., x,.

Sei S ={(ai,...,a,) ER"|a?+ ...+ a? =1} die Einheitssphiire. Da S eine kompakte
Teilmenge von R™ und ¢ eine stetige Funktion ist, nimmt ¢ auf S ein Maximum an.
Sei also v = (x1,...,2,) € S mit vAV" > wAw™ fiir alle w € S.

Behauptung: Ist w € S und w L v, so gilt w L Av™".
Beweis: Sei A € [0,1] und g = v/1 — A% und sei u = Av + pw.
Wegen w L v gilt dann [Jul|* =< Av + pw, Ao + pw >= N?||v||? + p?||w||* = 1, also u € S. Nun
gilt:
tr tr tr _ )2, tr tr tr 2 tr
VAV > uAu" = (A + pw)A(Av 4 pw)" = A 0 AvT + AppAw” +ApwAvT +pfw Aw
gleich, da A symmmetrisch
= N0 A0 + pPwAw' + 2 pw Av'
Hi . tr < )2 tr 2 tr
ieraus folgt: 2 \pwAw' < (1 — A )vAv" — pwAw

—_= /“’L2

Fiir pn # 0, A # 1 folgt: 2 wAv™ = p(vAv” — wAw™)
> 0, da vAv!'" maximal war

Angenommen, w L Av'" gilt nicht, d.h. angenommen wAv"" # 0.
O.E. sei dann wAv"™ > 0 (sonst ersetze w durch —w).

Dann folgt 0 < 2, /1 — p*(wAv™) < p (vAVT — wAwW')
S~—— ~~~

— 1 — 0

und fiir g — 0 folgt ein Widerspruch. = Behauptung

Betrachte nun den R-Untervektorraum W = (R -v)*t. Es gilt W+ =R-v und Av" € Wt =R-v.
Somit gibt es ein A € R mit Av'" = X\ - 0", d.h. v ist ein Eigenvektor von A. Wegen v # 0 besitzt
A den Eigenwert A € R. qed.

26.2 Korollar:

Sei V' ein n-dimensionaler R-Vektorraum und f : V' — V ein Endomorphismus. Gibt es eine
Basis B von V', so dass Mp(f) symmetrisch ist, so besitzt f einen Eigenwert A € R.

Frage: Welche Endomorphismen besitzen symmetrische Darstellungsmatrizen?
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26.3 Satz:

Sei V' ein n-dimensionaler, euklidischer Vektorraum mit Skalarprodukt ® : V' x V' — R und sei
f:V — V eine R-lineare Abbildung. Dann sind die folgenden Bedingungen &quivalent:

(a) Es gibt eine ONB B von V, so dass Mpg(f) symmetrisch ist.

(b) Fir jede ONB B von V ist Mp(f) symmetrisch.

(c) Fir alle v,w € V gilt: ®(f(v),w) = ®(v, f(w)).

(d) Ist B =A{vy,...,v,} eine ONB von V, so gilt ®(f(v;),v;) = ®(v;, f(v;)) fiir alle 7, j.

Sind diese Bedingungen erfiillt, so heifit f ein selbstadjungierter Endomorphismus.

Beweis:,,b=a“ Klar.
~d=b" Sei Mp(f) = (ai;), d.h. es gelte f(v;) = ay;v1 + ... + ay;v,. Dann gilt:

Q(f(vi),v5) = Payvy + ... + anvy, v;) = aj; und
(I)(Ui, f(UJ)) = (I)('Ui, a1;U1 + ..+ anjvn) = Qi
Also folgt a;; = a;; fiir alle ¢, j, d.h. Mp(f) ist symmetrisch.

,c=d“ Klar.

sa=c“ Sel Mp(f) = (a;;) mit a;; = aj; fir alle 4, j. Schreibe B = {vy,...,v,} und
v="bv + ...+ by, w=cv; + ...+ c,v, mit by, ¢; € R. Dann gilt:

O(f(v),w) = P(f(brvy + ...+ byvy), 11 + ... + Crvp) = ZZbich)(f('ui),vj)

i=1 j=1
= Z Z bich)(alivl + ...+ ApiUp ’Uj) = Z Z biCjCLji = Z Z biCjCLij
i=1 j=1 =1 j=1 =1 j=1
n n n n
= Z Z b,’Cj(I)(UZ', a1;U1 + ...+ CLnjUn) = Z Z biCj(I)(’Ui, f(UJ))

i=1 j=1 i=1 j=1
= ®(byvy + ... + by, flavr + ..+ uuy)) = P(v, f(w))
qed.

26.4 Theorem:

Sei V' ein n-dimensionaler, euklidischer Vektorraum und f : V' — V ein selbstadjungierter
Endomorphismus. Dann gibt es eine ONB B von V', so dass Mp(f) eine Diagonalmatrix ist.

Beweis: Wir schliefen mit vollstdndiger Induktion nach n:
n=1: Mg(f) ist stets eine Diagonalmatrix.

n > 1: Sei C' eine ONB von V. Nach Satz 26.3 ist Mc(f) eine symmetrische Matrix. Nach
Korollar 26.2 besitzt f dann einen Eigenwert A € R.

Sei v € V' \ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert \. Setze W = (R - v)t. Dann gilt: V=WQOR v
und dimg(W) =n — 1.

Ferner gilt: f(W) C W, denn fiir alle w € W gilt:
O(f(w),v) = ®(w, f(v)) = P(w, W) = AP(w,v) =0, also f(w) € (R-v)t =W.
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Nun wenden wir die Induktionsvoraussetzung auf die Abbildung g = fjw : W — W an. Somit
gibt es eine ONB B = {uvy,...,v,} von W mit Mz(g) als Diagonalmatrix.

Die Menge B= {v,va,...,v,} ist eine OGB von V. Ersetzen wir v; = ﬁ, So ist

B = {vy,...,v,} eine ONB von V.

Beziiglich der Basis B hat

Diagonalgestalt. ged.

26.5 Korollar: (Algorithmus zur Diagonalisierung selbstadjungierter
Abbildungen)

Sei f:V — V ein selbstadjungierter Endomorphismus.

(a) Berechne yf(x) und eine Faktorisierung x¢(z) = (—1)"(x — A\p)* - -+ (x — A\ )™ mit
paarweise verschiedenen Ay, ..., \,, € R und mit p; > 0.

(b) Fiir i =1,...,m berechne eine Basis B; von Eig(f, \;).

(¢) Firi=1,...,m wende das Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren auf B; an und
erhalte eine ONB C; von Eig(f, \;).

(d) Gib C =CyU...UC,, aus und stoppe.

A 0
Dies ist ein Algorithmus, der eine ONB C von V' berechnet, so dass Mo (f) =

eine Diagonalmatrix ist.
Beweis: Es ist nur zu zeigen, dass V = Fig(f,\)D... O Fig(f, \,,) gilt.
Schreibe xf(z) = (—=1)"(x — A)"* - - - (x — Ay )™ wie im Algorithmus. Nach dem Theorem gibt es

eine ONB B = {vy,...,v,} von V bestehend aus Eigenvektoren. Also miissen jeweils p; dieser
Vektoren eine ONB von Eig(f, \;) bilden. Wegen vy, L v; fiir k = folgt Eig(f, \i) L Eig(f, ;)
fiir 7 # 7. qed.

26.6 Beispiel:
Gegeben sei die R-lineare Abbildung f : R?* — R? mit

2 1 2
3 3 3

_ _ 1 14 2
A=Mg(f)=1 3 -5 %
5> 2 _u
3 15 15

1.) A ist symmetrisch.
2.) A ist orthonormal, denn die Spalten stehen aufeinander senkrecht und haben die Lénge 1.
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Wir wollen f bzw. A diagonalisieren:
(a) xp(x)=—-2* -2 +2+1=—(x+1)*(z—1)
(b) Berechne Eig(f,1) =R (5,1,2) und Fig(f,—1)=R-(0,2,-1) @R - (1,—-1,-2)

(¢) Orthonormalisiere Eig(f,1) und erhalte < (\/%, \/Lgfo, \/L:To) >
Orthonormalisiere Fig(f, —1) und erhalte < (0, \%, —\/ig), (\/ié, —\/Lg, —\%) >

(d) Alsoist C = {(\%—0, \/L?To’ \/%—0), (0, \%, —\/ig), (\/Lg, —\/ié, —\%)} eine ONB von R? mit
1 0
Mo(f)={ 0 -1 0
0 0 -1

B. Und was bedeutet dies fiir symmetrische Matrizen?

26.7 Satz: (Diagonalisierung symmetrischer Matrizen)

Sei A € Mat,(R) eine symmetrische Matrix. Dann gibt es eine orthogonale Matrix 7" € O,,(R),
A1 0

so dass T AT = eine Diagonalmatrix mit \; € R ist.
0 Am

Beweis: Sei f: R" — R™ der Endomorphismus mit Matrix Mg(f) = A.

Da E eine ONB beziiglich < -, - > darstellt, ist f eine selbstadjungierte, R-lineare Abbildung.
Also gibt es eine ONB B von R" beziiglich der Mp(f) eine Diagonalmatrix ist.

Sei T' die Transformationsmatrix von E nach B. Dann ist T" orthogonal und es folgt

Mp(f) =T AT =T AT. qed.

Frage: Wie kann man die Diagonalisierung explizit durchfiihren?
e erste Moglichkeit: Verwende die Methode aus Korollar 26.5

o zweite Moglichkeit: Simultane Zeilen- und Spaltenumformungen

26.8 Definition:

/) a b

Sei A = Dol € Mat, (R) symmetrisch mit a,b,¢ € R und a # 0.
J b c
i J

Fiihre die folgenden beiden Operationen durch:
1.) Addiere das —2-fache der i-ten Zeile zur j-ten Zeile.

2.) Addiere das —g—fache der i-ten Spalte zur j-ten Spalte



Lineare Algebra und analytische Geometrie 11 S. 57

Das Ergebnis ist die symmetrische Matrix:

T
I

mit d = ——

Die kombinierte Operation nennt man eine simultane Zeilen- und Spaltenoperation.

26.9 Bemerkung: (Diagonalisierung mit simultanen Zeilen- und
Spaltenumformungen)

Gegeben sei eine symmetrische Matrix A € Mat,(R). Dann kann man A mit simultanen Zeilen-
und Spaltenoperationen in Diagonalgestalt iiberfithren.

Wenden wir dabei eine elementare Zeilenoperation C/™ an, so miissen wir anschliefend sofort die
entsprechende Spaltenoperation C; durchfiihren.

Gehe dabei wie folgt vor:

(a) Ist a; # 0, so kann man die i-te Zeile/Spalte mit Hilfe von a;; ,ausrdumen*.

(b) Ist a; = 0 und ein weiteres a;; = 0, und gibt es in der i-ten Zeile/Spalte ein Element
b;j = bj; # 0, so addiere die j-te Zeile/Spalte zur i-ten und erhalte auf der Diagonalen
a;; = 2b;;. Wende dann (a) an.

Wir fithren wie folgt Buch:

I, A
Oiﬁr ]n C fr A Cl
CST Ciﬁr I, CST C fr A C; Oy
C;ET . Ciﬁr I, = Tt | D = C’;ET - Cfr A Cy - C,

Das Verfahren berechnet auch die Transformationsmatrix 7' € GL,(R).

Warnung: T ist im Allgemeinen nicht orthogonal!

26.10 Beispiel:

a b

Gegeben sei A = (
b ¢

> € Maty(R) mit a # 0.

_0
Also gilt: D = T" AT mit T = ( ! a )
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26.11 Beispiel:

1 2 2
Wir wollen die Matrix A= | 2 1 4 | € Mat3(Q) diagonalisieren:
2 4 4
1 0O o1 2 2
0 1 02 1 4
0 0 1|2 4 4
10 01 0 2
-2 1 0|0 =3 0
0O 0 1|2 0 4
1 0 01 0 O
-2 1 0|0 =3 0
-2 0 1|0 0 O
I I
T D
1 -2 =2
Alsogilt D=TrATmitT=] 0 1 0
0 0 1

26.12 Satz:

Sei A € Mat,(R) eine symmetrische Matrix und sei ® : R” x R" — R die symmetrische
Bilinearform mit Gg(®) = A.

(a) Es gibt eine Basis B = {vy,...,v,} von R", so dass Gp(®P) die folgende Gestalt besitzt:

1 0
0 0
0 1
—1 0
Gp(®) = 0 0 mit k,1 >0
0 ~1
0
0 0
0
ke I

(b) Es gibt eine Matrix T € GLy(R), so dass T" AT die in (a) angegebene Gestalt besitzt.
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Beweis:

(a) Wihle gem#f Theorem 26.4 eine ONB B = {@, ..., #,} von R” (beziiglich < -, >)
bestehend aus Eigenvektoren von A, so dass Mp(fa) eine Diagonalmatrix ist. Mit anderen

A 0
Worten, es gibt eine Matrix S € O,(R), so dass S AS =

0 An
eine Diagonalmatrix ist.
O.E. sei {01, ...,0,} so numeriert, dass Ay,..., Ay > 0 und Agiq, ..., Agy und
)\k+l+l = ...= )\n =0 gllt
Definiere nun B = {vy,...,v,} durch

L_.g, , firi=1,....k+1
V; =
U; ,fire=k+10+1,....n

Dann folgt: ®(vi,v;) = v; - Gp(P) - v = v; AvY

J

Jin

Ajr < i, 0 > , fir j > k+1

:{ﬁm

~tr .. . A ~tr . .
v Ao fir g =1,k +1 _ = <wu v > furj=1,.. . k+I
v ADY , fiir j > k41

15173 ,fiirjzl,...,k
0 yfirg=k+1+1,...,n

\i2|62’] ,furyzl,,k—i—l
0 , fir g > k+1

Somit besitzt Gp(P) die angegebene Gestalt.

(b) Folgt aus (a) und der Transformationsformel fiir Gramsche Matrizen. qed.
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27 Spray more - get more! Der Hauptachseneffekt (Die
Hauptachsentransformation)

Im Folgenden sei @ : R” x R™ — R eine symmetrische Bilinearform. Das Standardskalarprodukt
sei < -,- > R*" X R" — R.

Fragen:
e Wie kann man die Gramsche Matrix von ® auf moglichst einfache Gestalt transformieren?
e Wie kann man dies geometrisch interpretieren?
e Wie kann man algorithmisch entscheiden, ob ® positiv definit ist?

A. Wo verlaufen die Hauptachsen? Wo laufen sie denn hin?

27.1 Theorem: (Die Hauptachsentransformation fiir symmetrische
Bilinearformen)

Sei @ : R" x R™ — R eine symmetrische Bilinearform.

(a) Dann gibt es eine ONB B = {vy,...,v,} von R" beziiglich < -,- >, so dass gilt:
O (v;,v;) = 0 falls ¢ # j. Mit anderen Worten, G(®) ist eine Diagonalmatrix.

(b) Es gibt eine OGB C' = {wy, ..., w,} von R", so dass G¢(P) die folgende Gestalt besitzt:

I, 0 0
Geo(P) = 0 -, 0 mit k,1 >0
0 0 0
Beweis:
(a) Vgl. Satz 26.7
gl. datz 26. ged.
(b) Vgl. Satz 26.12 d

27.2 Beispiel:

Sei @ : R? x R? — R eine symmetrische Bilinearform und A = Gg(®) = ( Z
a

b)mita,be]R

1.) Wir berechnen xa(z) = 22 — 2ax + (a* — b*) und erhalten \; = a + b, \s = a — b als
Eigenwerte von A.

2.) Wir berechnen Eig(A,a+ b
Fig(A,a—b) =R - (

~—

=R (\%,\%) =:R-v; und
: R - vy. Dabei ist B = {v,v,} eine ONB von R2.

a+b 0
0 a—>b

. A
V27 V2

3.) In der Basis B gilt Gg(®)
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Jetzt betrachten wir die quadratische Form ¢:R? — R , also
.y = (2y) A (z,y)"

q(z,y) = az® + 2bxy + ay®.
Sei C' C R? die Kurve C' = {(x,y) € R? | ¢(x,y) = 1}, die sogenannte Nullstellenmenge von g — 1.
Skizze: 1. Fall: A, Ay > 0

Yy

Was haben unsere Ausgangsdaten a,b (bzw. A\; = a + b, A\ = a — b) mit den Halbachsenldngen
(=halbe Lénge der Hauptachsen) a, 5 zu tun?

Seien z1, 25 die Koordinaten eines Punktes (z,y) beziiglich der ONB B = {v;, v2}. Dann gilt:

1 1
( t ) — ( \{5 1\@ > ( “ ) ,Drehung um 45
Y V2 V2 %2

Die Gleichung der quadratischen Form ¢ in den neuen Koordinaten zi, zo lautet:
q(z1,22) = (a+0)27 + (a — b)23. O.E. gelte \; =a+b > 0.

_ 1 _ 1 _ 1 1
Setze o = e \/mundﬁ T = Ve

| 2 22 4 fallshy=a—b>0
Dann gilt: q(zl"z?):a_éif% mlt{ — falls Az:a—b<o
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2

2
Die Gleichung 2—12 + % = 1 ist die Gleichung einer Ellipse bzw. Hyperbel mit den
!

Halbachsenlidngen «, 3 (siehe §28).

B. Und wann definiert ® ein Skalarprodukt?

27.3 Satz:

Eine symmetrische Bilinearform & : R™ x R™ — R ist genau dann ein Skalarprodukt, wenn die
Eigenwerte von G g(®) alle positiv sind.
(4: Bei der Transformation 7% - Gg(®) - T konnen sich die Eigenwerte dndern!)

Beweis: Sei B = {vy,...,v,} eine ONB von R" beziiglich < -,- >, so dass
A 0

Gp(P) = eine Diagonalmatrix ist. Die Zahlen Aq, ..., \, sind die (nicht
0 An

notwendig verschiedenen) Eigenwerte von Gg(®). Wegen Gg(®) = T 'Gp(®)T mit T € O,(R)
sind A, ..., A, auch die Eigenwerte von Gg(®).

Fiir einen Vektor v = ayv; + ... + a,v, mit a; € R gilt:

O(v,v) = P(avy + ... + apUp, a1 + ...+ ayvy) = Z Zaiajq)(vi, ;)

— iiaiaj)\i . 51‘]‘ = iaf)\z
=1

i=1 j=1

Diese Summe ist genau dann fur alle (ag,...,a,) € R"\ {0} positiv, wenn A; > 0,..., A\, >0
gilt. qed.

27.4 Definition:

Sei V ein R-Vektorraum und @ : V x V — R eine Bilinearform. Dann heif3t

Vo={veV|®(,w)=0 fir alle w € V}

der Ausartungsraum von .
Offenbar ist V; ein R-Untervektorraum von V.

27.5 Satz:

Sei @ : R™ x R" — R eine symmetrische Bilinearform. Sei W, der Ausartungsraum von ®.
Dann gibt es R-Untervektorrdaume W, , W_ von R™ mit folgenden Eigenschaften:

(a) R" = Wy @ W, & W_ ist eine orthogonale direkte Summe beziiglich < -,- >
und beziiglich ®.

(b) Fur w e W, \ {0} gilt ®(w,w) > 0 und fir w € W_ \ {0} gilt ®(w,w) < 0.
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Beweis: Sei B = {wy,...,w,} eine ONB beziiglich < -,- >, die aus Eigenvektoren von Gg(®)
besteht. Schreibe ®(w;, w;) = A\;0;; fir i = 1,...,n mit \; € R.

O.E. gelte dabei Ay, ..., A\ >0 und Agyq,. .., ey <O0und Mgy =... =\, =0.

Setze W, =< wyq,...,wp > und W_ =< w1, ..., wgy >. Mit diesen beiden Vektorrdumen
weisen wir nun (a) und (b) nach:

(a) Beziiglich < -,- > gilt: R" = WD W, D W_ nach Konstruktion.
Beziiglich ¢ folgt die Orthogonalitét der direkten Summe aus Eig(fa, \i) Lo Eig(fa, A))
falls i # 7.

(b) Zuerst zeigen wir Wy =< w4441, . .., w, >. Dabei ist ,O¢ klar.

LC“Seiv=aw; +...+a,w, €V*:tmita, R Firi=1,...,k+1gilt
O (v, w;) = ey ®(wy, w;) + ... + a,P(wy, w;) = a;®(w;, w;) = a;\; =0 = a; = 0.
= v e< Wh4l41y -+ -, Wy >= WO

Nun zeigen wir: ®(w,w) > 0 fir w € Wy \ {0}:
Sei w = aqwy + ... + apw;, mit a; € R.

ko k
= O(w,w) =YY a;a;P(w;, w;) = ath + ...+ ai >0
i=1j=1

Analog folgt ®(w,w) < 0 fiir w e W_\ {0}. qed.

27.6 Bemerkung:

Sei V' ein endlich-dimensionaler, reeller Vektorraum und ® : V' x V' — R eine symmetrische
Bilinearform.

(a) Die Mengen Cy ={v eV | ®(v,v) =0} und Cy ={v €V | (v,v) > 0} U{0} und
C_={veV|®(v,v)<0}U{0} sind im Allgemeinen keine Untervektorrdume von V.

(b) Es gibt im Allgemeinen sehr viele Untervektorrdume V, C Cy und V_ C C_ mit
V - % S5 V+ S V_

27.7 Theorem: (Der Trigheitssatz von Sylvester)

Sei V' eine endlich-dimensionaler, reeller Vektorraum und @ : V' x V' — R eine symmetrische
Bilinearform.

Sei Vj der Ausartungsraum von ® und seien V,,V_ C V R-Untervektorrdaume mit
ViC{veV|®(v,v) >0} U{0}und Vo C{v eV |®(v,v) <0} U{0} und V =V,DOV,DV_.
Dann sind die Zahlen r, = dimg(V,) und r_ = dimg(V_) unabhéngig von der Wahl der
Zerlegung, d.h. ist V = VoD V,.D V_, so folgt r, = dimg(V,) und r_ = dimg(V_).

e Die Zahl r heifit der Trégheitsindex (oder Positivitétsindex) von ®.

Die Zahl r_ heifit der Negativitéitsindex von ®.

Die Zahl r; — r_ heiit die Signatur von ®.

Die Zahl ro = dimg(Vp) heifit der Nullindex von ®.

Die Zahl r; 4 r_ heifit der Rang von ®.
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Beweis:
Zwischenbehauptung: Ist W C V ein R-Untervektorraum mit W C {v € V' | ®(v,v) > 0} U {0},
so gilt Wn (Vo & V) = {0}.

Beweis: Sei v € W\ {0}. Gilt v € V_ & Vp, so schreibe v = v_ + vy mit v_ € V_ und vy € V4.
Dann gilt: 0 < ®(v,v) = ®(v_ + vg,v— + v9) = P(v_,v_) + P(vg, v9) < 04 = Behauptung

Nun wenden wir die Dimensionsformel an und erhalten:
dimg(W) + dimg(V_) + dimg(Vo) <n

Seinun V =V, @ f/+ @ V_ eine weitere Zerlegung der gewiinschten Art. Setzt man W = \~/+, SO
folgt dimg(Vy) < n — dimg(V_) — dimg(Vp) = dimg(Vy) = r .

Vertauscht man die Rollen von V., V_ mit Vi, V_, so folgt analog dimg(V,) < dimg(V,), also
insgesamt dimg(V,) = 7.

Wegen 1y +r_ = n — dimg(Vy) = dimg (V) + dimg(V_) = r, + dimg(V_) folgt:

dimg(V_) = r_. qed.

27.8 Satz: (Das Hauptminorenkriterium fiir positive Definitheit)

Sei @ : R™ x R™ — R eine Bilinearform und A = Gg(®) = (a;;) ihre Gramsche Matrix.
Dann sind die folgenden Bedingungen &quivalent:

(a) Die Abbildung @ ist ein Skalarprodukt.

.....

Haupt?ﬁinoren
A1 0
Beweis: ,,(a)=-(b)*“ Wihle S € O,(R) so, dass S AS = gilt mit \; € R. Nach
0 An

Satz 27.3 gilt \;, >0 firi=1,...,n.
Insbesondere folgt det(A) = Ay --- A, > 0. Die Matrix Ay = (@) j=1
der Einschrinkung von ® auf

i 1st die Gramsche Matrix

.....

den R-Untervektorraum {(z1,...,2,) € R" | 2341 = ... = 2, = 0} 2 R*. Also folgt analog
det(Ay) > 0.
»(b)=(a)* Wir schlieen mit vollstindiger Induktion nach n:
n = 1: Klar.
A1 0
n > 1: Wihle T € GL,_1(R) mit T A,_,T = mit \; >0 firi=1,...,n— 1.
0 An—1
0 A1 0 B
Setze T' = r € GL,(R). Dann folgt: T AT = h : =B
0 0 An—1 | Bn-1
0 --- 0‘1 By - 511—1‘ B,

Nach Voraussetzung ist det(B) = det(A) - det(T)* > 0.
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g
Sei nun S = Iny : mit y; = —&.
Tn—1 )\Z
0 0] 1
A 0
Dann folgt S BS = mit det(B)
0 An

Nach Satz 27.3 folgt, dass ® positiv definit ist.

det(S)2 =X -+ X, >0, also A\, >0

qed.
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28 Store meine Kreise nicht! (Kegelschnitte)
A. Ellipsen - Die Theorie vom Einheitsei

Im Folgenden betrachten wir die Zeichenebene und identifizieren sie mit R?

28.1 Definition:
(a) Seien zg,yo € R und r € R. Die Menge der Punkte

K ={(z,y) €eR*| (z —x0)* + (y — )" =1}

heifit der Kreis mit Mittelpunkt (z¢,yo) und Radius r.

(b) Seien a,b € R mit 0 < b < a. Die Menge der Punkte

2 2

Z Y
B={ye®| S+ L -1

heifit die Ellipse mit den Halbachsen a,b und den Scheitelpunkten
(a,0),(—a,0),(0,b), (0,=Db).

Skizze:
¥
(0.b)
b
I:"E.U] a {31':'.:'} x
(0.-b)

28.2 Bemerkung:

(a) Der Kreis K ist im Fall (xg,yo) = (0,0) eine Ellipse mit den Halbachsen r und r.

(b) Man kann allgemeinere Ellipsen definieren durch

B ={(r,y) e R | 12112 .

~ (c1z + coy + dp)? n (c3z + cay + d2)? — 1} mit ( 1 C
C3 C4

> € SO,(R)

und di,dy € R
Ellipsen mit solchen allgemeinen Gleichungen werden spéater untersucht.
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28.3 Definition:

Seien a,b € R mit 0 < b < a.

(a) Sei ¢ =+v/a? —b? > 0. Dann heiflen die Punkte F' = (¢,0) und F’ = (—c,0) die

Brennpunkte von E.

(b) Die Zahl e = ¢ erfiillt 0 < e < 1. Sie heifit die Exzentrizitéit der Ellipse E. Es gilt e = 0
genau dann, wenn FE ein Kreis ist.

28.4 Satz: (Die Abstandseigenschaft der Ellipse)
Fiir jeden Punkt P € E gilt: ||P — F|| + ||P — F'| = 2a.

Beweis: Sei P = (z,y) € E. Aus z—j + Z—z =1 folgt 226 + y?a® — a?V? = 0.
= [(x— )+ 92 [(x+ ) + 92 = [2? + v + 2 + 2] = (22 + y* + a® — V*)? — 42%(a® — b?)
=zt + oyt 4+ at + bt + 22%y? + 222%a® — 22207 + 2y%a? — 2920 — 2a2b? — 42%a® + 42%b?
=zt + oyt 4+ at + bt + 22%y? — 22%a® + 2220 + 2y2a? — 2y%b? — 2a%D?
=2 +yt +at + bt + 22%y? — 22%a® — 22207 — 2y2a® — 2y%b? — 2ab?
— (22 412 — a2 — B2)?
= V@—)2+y2 Jr+o)+yt=a?+0? —2? -y daz?+y P <a®+1?
= (V(z — )2+ 12/ (z + )2+ y2)? = (2—0)*+ 2+ (z+0) 2+ +2/(x — )2 + 2 /(z + )2 + 12
= 222 + 2¢% + 2a% — 20% + 2a® + 2b® — 222 — 2y% = 44>
:>\\/(x—c)2+yi+\\/(:v+c)2+yi:2a
|P=F] |P = qed.

28.5 Korollar: (Die Fadenkonstruktion der Ellipse)

Spannt man einen Faden der Lange 2a zwischen den Brennpunkten F' = (¢,0) und F'(—c,0) mit
¢ =+Va? — b2, so ergeben die Spannpunkte gerade die Ellipse E.
Skizze:

2N

F F
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28.6 Satz: (Die Reflexionseigenschaft der Ellipse)

Verlasst ein Lichtstrahl einen Brennpunkt der Ellipse und wird er an der Ellipse reflektiert, so
geht der reflektierte Strahl durch den anderen Brennpunkt der Ellipse.
Skizze:

Beweisskizze: Gegeben sei ein Punkt P = (zg,y0) € E.
Die Tangente t durch P an E hat die Gleichung x—gx + = 1=0.
a

b b
Jetzt fillen wir die Lote von F und F’ auf t und erhalten d = —(a — exq) und d' = —(a + exy)

v v
52 1202 /% — b2
mit O = :EO—Q—l—%unde:a—
a a
Ferner gilt: ||F' — P|| = a — exo und |F' — P|| = a + exy. Also sind die Dreiecke A\ FPQ und

A\ F'PQ’ dhnlich. Es folgt a = «'. qed.
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B. Parabeln - Ganz ohne Lessing

28.7 Definition:
Sei ¢ > 0. Die Menge der Punkte

C={(z,y) eR* |y’ = dca}

heiBt eine Parabel mit Brennpunkt F' = (¢, 0) und Scheitelpunkt O = (0, 0).
Skizze:

o =0} £

28.8 Bemerkung:

(a) Andert man das Koordinatensystem und verschiebt man das Bild von C, so erhlt man
allgemeinere Parabeln (z.B. y = 2%, vgl. spiiter).

(b) Die Parabel ist der Grenzfall einer Menge von Ellipsen mit e — 1. Dabei wird ein
Brennpunkt der Ellipse festgehalten und der andere nach oo bewegt.

28.9 Satz: (Die Abstandseigenschaft der Parabel)

Die Parabel C besteht aus allen Punkten P, die von der Geraden G = (—c¢,0) + R(0,1) und von
F = (c,0) gleich weit entfernt sind.
Beweis: Sei P = (z9,y0) € C. Dann gilt:

I1P = Fll = \/(x0 — ¢)* + y3 = /a5 — 2z0c + ¢ + dwoc = g + ¢ = || P = Q)
wobei () der Fulpunkt des Lots von P auf G ist. qed.
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28.10 Satz: (Die Reflexionseigenschaft der Parabel)

Jeder Lichtstrahl, der auf einer Parallelen zur x-Achse aus dem Unendlichen kommt und an der
Parabel C reflektiert wird, verlduft anschlieend durch den Brennpunkt F' = (¢, 0).
Skizze:

G

Beweis: Der Lichtstrahl sei L = (0,0) + R(1,0). Sein Schnittpunkt mit C' sei P = (xg,yp). O.E.
gelte yo > 0. Dann ist C' in der Néhe von P gegeben durch

1
y:\/4ca::2\/cx:>y’:2\/5-7: c
c

T

Die Gleichung der Tangente an C' durch P lautet damit ¢(x) = yo + i(:16 — )
\ =

0
Der Schnittpunkt mit der y-Achse ist:
T = (0,9 — /izo) = (0,40 — v/cZo) = (0, 2yo) (=Mittelpunkt von F und Q)
Zo
Nach Satz 28.9 gilt ||F' — P|| = ||F — Q||. Somit ist das Dreieck A F'PQ gleichschenklig.

Wegen T' = (0, 1yo) = 2(F + Q) = 1((c,0) + (—c,y0)) ist T der Mittelpunkt der Seite F'Q) dieses
Dreiecks. Somit folgt av = o/. qed.

28.11 Bemerkung:

Vom Ursprung O = (0,0) aus werde im Winkel ¢ zum Boden (x-Achse) eine Kanonenkugel
abgeschossen. Unter Vernachléssigung des Luftwiderstandes ist der Winkel ¢ so zu wihlen, dass
die erzielte Schussweite s maximal wird.

Yy
Sei ¥ = (vg,v,) = (v cos(p),v - sin(p)) mit v = || 7|
der Geschwindigkeitsvektor der Kugel beim Abschieflen.
Sei t die Zeit.
) N'l
s X

Es gilt: y"(t) = —g mit g =Gravitationskonstantex 9,81% = /() = —gt + v,
= y(t) = —39t* + vyt und x(t) = v,t.
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Dies zeigt: y(t) = —39-5z(t) + Z—zx(t) fiir alle t > 0.
Die Flugbahn liegt also auf der Parabel C' = {(z,y) € R* | y* + 552 — o =0}

Fiir den Auftreffpunkt (s,0) = (z(to),0) gilt y(to) = 0 = 39t§ = vyt t:;ZO to = 2%
0

und s = z(ty) = %vxvy = §v2 - sin(p)cos(p) = %sm(Zgo).

Dies ist maximal fiir 2 = 7, also fiir ¢ = § = 45

C. Hyperbeln - Besser als jeder Boomerang

28.12 Definition:
Seien a,b € R, . Ferner sei ¢ = v/a? + b%. Dann heifit die Menge der Punkte

2 2

x Yy
H={@ye®| 5 -L =1

eine Hyperbel mit den Brennpunkten F' = (¢,0) und F’ = (—¢,0).
Skizze:

Durch Koordinatentransformation
und Verschiebungen erhélt man

weitere Hyperbeln (vgl. spéter).

28.13 Satz: (Die Abstandseigenschaft der Hyperbel)
Fiir jeden Punkt P € H gilt: ||P — F|| — || P — F'||| = 2a.
Beweis: Sei P = (xq, yo).

)
Aus x_g — % folgt: b%x3 — a’ys = a?b?, also:
a

[(z0 = )* + y5)][(w0 + €)* + 5] = (w0 = €)* (w0 +€))* + (w0 — €)* + y3 (w0 + ¢)* +
= (= a® = b) + y5a§ — Y5 2m0c + y5c* + yias + 25r0c + Y5 + Yo

= (2} — a® — V%) + 2y523 + 2y3* + y

=z + a' + b — 2a2x% — 20%2% + 20D + 2y2xd + 2y2a® + 2y20* + vy

=z + yg +at + b + 223y2 — 2a%x3 + 26723 — 2a%yE + 20%y2 — 2a*b?

= (25 +y5 —a” +07)?

Denn: 2b%z3 — 2ay3 — 2a%b* = 2(b*x3 — a’yi — a®b?) =0
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Hieraus folgt: v/[(zo — ¢)2 + y3)][(z0 + )2 + 13] = 23 + y2 — a® + b?

= 222 + 22 + 2¢2 — 2/[(w0 — )2 + 1})][(z0 + €)% + y3] = 4a

= (VI(zo — ) + 15)] — V(w0 + )* + 1i])°

=22 — 2zrpc+ A+ y2 — 24/ [(x0 — )2 + v2)]V/ [(wo + €)% + y3] + 22 + 2z + 2 + Y2

= |Vwo = e+ 58] — v/[wo + 7 + 4] = 20

= I[P = Fl[ =[P = F'||| = 2a qed.

28.14 Korollar: (Die Fadenkonstruktion der Hyperbel)

Ein Linear der Lange [ >> 2a wird mit einem Kantenende am Punkt F’ = (—c¢,0) befestigt. Am
anderen Ende des Lineals wird eine Schnur der Lénge | — 2a festgemacht. Das zweite Ende der
Schnur wird am Punkt F' = (¢, 0) fixiert.

Die Spannpunkte der Schnur, die auf der Kante des Lineals liegen, bilden einen Ast der
Hyperbel H. Vertauscht man die Rollen von F' und F’ und wiederholt die Prozedur, so erhalt
man den anderen Ast von H.

Skizze:

3y~ Schnur
F
Beweis: Es gilt: di + ds = [ — 2a und
|P—F'||=1l—dy=dy+dy+2a—dy =2a+dy und |P — F| = d,
Also folgt: |P — F|| — ||P — F'|| =2a+ dy — dy = 2a qed.

28.15 Bemerkung:

Fiir x — oo und © — —oo néhert sich H an die Geraden G : y = gx und G' : y = —gx an, denn
y=+2V1? —a? = +2a.

Diese beiden Geraden heiflen die Asymptoten von H.
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28.16 Satz: (Die Reflexionseigenschaft der Hyperbel)

Wird ein von einem Brennpunkt F' der Hyperbel H ausgehender Lichtstrahl an der Hyperbel
reflektiert, so scheint der reflektierte Strahl aus dem anderen Brennpunkt F’ zu kommen.
Skizze:

Beweis: Sei P = (zg,yo) der Punkt auf H, an dem der Lichtstrahl reflektiert wird.
O.E. gelte yo > 0.
In der Ndhe von P besitzt H die Gleichung:

b b 1 b 1 a b b
= —\/ 2 _ 2j/ :——2 e — —_ . —_ =
y=gvema =yl a2y/x3 — a? " a\/xg—azxo b a  ayo
Daher lautet die Gleichung der Tangente t an H in P:
bQZ'O
y= a2—y0($—$0)+yo
Der Durchstropunkt @ = (¢,0) von ¢ auf der x-Achse efiillt:
b2 b2 2 b2 2 b2 2 2 b2 2
onq: 2% — 2y0 = — [:E_S_y_g} = — undsomitq:a—
aYo a’yo by Yo La b Yo Zo

Nun wenden wir den Sinussatz in den Dreiecken A F'QP und A FP(Q an und erhalten:

q+c V(o +e)+yo  (wo+c)+yo c—q _ A/(mo—c)+yo
! — V- = . sowie — = .
sin(a’) sin(m — ) sin(y) sin(a) sin(y)
Hieraus kann man nachrechnen, dass sin(a) = sin(a’) gilt, also a = o'. qed.
b a
[+ /i a b

Sinussatz: =

sin(a)  sin(f)
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D. Autsch! Ein Kreiskegel wird geschnitten!

28.17 Definition:
Die Menge der Punkte

K ={(z,y,2) eR*|2® +y* = 2"}

heifit der Kreiskegel mit Spitze (0,0, 0).
Skizze:

28.18 Bemerkung:

(a) Eine invertierbare Matrix A € GL,(R) entspricht einer bijektiven, R-linearen Abbildung
¢ : R" — R™. Das Bild der Standardbasis F = {ey,...,e,} unter ¢ ist eine Basis
B =A{vy,...,v,} von R™.
Sei nun eine Punktmenge M C R™ definiert durch eine Gleichung:

M:{(zla7$n)€Rn|f<xla7$n):0}

Dabei sind z, ..., z, die Koordinaten eines Punktes P = (z1,...,,) beziiglich der
Standardbasis E.
Welche Gleichungen erfiillen die Koordinaten der Punkte von M beziiglich der neuen Basis

B? Es gilt:
P=(z,...,0,)=zie1+... +apepund v, = A-e; = ¢, = A1y
= P=x A v+ .. A7 v, = A o L 2,0,)
T T
Also ist A~! : = : das Koordinatentupel von P beziiglich der neuen Basis B.
T Tn

(b) Wir drehen jetzt die Basis E = (ey, €9, €3) vom R* um einen Winkel ¢ € [0, 27) um die

y-Achse.
cos(p) 0 sin(p) cos(p) 0 —sin(y) T
= A= 0 1 0 und A™' = 0 1 0 =g |=4"
—sin(p) 0 cos(yp) sin(e) 0 cos(p) z
T cos(p)r — sin(p)z r = cos(p)z + sin(p)Z
also g =y und y = 9
z = sin(p)r + cos(p)z z = —sin(p)T + cos(p)z
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In diesem neuen Koordinatensystem hat der Kreiskegel K also die Gleichung:

2 2

[cos(p)T + sin(p)Z]? + 7 = [—sin(p)T + cos(p)Z]

& (cos*(p) — sin®(p))7? + 4sin(p)cos(p)iz + §* = (cos*(p) — sin®(p))Z

28.19 Satz: (Die Ebenenschnitte des Kreiskegels)

Schneidet man den Kreiskegel mit der Ebene E = {(Z,7,2) € R3| Z = 1}, so ergeben sich in
Abhéngigkeit von ¢ die folgenden Schnittkurven:

m
(a) 0<p< vE Ellipse
(b) ¢ = %: Parabel

(c) Z <p< g: Hyperbel
(Aus Symmetriegriinden liefern andere Winkel ¢ nichts neues.)
Beweis:
(a) Fiir0 < ¢ < % gilt: @? := cos?(p) — sin*(p) > 0
Nach einer quadratischen Ergéinzung lautet die Gleichung von K N E dann:

a?7? + 4sin(p)cos(p)T + 7J* = o?

4 2 4
& (7 + Esin(gp)oos(gp):ﬁ + (Esin(go)cos(go))z) + 7P =a*+ ?SZ‘TL2(§0)COS2(§0)
2 4
& o (7% + Esm(gp)cos(go))z + 7% =a*+ gsinQ(cp)cosQ(cp)
1 1
= — ot + 4sin*(p)cos®(p)] = —[cos () — 2cos*(p)sin®(p) + sin'(p) + 4sin®(p)cos® ()]
o a
L, 2 o vz L
= leos™ (@) +sin?(p))" = —

o2
_ .2 _ L 1 1
Setze T = 7 + —;sin(p)cos(p) und y=gund Z=Zund a = — und b = —
«

a? a
Dann lautet die Gleichung von K N E in der (Z,7)-Ebene:

V' o o, T T
?CE +vy =) @?—{—ﬁ:l

(b) Fir p = % und Z = 1 ergibt sich fiir K N E die Gleichung:

5 V2
dsin()eos()a+ =0 & 4- % : \/T_x LR =06 = 20

(c) Die analoge Rechnung wie im Beweis von (a) liefert:

2 o2 2 7
a = sin(p) — cos (cp)>0und§—ﬁ:1

ged.
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29 Die hohe Kunst der quadratischen Erginzung
(Quadriken)

A. Einige Definitionen - quadratisch, praktisch, gut
In diesem Abschnitt sei K ein Koérper mit char(K) # 2.

29.1 Definition:

(a) Eine Summe der Form

f = Z QT3 5 + Z QorTr + Qo mit oy € K

1<i<j<n 1<k<n

heifit ein quadratisches Polynom iiber K.
Dabei soll mindestens ein a;; mit 1 <14 < j < n ungleich 0 sein.

(b) Sei f ein quadratisches Polynom iiber K. Dann heifit die Punktmenge

Q:{<p1>7pn)EKn|f(p177pn):0}

eine Quadrik in K™ (genauer, die durch f definierte Quadrik).

29.2 Bemerkung:

(a) Sei f ein quadratisches Polynom wie in Definition 29.1. Wir definieren:

Qoo - Gpn
7= (1,2,...,2,) und A = : : € Mat,1(K)
Qpo -+ Qnn
mit a; = o fiiri:(),...,nundaij:aji:%oz,-j firl<i<j<n

Dann ist A eine symmetrische Matrix und es gilt:

flry,...,0,)=7"-A-T= < 1 21 - > CA-
Tn
Somit is die durch f definierte Quadrik gegeben durch
Q={(p1,.-,pn) € K" | p"Ap =0} mit p= (1,p1,...,pa) € K"
Wir sagen auch, dass A die Quadrik @ beschreibt.

(b) Zu einem Vektor

1
xy
n : — x1 n+1
x = : € K" heiffit ¢ = ) e K
Tn,
T

der erweiterte Spaltenvektor zu x.
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(¢) Zu einer Matrix A € Mat,(K) heift

Qoo Qo1 - Gon

— 10

A - . 6 Matn_;’_l(K)

: A
(07%)
eine erweiterte Matrix.
29.3 Beispiel:
2 2

(a) Sei K =R und 0 < b < a. Die durch das quadratische Polynom f = — + ‘Z—Q — 1 definierte
a

Quadrik in R? ist die Ellipse (hier schreiben wir z statt z; und y statt x). Sie ist die durch

die erweiterte Matrix

-1 0 0
A= 0 & 0 | e Mats(R) beschriebene Quadrik, denn:
0 0 =%
b2

f”"Zf:(l T y)X 91: =f

(b) Sei K =R und ¢ > 0. Die durch das quadratische Polynom f = y? — 4cz definierte
Quadrik in R? ist die Parabel. Sie wird beschrieben durch die erweiterte Matrix

0 —2c¢ 0
A=| —2¢ 0 0 | € Mat3(R), denn < 1 =z y)z v | =—der+y*=f
0 0 1 Y
2 2
2y

(c) Sei K =R und seien a,b € R,. Die durch das quadratische Polynom f = — )
a
definierte Quadrik in R? ist die Hyperbel. Sie wird beschrieben durc die erweiterte Matrix

-1 0 O
A= 0 % 0 € Mats(R), denn ( 1 z vy )Z x| =f
0 0 —b% Y

29.4 Definition: (affine Abbildungen, Affinitét)

heif3t die Translation von v.

(a) Sei v € K™. Die Abbildung 7,: K" — K"
r — T+

(b) Eine Abbildung ¢ : K™ — K" heifit eine affine Abbildung, wenn es einen Vektor v € K™
und eine K-lineare Abbildung ¢ : K™ — K" gibt, mit ¢(x) = (7, 0 ¢)(x).
Anders ausgedriickt, fiir alle z € K™ muss ¢(z) = v + ¢ (z) gelten.

(Hierbei ist ¢(0) = v.)
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(¢) Zu einer affinen Abbildung ¢ : K™ — K™ kann man wie folgt eine beschreibende Matrix

by
definieren: Sei A = (a;;) = Mp(v) und v = ¢(0) = © |. Dann gilt also:
bn
I b1
o1, .., 1) = A- : + : fir alle (xq,...,x,) € K". Setzt man
Ty, by,
1 0 0 1 1
_ b _ x
A= .1 A , so folgt: A - .1 = y_l mit (y1,...,yn) = @(x1,...,2y)
bn Tn Yn

(d) Eine Affine Abbildung ¢ : K™ — K™ heifit eine Affinitét, wenn ¢ bijektiv ist. Da eine
Translation stets bijektiv ist, gilt:
¢ Affinitét < A invertierbar < A invertierbar

29.5 Satz:

Sei Q C K™ eine Quadrik und ¢ : K™ — K" eine Affinitét.
Dann ist (@) C K™ ebenfalls eine Quadrik.

Beweis: Schreibe ¢(v) = Bv 4+ b mit b € K™ und B € GL,(K). Setze

1/0 - 0

1 —
> € K™, Somit gilt p~!(w) = Cw fiir

Dann ist ¢ auch gegeben durch ¢(v) = Bv fiir v = (
v

w e K™ mit
1 ‘0 a0

6 pu— pr—
—B™'b B!

Sei @ beschrieben durch die Matrix A € Mat,;(K). Dann gilt:
w=pW) EpQ) sveQ T Av =0 (W'CACW) =0
& w"Dw =0 mit D = C"AC

& w ist in der durch g definierten Quadrik enthalten, wobei g(z, ..., x,) = " D7 gilt. qed.
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29.6 Beispiel:

Sei Q@ C R? die durch f(z1,29) = 23 + 925 — 6125 + 12871 — 4679 — 129 definierte Quadrik.
Um welche Art von Kegelschnitt handelt es sich?

Die Quadrik @) wird beschrieben durch die Matrix

—-129 64 —23
A= 64 1 -3
-23 -3 9

Nun fiihren wir die Koordinatentransformation ¢ : R? — R? mit #; = 2; — 375 und Ty = 2
durch. Die Quadrik ¢(Q) ist dann definiert durch g(#1, 7o) = 7% + 1287 + 33875 — 129
(Ersetze in f: xy = &1 + 3%T9, x93 = To)

Als nichstes fithren wir die Koordinatentransformation ¢ : R? — R? durch mit 7; = #; + 64 und
Ty = 16925 — 2. Dann ist (¢ 0 )(Q) definiert durch h(Z1,T>) = 71 + 2T»
(Ersetze in g: &1 =Ty — 64,79 = régfg + %)

Also ist (¢ 0 ¢)(Q) und daher auch @ eine Parabel.

[Satz:

Die Menge der Punkte (z1,7s) € R?, die einer quadratischen Gleichung

(1111,‘% + 2&12.%13?2 + aggl’g + 2b1$1 + 252172 +c=0

| gentigt, ist stets ein Kegelschnitt.

Frage: Wie findet man (systematisch) ein Koordinatensystem (bzw. eine Affinitét), in dem eine
gegebene Quadrik () eine moglichst einfache definierende quadratische Gleichung besitzt?

B. Klasse! Eine Kassifikation der reellen Quadriken im
n-dimensionalen Raum!

Im Folgenden sei K = R. Ferner sei eine Quadrik () C R™ gegeben, die beschrieben werde durch
eine symmetrische Matrix

Qoo | Qo1 " Aon

A= _ € Mat,1(R) mit A = (a;;) € Mat,(R)

29.7 Bemerkung:

Nach der Hauptachsentransformation symmetrischer Matrizen gibt es eine orthogonale Matrix
T € O,(R), so dass
A 0
D =T"AT = :
0 An

eine Diagonalmatrix ist.
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In dem man 7" um die Multiplikation mit

€1 0 1  falls \; = 0
mit & falls \; # 0

0 En vV | A

abdndert und gegebenenfalls eine Zeilen-/Spaltenpermutation durchfiihrt, erhdlt man nun eine

Matrix S € GL,(R), so dass D = S AS die Gestalt

I, 0 0
D=|0 -5 0
0 0 0
besitzt (vgl. 26.4 und 26.12). Nun setze
1{0 --- 0
— 0
: S
0

Fiihrt man nun die durch S gegebene Koordinatentransformation durch, so wird ¢(Q) definiert
durch

- ~ ~2 ~2 =2 ~2 ~ ~ :
9(Z1, ... Tn) =37+ T — T — .. — Ty + 2(cnZr + - . .+ con@n) + coo mit oo, ..., con €R

Also wird ¢(@Q) beschrieben durch die Matrix

Coo ‘ Co1 "'+ Con
~ g Co1 ]k 0 0
D=S5"45=|
10 =, 0
com| O 0 0
Frage: Kann man auch cqy, ..., co, ,wegtransformieren?

29.8 Theorem: (Affine Hauptachsentransformation reeller
Quadriken)

Gegeben sei eine Quadrik ) C R, die beschrieben werde durch eine symmetrische Matrix

A € Mat,1(R). Dann gibt es eine Affinitét ¢ : R" — R™, so dass ¢(Q) C R™ eine Quadrik ist,
die durch eine Gleichung in Hauptachsenform definiert wird.

Dies ist eine Gleichung von einer der folgenden Bauarten:

(a) B3 4... 43 —3,, —...— i, =0
(b) &3 +.. .+ —ap, —...— 5, —1=0

~2 =2 =2 ~2 = _
() T+ ...+ T —Tfyy — - — Ty + 2Tpua =0
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Beweis: Wir starten mit einem Koordinatensystem, in dem ) durch eine Matrix D wie am Ende
von Bemerkung 29.7 beschrieben wird.
Nun wenden wir eine Translation an, d.h. die Matrix

—C10 1

—Cko

C(k+1)0

<
I

C(k+1)0

0 1

Wir erhalten C = U DU mit einer symmetrischen Matrix C' € Mat,,,;(R) der Gestalt

doo o - 0 Co(k+14+1) " Con
0 I, 0 0 0 - 0
' 0 -, O :

Ql
I

0 0O 0 0

Co(k-+1+1) 0

Con 0 -0 .- e 0
Nun unterscheiden wir drei Falle:

(a) doo = Co(kti41) = --- = Con =0
In diesem Fall wird () definiert durch:

1
| = . - N ~
(1 1 jn>C =B 4. T =T — e — Ty
Tn,
(b) doo 7£ 0, Co(k+i+1) = - -+ = Cop = 0. O.E. gelte dog < 0

(sonst multipliziere die Gleichung von () mit -1 und vertausche k& und [)

1
Setze 0 = v/—dyo und multipliziere die Gleichung von ) mit 52 Fiihre dann die

Koordinatentransformation z; — 67; durch. Dann lautet die neue Gleichung von Q:

=2 =2 =2 ~2 _ .
N+ AT =Ty — . — Ty — 1 =10, denn:



Lineare Algebra und analytische Geometrie 11 S. 82

doo

71

1 Tk

B ~Thp1

(1:51 i,ﬂ)c ' :<1 7 jn) ¥

i —Tpq

0

0
~92 ~2 ~2 5.2 1
:d00+$1+...+$k_«rk+1_"'_‘rk+l ﬁ
) 1 1 1.
w—1+5—2x3+...+5—2$2_ﬁxzﬂ_'”_ﬁxiﬂ

In der Sprache der Matrizen ist diese Transformation gegeben durch:

1] 0 0

e 016, 0 0
D=V"CV mit V =

0 —&I 0

0olo 0 0

Es gebe ein r € {k+1+1,...,n} mit ¢;, # 0. O.E. gelte coptis1) # 0
(ansonsten permutiere CO(k+14+1)5 - - - Con entsprechend)

Fiihre nun die folgende Koordinatentransformation durch:
T T; firc# k+1+1und
Tpyir1 7 Cok141) Thpitl T - oo+ ConTpn + %doo

In den neuen Koordinaten lautet die Gleichung von () dann:

~2 ~2  ~2 ~2 ~
AT T — . — Ty + 2Tk = 0, denn:
1
5 o\~ | T
( 1 2 - I, )C’ )
Ty
—d ~ ~ =2 ) ~2 ~ ~
= Aoo+Co(k+141) Thti+1 T - - FConTn+TI+. . FTp—Th 1 —- - - —Thyy TCo(k+1+1) Thti+1 - - - FConTn
~ ~ =2 ~2 =2 ~2
= Eioo + 2¢o(k 14 1) Thpirr + - oo F Conl’@—i—l‘l +oo T = Xy — s Ty
2% 141

In der Sprache der beschreibenden Matrizen ist diese Koordinatentransformation gegeben
durch E = WWCW, wobei W den Zeilen-/Spaltenoperationen entspricht, bei denen man
mit Hilfe von cy(x4i4+1) nacheinander dog, Cogr+i42), - - - » Con beseitigt.
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Es ergibt sich:

=
|

qed.
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Kapitel IX: Zuriick in die Realitat
(Anwendungen)

30 EZNE TOTAC KAPUTIE UERERTRAGUXG
(Kodierungstheorie)

A. Die allgemeine Situation

30.1 Bemerkung:

Eine Nachricht soll iiber einen ,,verrauschten® Ubertragungskanal iibermittelt werden. Der
Empfanger erhélt also eine eventuell veranderte Nachricht. Der Empfanger mochte:

(a) feststellen, ob die Nachricht verédndert wurde
(b) gegebenenfalls die urspiingliche Nachricht wieder herstellen

Damit dies gelingt, soll der Sender geeignete , Zusatzinformationen* {ibertragen.

Skizze: (K endliches Alphabet = endlicher Korper)

Nachricht Kodierer Ubertragungskanal
(a1,...,a,) € K™ — aus (ay,...,a,) € K® — zu (by,...,b,) wird ein
wird (by,...,b,) € K™ Fehler (cq,...,c¢n) ,addiert®
Dekodierer Ausgabe
— 1.) aus dem empfangenen (by + ¢1,...,by + ¢p) wird —  (a},...,al)
das ,wahrscheinlichste® (b, ...,b ) ermittelt
2.) zu (b},...,0,) wird ein passendes
(af,...,al) ermittelt

30.2 Beispiel: (Der Wiederholungscode)

Sei r > 2 und C die Menge der moglichen Nachrichteneinheiten (Buchstaben,

Elemente von IF,, ...). Um a € C' zu ermitteln, senden wir (a,a,...,a) € C" iiber den Kanal.
————

r-mal

Dekodierer: Wihle als wahrscheinlichste Nachricht o’ € C' diejenige, die im empfangenen Tupel

am héufigsten vorkommt.

Vorteil: Indem man r >> 0 wéhlt, kann man die Wahrscheinlichkeit einer Fehldekodierung sehr

klein machen.

Nachteil: Um eine relativ kleine Nachricht zu iibertragen, miissen sehr viele Daten iiber den
Kanal geschickt werden.
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30.3 Beispiel: (Der ISBN-Code)

Es soll eine 9-stellige Buchnummer iibertragen werden: (a4, ..., aq) € {0,...,9}°

Kodierer: Ein Priifsymbol a;9 € {0,1...,9, X} wird wie folgt berechnet:
ayg = —10a; — 9ay — 8az — ... — 2a9(mod11), wobei X = 10 gelte
(a) Der ISBN-Code erkennt alle Einzelfehler.

(b) Der ISBN-Code erkennt alle Vertauschungsfehler (Transpositionen)

Wir nehmen z.B. an, dass die ersten beiden Zahlen vertauscht wurden, d.h. dass das Tupel
(ag,aq,as, ..., an) epfangen wurde. O.E. gelte a; # as. Wire das empfangene Tupel ein
Codewort, so miisste gelten:

10as + 9ay + 8as + ... 2a9 + a1g = 0(modl1)
Es gilt sicher:
10a; + 9as + 8ag + . . . 2ag + ajp = 0(modll)

Die Differenz ergibt: ay — a; = 0(mod11). Wegen ay,as € {0,...,9} gilt:
as —aj € {—9,-8,...,8,9}. Dies liefert as — a; =0, also a1 = a4

Also kann das emfangene Tupel (as, a1, as, ..., aip) den Prifsummentest nicht bestehen.

Fragen: 1.) Wie kann man die ,, Zusatzinformationen“ mathematisch exakt messen?

2.) Wie kann man die Fehlererkennugs- und Korrekturféhigkeit eines Codes definieren und
messen?

B. Das mathematische Modell

Die Buchstabenmenge sei ein endlicher Korper K.

30.4 Satz:

Sei K ein endlicher Korper. Die Charakteristik von K ist die kleinste Zahl p > 0 mit
lg+ 1k + ...+ 1x = Og. Sie wird mit char(K) bezeichnet.

p—}rnal
(a) Die Zahl p = char(K) ist eine Primzahl.
(b) Sei p = char(K). Dann gibt es eine Zahl e > 0 mit #K = p°.

(¢) Zu jeder Primzahlpotenz g = p°® gibt es bis auf die Isomorphie genau einen Korper K mit

#K = ¢. Er wird mit F, bezeichnet.
Beweis:

(a) Sei char(K) = ab mit a,b > 1.
a-mal b-mal
zur Minimalitat von char(K).
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(b) Die Menge {0k, 1k, 2k, ..., (p — 1)k} € K ist ein Teilkérper von K, der zu F, = Z/pZ
isomorph ist.
Identifiziere I, nun mit diesem Teilkérper, d.h. es gilt F,, € K. Betrachte nun K als
[F,-Vektorraum.
Dann folgt: e = dimg,(K) < 0o. Sei {vy,...,v.} eine Basis dieses Vektorraumes. Es folgt,
dass ¢ : K — (F,)° ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist.

v, = €

Somit folgt: #K = #(F,)¢ = p°
(c¢) Fur e =1 gibt es den Korper K =F, = Z/pZ. Fiir e > 1 wird die Existenz und

Eindeutigkeit von I, in der Vorlesung , Algebra und Zahlentheorie* bewiesen. qed.

30.5 Definition:
Die Menge der Codewdrter (d.h. der kodierten Nachrichteneinheiten) eines Codes sei C' C (F,)™.

Dann heifit
_ log,(#C)

n

R

die Informationsrate des Codes C.

30.6 Bemerkung:

Offenbar gilt 0 < R < 1. Der Satz von Shannon besagt, dass es zu jeder Informationsrate R < 1
fiir n >> 0 Codes gibt, bei denen die Wahrscheinlichkeit einer Fehldekodierung beliebig klein
gemacht werden kann.

Problem: Wie findet man solche ,,guten“ Codes?

Im Folgenden sei e > 0, p eine Primzahl, ¢ = p° und K =F, (meist: ¢ = p,e = 1).

30.7 Definition:
Sei K =F, und V = (F,)". Fiir zwei Tupel v = (a4, ...,a,) € F, und w = (by,...,b,) € F, heifit

d(v,w) ={i | a; # b;}

der Hamming-Abstand von v und w.

30.8 Satz:
Sei K = F,. Dann ist der Hamming-Abstand
d:FyxFy — R
(v,w) — d(v,w)

eine Metrik auf Fg.

Beweis: Offenbar gilt: d(v,w) > 0 und d(v,w) = 0 < v = w. Weiter ist d(v, w) = d(w, v)
klarerweise erfiillt. Zu zeigen ist also die Dreiecksungleichung:
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Seien v = (ay,...,an), w = (b1,...,by),u= (c1,...,c,) €Fy. O.E. gebe es ein ip € {1,...,n} mit
a; # b; fir 1 <17 <igund a; = b; fiir ig + 1 <7 < n. Nach der Definition von d(v,w) gilt somit
d(v,w) = ig. Jetzt definieren wir:

1.) iy =Anzahl der Stellen in {1,... iy}, an denen sich w und u unterscheiden

2.) i =Anzahl der Stellen in {iy + 1,...,n}, an denen sich w und u unterscheiden (und somit
auch v und u)

An den iy — 4y Stellen in {1,...,ip}, an denen w und wu gleich sind, unterscheiden sich v und u
sicher.

Insgesamt folgt: d(v, w) = ig, d(w,u) = iy + i und d(v,u) > (ig — i1) + iz

= d(v,u) + d(u,w) > (ig — i1) + i + i1 + iz = g + 2iy > ip = d(v, w) qed.

30.9 Definition:
Sei C C Fy.
(a) Die Zahl d(C) = min{d(z,y) | z,y € C} heiit der Minimalabstand von C.

(b) Fiir v € Fy und 7 > 0 heifit B,(v) = {w € F} | d(v,w) < r} die Kugel vom Radius r um v.

(c) Seit > 0. Eine Teilmenge C' C F} heifit ein t-fehlerkorrigierender Code, wenn
d(C) > 2t + 1 gilt.

30.10 Satz:

Sei C' C Y ein t-fehlerkorrigierender Code.
(a) Zu jedem v € Fy gibt es hochstens ein ¢ € C' mit d(v,c) < t.
(b) Die Kugeln B;(c) mit ¢ € C sind paarweise disjunkt.

Beweis:

(a) Seien ¢, € C' mit d(v,c) <t d(v,d) <t
= d(e,d) <d(c,v) +d(d,v) <2t <2t+1<d(C)=c=¢

(b) Folgt sofort aus (a). qed.

30.11 Beispiel:

Sei K = Fy und V = F3. Der Code C = {cy, ¢a, 3, ¢4} mit
¢ = (0,0,0,0,0), ¢ = (1,1,1,0,0),¢5 = (0,0,1,1,1), ¢4 = (1,1,0,1, 1) erfiillt d(C) = 3.

Insbesondere ist C' 1-fehlerkorrigierend. Es gilt:

1 1
R= 5l092(#0) = 5[092(4) =0,4

C. Lineare Codes

30.12 Definition:

Ein F,-Untervektorraum C' C Fy' heifit ein linearer Code der Lénge n und
der Dimension k = dimg, (C).
Ist d = d(C') der Minimalabstand von C, so heifit C' auch ein [n, k, d]-Code.



30.15 Beispiel:

Der Code C aus Beispiel 30.13 erfiillt d(C') = 2.
-1

Ein [u, k, d]-Code ist LdTJ—Fehlerkorrigierend.

Fragen: 1.) Wie kann man , gute“ Codes konstruieren?
2.) Gibt es ,beliebig gute“ lineare Codes?

30.16 Bemerkung: (erweiterte Codes)

Sei C' ein [n, k, d]-Code. Definiere
C={(c1,...,Cn41) € IFZH | (c1y...,cn) €Coe1 + ...+ cpy1 = 0}
Dann ist C ein linearer Code der Lénge n + 1 und der Dimension k. Es gilt:
d(C) € {d(C),d(C) + 1}
Der Code C heifit der erweiterte Code zu C.
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30.13 Beispiel:
Sei C' C Fy der von {(1,0,0,1),(0,1,1,1)} erzeugte F,-Untervektorraum. Dann gilt:
C ={(0,0,0,0),(1,0,0,1),(0,1,1,1),(1,1,1,0) }
Also ist C' ein [4, 2, 2]-Code.
Kodierer : (0,0) — (0,0,0,0)
(0,1) — (0,1,1,1)
(1,0) — (1,0,0,1)
(1,1) — (1,1,1,0)
Dekodierer: Zu jedem empfangenen v € Fy gibt es genau ein ¢ € €, so dass sich v und ¢ an
hochstens einer der ersten drei Stellen unterscheiden und die gleiche vierte Stelle haben.
Bei < 1 Ubertragungsfehlern in den ersten drei Stellen wird v korrekt dekodiert.
30.14 Satz:
Sei C C Fy ein [n, k, d]-Code.
(a) Es gilt: R =~
(b) Es gilt: d(C) = min{#{i | ¢; Z0} | (¢1,...,¢,) € C\ {0}}
= kleinste Anzahl der Eintrdge # 0 eines Codewortes # (0, ...,0)
Beweis:
) n EBHC) _tonle') _ b
n n n
(b) Fiir w = (a1, ...,a,),w = (by,...,b,) € Fy gilt:
d(v,w) = #H{i | a; # bi} = #{i [ ;i = bi # 0} = d(v — w, 0)
eC
Also gilt: d(C) = min{d(v,w) | v,w € C,v # w} = min{d(u,0) | u € C\ {0}} qed.
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30.17 Definition:
Sei C' C Fy ein [n, k, d]-Code. Dann ist

C = {(c1,...,cn 1) € IFZ’l | es gibt ein ¢, € Fy mit (¢q,...,¢,) € C}

ein linearer Code der Léange n — 1. Er heifit der punktierte Code zu C'.

30.18 Satz:

Sei €' C IFy ein [n, k, d]-Code. Dann ist Ce F?~" ein [n — 1,k’,d']-Code mit k' € {k,k — 1} und
d e {d,d—1}.

Beweis: ,,d’ € {d,d — 1}* Die Codewérter (ci,...,c,) € C'\ {0} mit minimalem d(c, 0) erfiillen
d((Cl, R ,Cn_1>, (0, c. ,O)) c {d, d— 1}

Wk € {k,k —1}* Zuerst zeigen wir k' < k: Sei {v1,...,v;} eine Basis von C. Der Vektor v,
entstehe aus v; durch Streichen des letzten Eintrags. Dann ist {v],... v, } ein
Erzeugendensystem von C. Gilt dabei K < k, so kann man Ay, ..., \; € F, finden mit

MV 4o+ Ao =0 und (A, ..., M) # (0,...,0). Also gibt es ein Codewort
w=MAv;+ ...+ Nvp = (0,...,0,0) mit & € F,. Wegen (Aq,..., ;) # (0,...,0) gilt a # 0.

Wihlt man nun eine Basis {v] v; } von C, so ist {vj ,...,v; ,w} eine Basis von C'.

10t Yy TR

Es folgt: | = dimp,(C) =k —1=F qed.

30.19 Satz: (Die Singleton-Schranke)
Sei C' C Fy ein [n, k, d]-Code. Dann gilt:
k<n-—d+1
Gilt hier Gleichheit, so heifit C' ein MDS-Code (,,maximum distance separable®). Die Zahl n — k

heilt auch die Redundanz von C'. Es gilt also: n — k > d — 1.
Beweis: Sei C' C F7=4+1 der Code, der entsteht, indem man C' (d — 1)-mal punktiert. Dann folgt:

d(C) >d— (d—1) > 1. Also werden durch das Punktieren keine zwei Codeworter von C' gleich.
Es folgt: #C = #C = ¢* und somit ist C ein [n —d + 1,k,d > 1]-Code.

Somit erhalten wir: ¢* = #C = #F?“”l ==k<n—-d+1 qed.

30.20 Definition:
Sei C' C Fy ein [n, k, d]-Code.

(a) Ist {v1,..., v} eine Basis von C, so heifit die Matrix

U1
G = € Matkm(IFq)

Vg

eine Generatormatrix von C.
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(b) Der lineare Code

Ct={velF!|<v,c>=0firallece C} CF;
——

Standardbilinearform

heif3t der zu C duale Code.

(c) Eine Generatormatrix von C heifit auch eine Parity-Check-Matrix (oder Kontrollmatrix)
von C.

30.21 Bemerkung:

(a) Da < -, - >: Fy x Fy — F, nicht ausgeartet ist, gilt:
dimz, (CT) =n —k
(b) Es gibt viele Vektoren v € F} mit < v,v >= 0. Es kann sogar C+ = C passieren (,selbst
duale Codes®).
(c) (CH)t=C
(d) Sei H € Mat, 4,(F,) eine Parity-Check-Matrix von C'. Fiir v € F} gilt dann:
v € C &< v,w>=0 fir alle w € C+
&< v, w; >= 0 fiir eine Basis {wy,...,w,_} von Ct & H -v =0

Man kann mit einer Parity-Check-Matrix also priifen, ob v € C' gilt.

30.22 Beispiel:
Sei €' =< (1,0,0,1),(0,1,1,1) >C F4.

1 001

(a) Die Matrix G =
0111

) € Maty 4(F,) ist eine Generatormatrix von C.

11 1
(b) Es gilt C+ =< (1,1,0,1),(1,0,1,1) > und H = ( - (1) ) > ist eine

Parity-Check-Matrix von C.

30.23 Beispiel: (Hamming-Codes)

Sei p eine Primzahl, e >0, ¢g=p°, n=1+qg+¢*+...+¢" ' = :
q p—
Auf F, \ {0} betrachten wir eine Aquivalenzrelation:

(ay,...,a5) ~ (br,...,by) < esgibt ein A € F, mit (ay,...,ar) = A+ (by,...,bg)

Die Aquivalenzklassen [(ai, ..., a;)] entsprechen eindeutig den Geraden durch 0 in F.
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Behauptung 1: Es gibt genau n Aquivalenzklassen.

Beweis: #(F; \ {0}) = ¢" — 1. Jede Aquivalenzklasse besitzt ¢ — 1 Elemente. Also gibt es

_ ¢ -1

n 7 Aquivalenzklassen. = Behauptung 1

Wihle aus jeder Aquivalenzklasse einen Reprisentanten p; € IF’;. Dann bilden wir den Matrix

G = <p1 ‘pz ‘ ‘pn ) € Maty, ,(F,).
Sei C' der Code mit Generatormatrix G. Dann heift C' = (C)* der [n,n — k]-Hamming-Code. Er
besitzt die Lange n und die Dimension n — k.

Behauptung 2: Die Kugeln B (c) mit ¢ € C bilden eine disjunkte Uberdeckung von Fy,

d.h. es gilt: F} = () Bi(c).
ceC
Insbesondere kann jedes empfangene Wort eindeutig dekodiert werden (C' ist ein ,,vollkommener

Code®). Ferner folgt: d(C) = 3.
Somit ist C' ein 1-fehlerkorrigierender [n,n — k, 3]-Code.

Beweis: Fiir jedes ¢ € C enthilt B;(c) genau 1+ n(q — 1) = ¢* Vektoren.
Es sind #C = ¢"* Kugeln. Diese Kugeln enthalten also insgesamt maximal ¢"* - ¢* = ¢"
Vektoren. Somit geniigt es zu zeigen, dass Bi(c), Bi(¢') disjunkt sind fiir ¢ # . Andernfalls wére
d(C) <2, also d(c—,0) < 2.
Da G = ( D1 ‘ ‘ Dn ) eine Parity-Check-Matrix von C' ist, gibt es dann A;, \; € F, mit
G . (C — C/) = ()\161 + )\jej) = )\Zpl + )\jpj = 0.
————
hochstens 2 Eintréige # 0

Da die Geraden < p; >,..., < p, > paarweise verschieden sind, folgt \; = A\; = 0 im
Widerspruch zu ¢ # ¢ = Behauptung 2

Anwendung der Codierungstheorie:

(a) 1969 - Mariner-Raumsonde (Mars): [32,6,16]-Hadamard-Code

(b) 1980/81 - Voyager-Raumsonden (duflere Planeten): Golay-Codes
(
(

)
)
¢) seit 1980 - CD-Player, CD-Rom, Harddisc: Reed-Solomon-Codes
d) seit 1990 - Internet: CRC-Codes (,,cyclic redundancy check*®)

)

(e) seit 2000 - Handy, DVD, Digital-TV, ADSL-Modem: CIRC-Codes (,,cross interlaced
Reed-Solomon codes®)
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31 Wir basteln Ziige (Rekursionsgleichungen)

A. Versuch und Irrtum

31.1 Beispiel:

Wir bauen Ziige. Es gibt drei Arten von Waggons:
e Typ I: Linge 1 Einheit
e Typ A: Linge 2 Einheiten
e Typ B: Linge 2 Einheiten

I.) Aufgabe: Wie viele Ziige der Linge 12 gibt es?
Ein Zug ist eine geordnete Folge von Waggons mit einem Anfang und einem Ende.

(a) Bestimme die Ziige der Lange 3:
111, TA, Al IB, BI
(b) Sei t,, die Anzahl der Ziige der Lénge n. Finde t,, fiir kleine n:
n|1]2]|3]4
tn|1]3]5]11
(Léinge 4: 111, TIA, 1IB, IAL IBI, AIL, BII, AA, BB, AB, BA)

(c¢) Finde eine Rekursionsformel fiir ¢,!
Betrachte dazu 3 Fille, abhéngig vom ersten Waggon:

t, =t,_1+ 2t, o mit Anfangsbedinungen t; = 1,t, =3
(d) Berechne die Antwort durch Auswerten der Rekursionsformel:
nl1l2|3[4|5]6|7] 8|9 ]10] 11| 12
tn| 135 11]21]43 ]85 | 171|341 | 683 | 1365 | 2731
Es gibt also 2731 Ziige der Lange 12.

II.) Was ist die tiefere Bedeutung der Zahl 27317 Wie héngt ¢,, von n ab? Wie hiangt 2731 von 12
ab? Gibt es eine Formel fiir ¢,, in Abhéngigkeit von n?

° Tlpp 1: Betrachte tQ, t4, tﬁ, ... und t17t3,t5, e

e Tipp 2: Die Folge wéchst ungefidhr wie 2"

b= (@ (—1)) =

{ %(Qnﬂ +1) , falls n gerade
3

3(27 —1) | falls n ungerade

Frage: Wie 16st man die Rekursion ¢, = t,,_1 + 2, 5 mit Anfangsbedingungen
ty = 1,ty = 2 systematisch?
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Idee: Versuche, einfachere verwandte Aufgaben zu l16sen!
Relaxiere die Anfangsbedingunen, z.B. betrachte den allgemeinen Fall ¢; = 1, ¢, beliebig:

e Fiir £, = 2 und ¢, = —1 ist die Folge (¢,,) einfach zu beschreiben.
e Héngt die ,,Zugfolge” (c) irgendwie von (b) und (e) ab?

4 1
J:tn:—-2n_1——~—1n_1
Ja: 3 3( )

Ansatz: t, =a-2"1+b-(=1)" ' und damit 1 =¢t; =a+b,3=t3=2a—b

a + b =1 4 1
:>{2a oy~ 3 = 3a ,Q 3:> a 3

II1.) Was hat dies alles mit Linearer Algebra zu tun?
1. Methode: z"-Ansatz

e Lasse die Anfangsbedingungen ganz weg und setze t,, = 2" in die Rekursionsgleichung ein.

= " =" 4 22772 :7é>0x2—:c—2:O:>(a:—2)(x+1):0

=z =2oder x =1=t, =2"oder t, = (—1)" sind Losungen der Rekursion

e Nun versuche, die Anfangsbedingungen zu erfiillen:
2

1
tn:a-2”+b-(—1)”,t1:1,t2:2:>a:—,b:—
3 3

1 1
=t,=—--2" 4 — . (=1)"
3 +3-(=1)
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2. Methode: Ansatz mit Matrizen:

()= () (Y ()= () ()
()-(5) () (n)

100
Tride A=7( ™ O ) a0—p( M ?00 T
0 A 0 A

—x 1

11—z

(a) XA(x):det(A—x-IQ):det< >:x2—x—2:(1‘—2)($+1)

Also besitzt A die Eigenwerte A\; = 2 und Ay = —1 Daher gilt:
dimg(Eig(A,2)) = dimg(Eig(A,—1)) = 1 und A ist diagonalisierbar.

(b) Berechnung der Eigenrdume:

Eig(A,2) = Kern(fa — 2 - idg2)

Betrachte: ( -2 1 ) (x)
2 -1 Y

Fig(A,—1) =

( 8 > = Fig(A,2) =< (1,2) >

<
> als Linearkombination der Eigenvektoren:

()5 ) ()

(c) Schreibe ( b

Nun folgt:

Und wir erhalten:
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31.2 Beispiel:

Wie versuchen, mit der gleichen Methode die Rekursion ¢, = 2t,,_1 — 2t,_o mit t; = 1,15, = 3 zu
16sen.

(a) Wertetabelle:
n|1l2|3]4]5] 6|7 [8]9]1w0]11]12]13
tn|1]3]4]2]-4]-12]-16 |-8] 16|48 |64 |32 |-64

(b) Finde ein Muster! Es gibt einen 4er-Rhytmus:
thy1 = (—4) -ty
Woher kommt dieses Muster?
z"-Methode: Setze ¢,, = 2™ in die Rekursion ein:

=271 — 272 = 22— 2 4+2=0
#£0

S (r—12=-1=s—1l=+imas=1+i
Versuche die Folge (t,,) als Linearkombination von (1 + 4)” und (1 — )™ darzustellen:

tn =a(l+14)" 4+ b(1 —4)" mit a,b € C

1 = a(l+4) + b(1—2) )= (b—30)(i+1) + b(l—1)
3 = a2 +  b(—2i) -3 = a — b
1 = 20—3i+3 b —3 43
S PR Y B i
- 2 4 4
Es folgt: t, = (—1 — 34)(1 +4)" + (=1 + 2i)(1 — i) = 2Re[(—1 + 24)(1 — ©)"]

31.3 Beispiel:
Wir wollen die folgende lineare 3-Term-Rekursion l6sen:
tn+2 = 2tn+1 + tn - Qtn—l mit to = 1, tl = 4, t2 =4

(a) Raten: n‘0‘1‘2‘3‘4‘5‘6‘ 7 ‘

2" d
tn:{ , . gerade :>tn:2n+1+(_1)n+1

2" +2 . n ungerade

(b) z"-Methode: "™ = 27" 4 7 — 2271

?0333—2x2—w+2:0=>(x2—1)(x—2):O=>(9c—2)(x+1)(x—1)20

=ze{-1,1,2} =u,=(-1)"v,=1",=2"
Setze t,, = au,, + bv,, + cw, mit a,b,c € R
to=1Lt1=4,to=4=a=-1b=1,c=1=t,=—(—1)"+1+2"
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(¢) Matrix-Eigenwert-Methode:

tn 0O 10 th-1 to 1
tn+1 = 0 01 tn mit t1 = 4
In+2 -2 1 2 lnt1 to 4

=A
tn to
tn+1 — An : tl
lnt2 12

1.) Finde die Eigenwerte und Eigenvektoren von A:
xa(@)=det(A—z-I)=—-2>+222 +2—-2=—(xz — 1)(z + 1)(z — 2)
Die Eigenwerte sind also A\ = 1, Ao = =1, \3 =2

2.) Berechnung der Eigenrdume:
Fig(A,—1) =< (1,—-1,1) >, Fig(A,1) =< (1,1,1) >, Fig(A,2) =< (1,2,4) >

3.) Schreibe den Anfangsvektor als Linearkombination der Eigenvektoren:

1 1 1 1
=a|l -1 | +0| 1 | 4+c| 2 | =a=-1,b=1,c=1
4 1 1 4

4.) Wende A™ an:

th 1 1
thor | =Ar| 4 | =—ar| -1 | +ar| 1 | +a
toit 4 1 1 4
1 1 1
== =1 |+ 1 |+20| 2
1 1 4

=1, = —(—1)"+1+2n
B. Die schlaue Theorie

Gegeben sei ein System linearer Differenzengleichungen:

(%) : =A- mit A € Mat,(K) und : e K"
Tn(k+1) z, (k) x,(0)
Il(k?>
Schreibe z(k) = : e K"
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31.4 Bemerkung:

(a) Der Vektor z(0) ist vorgegeben. Es gilt: z(k) = A* - 2(0) fiir jedes k > 0. Jedoch ist A*
unter Umsténden schwierig zu berechnen.

(b) Angenommen die Matrix A ist diagonalisierbar:
Schreibe A =TDT~! mit T € GL,(K) und D als Diagonalmatrix.

= AF = (TDT_I) e (TDT_I) = TDFT—1 und DF* ist leicht zu berechnen.

N J

k-mal

31.5 Satz: (Losung linearer Differenzengleichungssysteme)

Gegeben sei ein System linearer Differenzengleichungen (x). Die Matrix A sei diagonalisierbar.
Betrachte die folgenden Schritte:

(a) Berechne y4(z) € K[x] und eine Faktorisierung y4(z) = (A; — ) -+ - (A, — x) mit (nicht
notwendigerweise verschiedenen) Aq,...,\, € K.

(b) Berechne die Eigenrdume Fig(A, A\;) und finde so eine Basis B = {vy,...,v,} von K"
bestehend aus Eigenvektoren von A, d.h. es gelte Av; = \;v;

(c) Stelle den Vektor x(0) als Linearkombination der Basis B dar:
z(0) = o1 + ... + v, mit ¢; € K.

(d) Gib z(k) = c;\fvy + ... + ¢, \Fv, aus.

Dies ist ein Algorithmus, der eine Formel fiir die Losung z(k) von (%) berechnet.

Beweis: Es gilt: z(k) = A% - 2(0) = A*(cio1 + ... + cuvn) = cr(AFv) + ..+ cn(AF,,)
= ci A\ + .+ e R, qed.

31.6 DBeispiel:

x(k) = xz(k—-1) + 3y(k—1)
ylk) = 22(k—1) + 2y(k—1)

x(k) _ 4. wk—=1)\ (1 3) [ x(k-1)
y(k) ) yk=1) )\ 2 2 y(k—1)
= xalr) =2 -3z —4=(z—4)(z+1)
:>/\1:4,/\2:—1

Gesucht sei die Losung von { mit 2(0) = a1, y(0) = ay

(a)

(b) Eig(A,4) =< (1,1) >, Eig(A, —1) =< (3, -2) >
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1 3 3
Schreibe R c + ¢ _ [ atee
as 1 —2 C1 — 2C2

2 3 _1 1
= C = a1+ 341,62 = za1 — $02

e(k)\ 2 3 L (1 11 . [ 3
(y<k>>—<3‘“+3“1>'4 '<1)+<5a1—5“2>'<—1> '<_2)

Insgesamt gilt also:

(c)

()
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32 Das Letzte (Ausblick)

A. Die Singularwertzerlegung

32.1 Satz:

Sei A € Mat,,,(R). Dann gibt es orthogonale Matrizen U € O,,(R),V € O, (R) und eine Matrix
S € Mat,, ,(R) der Form

A 0
! A\ 010
S = 0 \ oder S =
" 0 A | O
0 --- 0

mit folgenden FEigenschaften:
(a) A=USV™
(b) Ay > Xy > ... > Ay > 0 mit s = min{m,n} (Singularwerte von A)
(c) r=#{i| A # 0} = Rang(A)
(d) Die ersten r Spalten von V' bilden eine ONB des Zeilenraumes von A.
)
)
)

e) Die restlichen n — r Spalten von V' bilden eine ONB des Kerns von f4.

(
(f

(g) Die restlichen n — r Spalten von U bilden eine ONB des Kerns von faer = (fa)*.

Die ersten r Spalten von U bilden eine ONB des Spaltenraumes von A.

Idee: AA' ist tausendmal schoner wie A!
o (AAM)I = (ATM)TA" = AAT™ = AA™ ist symmetrisch.

e AA' hat nur Eigenwerte > 0.
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B. Pseudoinverse

Sei A € Maty, (R und A =USV" ihre Singuldrwertzerlegung (SVD)

32.2 Definition:

% 010
Sei ST = 0 ) () € Mat,, ,(R) mit r = Rang(A) und AT =USTV.
A
0 --- 0 ‘ 0

Dann heifit A" die Pseudoinverse (oder Moore-Penrose-Inverse) von A.

32.3 Satz:
T bl bl
Betrachte ein LGS A - : = : mit A € Mat,, ,(R) und b = : e R™

(a) Ist Ax = b unlosbar, so ist 7 = ATb die lineare Ausgleichslosung kleinster Menge, d.h.
|Az™ — b|| ist minimal.

(b) Ist Az = b losbar, so ist x7 = AT die Losung kleinster Lénge.

C. Multilineare Algebra

e Bilinearformen: ® : V x V — K linear im 1. und 2. Argument.

o Determinantenfunktionen: det : K™ x ... x K" — K linear in jedem Argument
(und alternierend) € Mat,(K)

e multilineare Abbildungen: ¢ : V x ... x V — W linear in jedem Argument
—_——

n-mal
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Hallo liebe Mitstudenten!

Fehler beim Abtippen der Vorlesungsmitschrift lassen sich natiirlich nicht grundsétzlich
vermeiden. Solltet ihr Fehler finden so teilt mir diese doch bitte mit (sowohl Rechtschreibfehler
als auch inhaltliche Fehler, wie z.B. falsche Indizes 0.4.). Am besten immer mit Seitenzahl und
Nummer des entsprechenden Satzes/Korollars/... unter der Emailadresse:

patrick.vorderstemann@uni-dortmund.de

Mit freundlichen Griifien,
Patrick



