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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Claude Shannons grundlegende Arbeiten in der Informationstheorie

Claude Shannon gilt als Begriinder der mathematischen
Informationstheorie. Er legte den Grundstein fiir folgende
fundamentale Fragen:
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Claude Shannons grundlegende Arbeiten in der Informationstheorie

Claude Shannon gilt als Begriinder der mathematischen
Informationstheorie. Er legte den Grundstein fiir folgende
fundamentale Fragen:

@ Redundanz: Wie kann Information mit einer minimalen Anzahl
von Bits beschrieben werden?
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Entropie

Claude Shannons grundlegende Arbeiten in der Informationstheorie

Claude Shannon gilt als Begriinder der mathematischen
Informationstheorie. Er legte den Grundstein fiir folgende
fundamentale Fragen:

@ Redundanz: Wie kann Information mit einer minimalen Anzahl
von Bits beschrieben werden?

@ Zuverlassigkeit: Wie iibertragt man Information fehlerfrei?
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Claude Shannons grundlegende Arbeiten in der Informationstheorie

Claude Shannon gilt als Begriinder der mathematischen
Informationstheorie. Er legte den Grundstein fiir folgende
fundamentale Fragen:

@ Redundanz: Wie kann Information mit einer minimalen Anzahl
von Bits beschrieben werden?

@ Zuverlassigkeit: Wie iibertragt man Information fehlerfrei?

@ Sicherheit: Wie iibertragt man Information privat zwischen
zwei Parteien.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Claude Shannons grundlegende Arbeiten in der Informationstheorie

Claude Shannon gilt als Begriinder der mathematischen
Informationstheorie. Er legte den Grundstein fiir folgende
fundamentale Fragen:

@ Redundanz: Wie kann Information mit einer minimalen Anzahl
von Bits beschrieben werden?

@ Zuverlassigkeit: Wie iibertragt man Information fehlerfrei?

@ Sicherheit: Wie iibertragt man Information privat zwischen
zwei Parteien.

Shannon betonte die Wichtigkeit eines 'Separationsprinzips', das
die Ziele in verschiedene Aufgaben unterteilt.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Kommunikation unter dem Separationsprinzip

Nachrichtenquelle‘ — ’ Quellencodierer‘ — | Verschliisseler | —

— ’ Kanalcodierer‘ — ’ Modulator‘ —
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Kommunikation unter dem Separationsprinzip

Nachrichtenquelle‘ — ’ Quellencodierer‘ — | Verschliisseler | —

— ’ Kanalcodierer‘ — ’ Modulator‘ —

~» Rauschen ~» Ubertragung ~» Rauschen ~-

Mathematische Codierungstheorie: Das Sicherstellen von Klarh



1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Kommunikation unter dem Separationsprinzip

Nachrichtenquelle‘ — ’ Quellencodierer‘ — | Verschliisseler | —

— ’ Kanalcodierer‘ — ’ Modulator‘ —

~» Rauschen ~» Ubertragung ~» Rauschen ~-

— ’ Demodulator‘ — ’ Kanaldecodierer‘ —

— | Entschliisseler —>’Que|lendecodierer‘—> Nachricht
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Shannons Herausforderungen

1948/49 verdffentlichte Claude Shannon [Sha48, Sha49] drei
grundlegende Ergebnisse, die Quellencodierung, Kanalcodierung
und Kryptographie abdeckten. Jedes Ergebnis zeigte, was
‘theoretisch moglich’ ist. Jedes Ergebnis war ‘unpraktisch’.

@ 'Satz iiber die rauschfreie Codierung’: Daten kénnen bis zur
Entropie komprimiert werden, sobald die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Quelle bekannt ist.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Shannons Herausforderungen

1948/49 verdffentlichte Claude Shannon [Sha48, Sha49] drei
grundlegende Ergebnisse, die Quellencodierung, Kanalcodierung
und Kryptographie abdeckten. Jedes Ergebnis zeigte, was
‘theoretisch moglich’ ist. Jedes Ergebnis war ‘unpraktisch’.

@ 'Satz iiber die rauschfreie Codierung’: Daten kénnen bis zur
Entropie komprimiert werden, sobald die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Quelle bekannt ist.

@ 'Satz iiber die rauschbehaftete Codierung’
(Kanalcodierungssatz): Jeder Ubertragungskanal hat eine
‘Kapazitat'. Eine zuverlissige Ubertragung ist bei einer
Ubertragungsrate unterhalb der Kapazitat méglich.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Shannons Herausforderungen

1948/49 verdffentlichte Claude Shannon [Sha48, Sha49] drei
grundlegende Ergebnisse, die Quellencodierung, Kanalcodierung
und Kryptographie abdeckten. Jedes Ergebnis zeigte, was
‘theoretisch moglich’ ist. Jedes Ergebnis war ‘unpraktisch’.

@ 'Satz iiber die rauschfreie Codierung’: Daten kénnen bis zur
Entropie komprimiert werden, sobald die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der Quelle bekannt ist.

@ 'Satz iiber die rauschbehaftete Codierung’
(Kanalcodierungssatz): Jeder Ubertragungskanal hat eine
‘Kapazitat'. Eine zuverlissige Ubertragung ist bei einer
Ubertragungsrate unterhalb der Kapazitat méglich.

o Es gibt bedingungslos und beweisbar sichere kryptographische
Protokolle.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Claude Shannon (1916-2001)

Quelle: http://www.bell-labs.com/
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Codierung an der Quelle

Redundanz eliminieren.

Angenommen, die Nachricht ist ein Text bestehend aus den
Buchstaben A, C, G, T.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Codierung an der Quelle

Redundanz eliminieren.

Angenommen, die Nachricht ist ein Text bestehend aus den
Buchstaben A, C, G, T.

Die Codierung erfolgt: A 5 00
c % o1
G % 10
T % 11

Im Durchschnitt werden zwei Bits pro Buchstabe benétigt.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Codierung an der Quelle

Angenommen, die Buchstaben A, C, G, T kommen
bekanntermaBen mit folgenden Hiufigkeiten im Text vor:

Buchstabe: AlclaGlT
Wahrscheinlichkeit: % % % %
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Codierung an der Quelle

Angenommen, die Buchstaben A, C, G, T kommen
bekanntermaBen mit folgenden Hiufigkeiten im Text vor:

Buchstabe: AlclaGlT
Wahrscheinlichkeit: % % % %
A 2 0
c % 10

Die Codierung erfolgt:
EEO8E ¢ . 110
T 2 111
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1. Quellencodierung

Separationsprinzip
Entropie

Codierung an der Quelle

Angenommen, die Buchstaben A, C, G, T kommen
bekanntermaBen mit folgenden Hiufigkeiten im Text vor:

Buchstabe: AlclaGlT
Wahrscheinlichkeit: % % % %
A 2 0
c % 10

Die Codierung erfolgt:
EEO8E ¢ . 110
T 2 111

Im Durchschnitt werden 1,75 Bits pro Buchstabe benétigt.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Satz iiber die rauschfreie Codierung

Definition
Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit der
Woahrscheinlichkeitsfunktion

fx(X;) = pi, = 1,...,n.

Dann ist die Entropie von X definiert als

H(X) := =) pilog, pi.
i=1
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Satz iiber die rauschfreie Codierung

Definition
Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit der
Woahrscheinlichkeitsfunktion

fx(X;) = pi, = 1,...,n.

Dann ist die Entropie von X definiert als

H(X) := =) pilog, pi.
i=1

0 < H(X) <logyn
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Beispiel

In Beispiel 1 gilt:

1 1 1 1
H(X) = 5 logy(2) + Z log,(4) + 8 log,(8) + 8 logy(8) = 1.75
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1. Quellencodierung Separationsprinzip

Entropie

Beispiel

In Beispiel 1 gilt:

1 1 1 1
H(X) = 5 logy(2) + Z log,(4) + 8 log,(8) + 8 logy(8) = 1.75

v

Theorem (Satz iiber die rauschfreie Codierung [Sha48])

Seien a1, a», as, . .. eine Zufallsstichprobe einer diskreten
Zufallsvariablen X, die einen Text reprdsentiert. Dann betragt die
durchschnittliche Anzahl von Bits pro Symbol in jedem bindren
Codierungsschema mindestens H(X). AuBerdem gibt es
Codierungsschemata, die im Durchschnitt héchstens e Bits pro
Symbol mehr als H(X) bendtigen, fiir jedes beliebige € > 0.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Praktische Losung

Huffman [Huf52] leitete einen effizienten Algorithmus fiir ein
‘sofort lesbares Codierungsschema’ her, das im Durchschnitt t Bits
pro Symbol benétigt, wobei

H(X) <t < H(X) + 1.

Das Codierungsschema erforderte die genaue Kenntnis der
Wahrscheinlichkeitsfunktion von X.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Praktische Losung

Huffman [Huf52] leitete einen effizienten Algorithmus fiir ein
‘sofort lesbares Codierungsschema’ her, das im Durchschnitt t Bits
pro Symbol benétigt, wobei

H(X) <t < H(X) + 1.

Das Codierungsschema erforderte die genaue Kenntnis der
Wahrscheinlichkeitsfunktion von X.

Ziv und Lempel [ZL77, ZL78] leiteten ein ‘universelles
Codierungsschema’ her, das asymptotisch H(X) Bits pro Symbol
bendtigt und auf jede unabhangig und identisch verteilte Quelle
angewendet werden kann.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Ein anschauliches Beispiel

Angenommen, es gibt einen Text, der aus 10° Bits besteht.
Angenommen, es gibt im Durchschnitt nur eine 1 in jedem

100-Bit-Block.
838085508550855083500352885508550855085508558885588556855085508550855568

Eine Ubertragungsmethode ohne Kompression bendtigt 108 Bits.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Ein anschauliches Beispiel

Angenommen, es gibt einen Text, der aus 10° Bits besteht.
Angenommen, es gibt im Durchschnitt nur eine 1 in jedem
100-Bit-Block.

§88858300688558300688569300688583306685583606685683306685583606688583806

Eine Ubertragungsmethode ohne Kompression bendtigt 108 Bits.
Shannon sagt voraus, dass dies in:

100
(0.0 log, 100 + 0.9 log, “5-)10° Bits ~ 80793 Bits

geschehen kann.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Ein einfaches Kompressionsschema

Z3hle die Gesamtanzahl n der Bits und die Gesamtzahl k der
Einsen. Im Folgenden nehmen wir an, dass

n:=10° und k := 10%.
Die Ubertragung von k, n bendtigt ungefahr:

log, n + log, k Bits ~ (20 + 13) Bits = 33 Bits
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Ein einfaches Kompressionsschema

Z3hle die Gesamtanzahl n der Bits und die Gesamtzahl k der
Einsen. Im Folgenden nehmen wir an, dass

n:=10° und k := 10%.
Die Ubertragung von k, n bendtigt ungefahr:

log, n + log, k Bits ~ (20 + 13) Bits = 33 Bits

Unter Verwendung der Stirling-Formel (n! ~ (2)" v/27n)
berechnet man leicht:

log, (Z) Bits ~ 80785 Bits.

Die gesamte Ubertragung benétigt 80785 + 33 = 80818 Bits,
etwas mehr als Shannons Grenze von 80793 Bits.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Ein kleines Kartenspiel

Sie werden gebeten, folgendes Spiel zu spielen:
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Ein kleines Kartenspiel

Sie werden gebeten, folgendes Spiel zu spielen:

@ lhnen werden 10 Karten mit den Nummern 1-10 in einer
bestimmten Reihenfolge prasentiert. Sie diirfen die Nummern
auf den Karten nicht sehen.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
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Ein kleines Kartenspiel

Sie werden gebeten, folgendes Spiel zu spielen:

@ lhnen werden 10 Karten mit den Nummern 1-10 in einer
bestimmten Reihenfolge prasentiert. Sie diirfen die Nummern
auf den Karten nicht sehen.

@ Sie diirfen jede Umgruppierung der Karten verlangen.

Mathematische Codierungstheorie: Das Sicherstellen von Klarh




1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Ein kleines Kartenspiel

Sie werden gebeten, folgendes Spiel zu spielen:

@ lhnen werden 10 Karten mit den Nummern 1-10 in einer
bestimmten Reihenfolge prasentiert. Sie diirfen die Nummern
auf den Karten nicht sehen.

@ Sie diirfen jede Umgruppierung der Karten verlangen.

@ Sie konnen Fragen stellen wie: Ist der Wert dieser Karte
groBer als der Wert jener Karte? Sie kdnnen auch fragen:
Tragt diese Karte die Nummer 77 Oder: Sind die Karten jetzt
in aufsteigender Reihenfolge angeordnet? Jede Frage kostet
Sie $1.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Ein kleines Kartenspiel

Sie werden gebeten, folgendes Spiel zu spielen:

@ lhnen werden 10 Karten mit den Nummern 1-10 in einer
bestimmten Reihenfolge prasentiert. Sie diirfen die Nummern
auf den Karten nicht sehen.

@ Sie diirfen jede Umgruppierung der Karten verlangen.

@ Sie konnen Fragen stellen wie: Ist der Wert dieser Karte
groBer als der Wert jener Karte? Sie kdnnen auch fragen:
Tragt diese Karte die Nummer 77 Oder: Sind die Karten jetzt
in aufsteigender Reihenfolge angeordnet? Jede Frage kostet
Sie $1.

@ Sobald Sie den Zahlenwert jeder Karte bestimmt haben,
erhalten Sie eine Auszahlung von $20.
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1. Quellencodierung Separationsprinzip
Entropie

Ein kleines Kartenspiel

Sie werden gebeten, folgendes Spiel zu spielen:

@ lhnen werden 10 Karten mit den Nummern 1-10 in einer
bestimmten Reihenfolge prasentiert. Sie diirfen die Nummern
auf den Karten nicht sehen.

@ Sie diirfen jede Umgruppierung der Karten verlangen.

@ Sie konnen Fragen stellen wie: Ist der Wert dieser Karte
groBer als der Wert jener Karte? Sie kdnnen auch fragen:
Tragt diese Karte die Nummer 77 Oder: Sind die Karten jetzt
in aufsteigender Reihenfolge angeordnet? Jede Frage kostet
Sie $1.

@ Sobald Sie den Zahlenwert jeder Karte bestimmt haben,
erhalten Sie eine Auszahlung von $20.

Wiirden Sie die Herausforderung annehmen, dieses Spiel zu
spielen?!
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Lineare Blockcodes
LDPC-Codes
Ubungen

2. Kanalcodierung

Kanalcodierungssatz [Sha48]

Angenommen, ein Ubertragungskanal hat die Kapazitit C. Sei
R < C eine beliebige rationale Zahl und ¢ > 0 beliebig. Dann
existiert ein Codierungsschema mit der Ubertragungsrate R und
einer Symbolfehlerrate von héchstens €.
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Lineare Blockcodes
LDPC-Codes
Ubungen

2. Kanalcodierung

Kanalcodierungssatz [Sha48]

Angenommen, ein Ubertragungskanal hat die Kapazitit C. Sei
R < C eine beliebige rationale Zahl und ¢ > 0 beliebig. Dann
existiert ein Codierungsschema mit der Ubertragungsrate R und
einer Symbolfehlerrate von héchstens €.

Wenn die Rate R > C ist, kann ein Restfehler nicht eliminiert
werden.
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Lineare Blockcodes
LDPC-Codes
Ubungen

2. Kanalcodierung

Kanalcodierungssatz [Sha48]

Angenommen, ein Ubertragungskanal hat die Kapazitit C. Sei
R < C eine beliebige rationale Zahl und ¢ > 0 beliebig. Dann
existiert ein Codierungsschema mit der Ubertragungsrate R und
einer Symbolfehlerrate von héchstens €.

Wenn die Rate R > C ist, kann ein Restfehler nicht eliminiert
werden.

A

Bemerkung

Shannons Beweis war probabilistisch und die vorhergesagten Codes
waren weder fiir die praktische Codierung noch fiir die Decodierung
realisierbar.

v

Mathematische Codierungstheorie: Das Sicherstellen von Klarh



Lineare Blockcodes
LDPC-Codes

2. Kanalcodierung Ubungen
g

Redundanz der Deutschen Sprache

Die Bcuhstbaenrehenifloge in eneim Wrot ist eagl

Ncah enier nueen Sutide, die uetnr aerdnem von der Cmabirdge
Uinertvisy diihrruchgeft wrdoen sien slol, ist es eagl, in wlehcer
Rehenifloge Bcuhstbaen in eneim Wrot sethen, Huaptschae, der
esrte und Itzete Bcuhstbae snid an der rhcitgien Setlle. Die
rsetclhien Bshcuteban kendnn ttoal druchenianedr sien, und man
knan es tortzedm onhe Poreblme Iseen, wiel das mneschilhce Gherin
nhcit jdeen Bcuhstbaen enizlen leist, snodren das Wrot als gnazes.
Mti dme P3honemn bchesfatgein shci mherere Hhcochsluen, acuh
die aerichmkianse Uivnaseritt in Ptstbigurh. Esrtmlas iiebr das
Tmeha gchseibren hat aebr breteis 1976 - und nun in der rgchitien
Bruecihhsetnafoelngbe - Graham Rawlinson in sieenr Dsiestraiton
mit dem Tetil The Significance of Letter Position in Word
Recognition an der egnlsicehn Uitneivrsy of Ntitongahm.
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Lineare Blockcodes
LDPC-Codes

2. Kanalcodierung Ubungen
g

Kanalcodierung

Das Verstandnis vor Shannons Arbeit war:
Repetitio est mater communicationis

Z.B. angenommen, 10% der Buchstaben sind falsch. Sende jeden
Buchstaben 11 Mal und fiihre eine Mehrheitsentscheidung durch:
[HTHHnnnnnnnnnnn
11111111111999999999994444444444438338838838
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Lineare Blockcodes
LDPC-Codes

2. Kanalcodierung Ubungen
g

Kanalcodierung

Das Verstandnis vor Shannons Arbeit war:
Repetitio est mater communicationis

Z.B. angenommen, 10% der Buchstaben sind falsch. Sende jeden
Buchstaben 11 Mal und fiihre eine Mehrheitsentscheidung durch:
[HTHHnnnnnnnnnnn
11111111111999999999994444444444438338838838

Nota Bene: Dies vergroBert den Text um das 11-fache und es
besteht immer noch die Moglichkeit, dass ein Buchstabe falsch
decodiert wird.
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Lineare Blockcodes
LDPC-Codes

2. Kanalcodierung Ubungen
g

Kanalcodierung

Das Verstandnis vor Shannons Arbeit war:
Repetitio est mater communicationis

Z.B. angenommen, 10% der Buchstaben sind falsch. Sende jeden
Buchstaben 11 Mal und fiihre eine Mehrheitsentscheidung durch:
[HTHHnnnnnnnnnnn
11111111111999999999994444444444438338838838

Nota Bene: Dies vergroBert den Text um das 11-fache und es
besteht immer noch die Moglichkeit, dass ein Buchstabe falsch
decodiert wird.

Shannons Theorem impliziert, dass es fiir einen langen Text mit

dem obigen Fehlermuster ausreicht, etwa 20% Redundanz

hinzuzufiigen, und dies den Fehler pro Symbol auf Null bringt.
Shannons Losung war nicht praktikabell!!!
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Lineare Blockcodes
2. Kanalcodierung IL_]BIF‘"]CO—;:)des
g

Blockcodes

Definition

Sei M :={my, ..., ms} eine endliche Menge von
“Nachrichtenwértern” und sei A := {a1,...,a:} ein endliches
Alphabet. Eine injektive Abbildung

o M— A"

heiBt Encoder und
C:=Im(p) C A"

heiBt Blockcode der Linge n.
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Lineare Blockcodes
2. Kanalcodierung E]Bf,iﬁ:)des
g

Blockcodes

Definition

Sei M :={my, ..., ms} eine endliche Menge von
“Nachrichtenwértern” und sei A := {a1,...,a:} ein endliches
Alphabet. Eine injektive Abbildung

o M— A"

heiBt Encoder und
C:=Im(p) C A"

heiBt Blockcode der Linge n.

\

Beispiel

Zuweisung von Telefonnummern an Telefonkunden.
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Lineare Blockcodes
LDPC-Codes
Ubungen

2. Kanalcodierung

Bemerkungen zu Blockcodes:

Angenommen x,y € A". Dann wird

d(x,y) :=t{i | x # yi}

als die Hamming-Distanz von x,y bezeichnet. (Dies ist eine
Metrik!!)
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Lineare Blockcodes
LDPC-Codes
Ubungen

2. Kanalcodierung

Bemerkungen zu Blockcodes:

Angenommen x,y € A". Dann wird
d(x,y) = t{i [ xi # yi}

als die Hamming-Distanz von x,y bezeichnet. (Dies ist eine
Metrik!!)
Wenn C C A" ein Blockcode ist, dann heif3t

d(C) :=min{d(x,y) | x,y € C,x # y}

die Distanz des Codes.
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Lineare Blockcodes
LDPC-Codes
Ubungen

2. Kanalcodierung

Bemerkungen zu Blockcodes:

Angenommen x,y € A". Dann wird
d(x,y) = t{i [ xi # yi}

als die Hamming-Distanz von x,y bezeichnet. (Dies ist eine
Metrik!!)
Wenn C C A" ein Blockcode ist, dann heif3t

d(C) :=min{d(x,y) | x,y € C,x # y}
die Distanz des Codes.

Bemerkung Ein Code mit Distanz d kann bis zu d — 1 Fehler

erkennen und bis zu L%J Fehler ‘korrigieren’.
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Lineare Blockcodes
LDPC-Codes

2. Kanalcodierung Ubungen
13

Das Distanzproblem:

Sei Ham (x, y) die Hamming-Distanz zwischen zwei Vektoren
x,y € A". Wenn C ein Blockcode ist, dann wird

d(C) = min Ham (u, v) (1)
it

als die Hamming-Distanz des Codes bezeichnet.
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Das Distanzproblem:

Sei Ham (x, y) die Hamming-Distanz zwischen zwei Vektoren
x,y € A". Wenn C ein Blockcode ist, dann wird

d(C) = min Ham (u, v) (1)
it

als die Hamming-Distanz des Codes bezeichnet.

Bemerkung

Wenn ein Code C die Hamming-Distanz d hat, kann der Code bis
zu d — 1 Fehler ‘erkennen’ und er kann bis zu L%J Fehler
‘korrigieren’. Das Hauptproblem der linearen Codierung fragt nach
der Konstruktion von Codes mit ‘groBer’ Distanz.
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Lineare Blockcodes

Definition

Sei I ein endlicher Kérper (oder allgemeiner ein endlicher Ring).
Ein linearer Blockcode ist ein linearer k-dimensionaler Unterraum
C C F". Man spricht von einem linearen [n, k]-Blockcode.
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Lineare Blockcodes

Definition

Sei I ein endlicher Kérper (oder allgemeiner ein endlicher Ring).
Ein linearer Blockcode ist ein linearer k-dimensionaler Unterraum
C C F". Man spricht von einem linearen [n, k]-Blockcode.

Wenn C ein [n, k]-Blockcode ist, gibt es zwei lineare Abbildungen ¢
und :

0 Fk £y pn Yok g
sodass C = im (¢) = ker(t)). Wir nennen ¢ einen Encoder und
einen Syndromformer.
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Lineare Blockcodes

Definition

Sei I ein endlicher Kérper (oder allgemeiner ein endlicher Ring).
Ein linearer Blockcode ist ein linearer k-dimensionaler Unterraum
C C F". Man spricht von einem linearen [n, k]-Blockcode.

Wenn C ein [n, k]-Blockcode ist, gibt es zwei lineare Abbildungen ¢
und :

0— Fk 2 Fn Yk 0
sodass C = im (¢) = ker(t)). Wir nennen ¢ einen Encoder und

einen Syndromformer.

In Bezug auf Matrizen kann ¢ durch eine k x n-Matrix G und ¢ durch
eine (n — k) x n-Matrix H dargestellt werden. Es gilt HG* = 0.
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Lineare Blockcodes

Fiir einen linearen Code C C F" gilt
d(C) := min{d(x,0) | x € C,x # 0}.
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2. Kanalcodierung

Lineare Blockcodes

Fiir einen linearen Code C C F" gilt
d(C) := min{d(x,0) | x € C,x # 0}.

Beweis.

d(x,y) :=d(x —y,0) O
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2. Kanalcodierung

Lineare Blockcodes

Fiir einen linearen Code C C F" gilt
d(C) := min{d(x,0) | x € C,x # 0}.

Beweis.
d(X)y) = d(X —y,O)

Bemerkung

Fiir allgemeine Blockcodes miissen (‘gl) Hamming-Distanzen fiir
die Berechnung von d(C) berechnet werden.
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Lineare Blockcodes

Fiir einen linearen Code C C F" gilt
d(C) := min{d(x,0) | x € C,x # 0}.

Beweis.

d(x,y) :=d(x—y,0)

Fiir allgemeine Blockcodes miissen (‘gl) Hamming-Distanzen fiir
die Berechnung von d(C) berechnet werden.

4

In Bezug auf die Paritatspriifmatrix H ist die Distanz:

d(C) = min{/ | 3/ linear abhéngige Spalten von H}.
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ASCII-Code:

Grundkorper: F = Z, = {0,1}.
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ASCII-Code:

Grundkorper: F = Z, = {0,1}.

10
C={xeF®|> x =0}
i=1
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ASCII-Code:

Grundkorper: F = Z, = {0,1}.

10
C={xeF®|> x =0}
i=1

Eine Paritatspriifmatrix ist H = (1,1,...,1).
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ASCII-Code:

Grundkorper: F = Z, = {0,1}.

10
C={xeF®|> x =0}
i=1

Eine Paritatspriifmatrix ist H = (1,1,...,1).
Die Kardinalitat |C| ist 128.

Mathematische Codierungstheorie: Das Sicherstellen von Kilarh



Lineare Blockcodes
LDPC-Codes

2. Kanalcodierung Ubungen
13

ASCII-Code:

Grundkorper: F = Z, = {0,1}.

10
C={xeF®|> x =0}
i=1

Eine Paritatspriifmatrix ist H = (1,1,...,1).
Die Kardinalitat |C| ist 128.
Die Distanz ist 2.
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ASCII-Code:

Grundkorper: F = Z, = {0,1}.

10
C={xeF®|> x =0}
i=1

Eine Paritatspriifmatrix ist H = (1,1,...,1).
Die Kardinalitat |C| ist 128.
Die Distanz ist 2.

Folglich kann bis zu einem Fehler erkannt werden. Im Allgemeinen
konnen keine Fehler korrigiert werden.
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ISBN Code:

Definition

(ISBN-Code) i

C:{XEF%g]ZiX,-EO mod 11}
i=1
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ISBN Code:

Definition

(ISBN-Code) i

C:{XEF%g]ZiX,-EO mod 11}
i=1
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ISBN Code:

Definition
(ISBN-Code)

10
C:{XEF%g]ZiX,-EO mod 11}
i=1

Hier: H=(1,2,...,9,10) ist eine Paritatspriifmatrix, die Distanz
d(C) = 2 und die Méchtigkeit |C| ist 11°.
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Bekannte Blockcodes:

Bemerkung

Es gibt eine groBe Theorie fiir die Konstruktion sowie fiir die
Decodierung von linearen Blockcodes.

Mathematische Codierungstheorie: Das Sicherstellen von Klarh



Lineare Blockcodes
2. Kanalcodierung blafnc‘;;:)des
g

Bekannte Blockcodes:

Bemerkung

Es gibt eine groBe Theorie fiir die Konstruktion sowie fiir die
Decodierung von linearen Blockcodes.

Wohlbekannte lineare Blockcodes sind:
Zyklische Codes

Reed-Solomon-Codes

Hamming-Codes
BCH-Codes

Klassische und Geometrische Goppa-Codes.
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Bekannte Blockcodes:

Bemerkung

Es gibt eine groBe Theorie fiir die Konstruktion sowie fiir die
Decodierung von linearen Blockcodes.

Wohlbekannte lineare Blockcodes sind:
@ Zyklische Codes
@ Reed-Solomon-Codes
@ Hamming-Codes
o BCH-Codes
@ Klassische und Geometrische Goppa-Codes.

Fiir die Klasse der Goppa- und BCH-Codes bietet der
Berlekamp-Massey-Algorithmus einen effizienten
Decodierungsalgorithmus.
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2. Kanalcodierung

Bindare Hamming-Codes:

Definiere eine Paritatspriifmatrix der GréBe r x n, deren Spalten
aus allen nicht- Null Vektoren in [F;, bestehen. Es gibt n =2" — 1
Spalten.

Definition

Der Code C = ker H wird als Hamming-Code bezeichnet.
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Bindare Hamming-Codes:

Definiere eine Paritatspriifmatrix der GréBe r x n, deren Spalten
aus allen nicht- Null Vektoren in [F;, bestehen. Es gibt n =2" — 1
Spalten.

Definition

Der Code C = ker H wird als Hamming-Code bezeichnet.

e d(C) = 3, d.h. ein Fehler kann korrigiert werden.

@ Hamming-Codes sind perfekt in dem Sinne, dass es keine
anderen Blockcodes (linear oder nichtlinear) innerhalb von F”
mit einer Distanz von 3 und einer gréBeren Kardinalitat als |C|
gibt.

@ Hamming-Codes sind leicht zu decodieren.
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Beispiel eines Hamming-Codes:

F=Z5und r=3:

H =

= O O
o = O
= = O
O O =
= O
o~ K
==
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Beispiel eines Hamming-Codes:

F=Z5und r=3:

0001111
H=|0110011
1010101

Wenn y = x + e empfangen wird, dann ist Hy = He. Wenn kein
Fehler aufgetreten ist, ist Hy = 0. Wenn ein Fehler aufgetreten ist,
gibt Hy den Ort des Fehlers in bindrer Darstellung an.
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Syndrom-Decodierung:

Angenommen x € C C F" wurde gesendet und
y=x+eecl"

wurde empfangen. Wir nehmen an, dass der Fehlervektor e das
; d(€)
Gewicht wt(e) < =5~ hat.
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Syndrom-Decodierung:

Angenommen x € C C F" wurde gesendet und
y=x+eecl"

wurde empfangen. Wir nehmen an, dass der Fehlervektor e das
; d(€)
Gewicht wt(e) < =5~ hat.

Die Syndrome erfiillen
U(y) = o(x) +1b(e) = 1)(e)
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Syndrom-Decodierung:

Angenommen x € C C F" wurde gesendet und
y=x+eecl"

wurde empfangen. Wir nehmen an, dass der Fehlervektor e das
; d(€)
Gewicht wt(e) < =5~ hat.

Die Syndrome erfiillen
U(y) = o(x) +1b(e) = 1)(e)

’Schlussfolgerung: ‘ e+ C =y +C und e ist der Vektor mit dem
kleinsten Gewicht innerhalb der Nebenklasse y + C € F"/C.
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Decodierungsalgorithmus:

Fiir jedes mogliche Syndrom #(y) € F"~* berechne den Vektor mit
dem kleinsten Gewicht innerhalb von y 4 C. Erstelle dann eine
'Look-up-Tabelle’. Wenn y empfangen wird, wird 1(y) berechnet
und die Look-up-Tabelle liefert e = y — x und somit x.
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Decodierungsalgorithmus:

Fiir jedes mogliche Syndrom #(y) € F"~* berechne den Vektor mit
dem kleinsten Gewicht innerhalb von y 4 C. Erstelle dann eine
'Look-up-Tabelle’. Wenn y empfangen wird, wird 1(y) berechnet
und die Look-up-Tabelle liefert e = y — x und somit x.

Die Anzahl der mdglichen Syndrome |[F"—*| = g"—*
sowie die Kardinalitit |y 4+ C| = |C| = |F|X = g ist im Allgemeinen
zu groB fiir die Erstellung einer praktischen Look-up-Tabelle.
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MDS-Blockcodes:

Sei H eine (n — k) x n-Matrix mit vollem Rang. Dann ist H die
Paritatspriifmatrix des [n, k]-Codes:

C=kerH={veF"|Hv=0}
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MDS-Blockcodes:

Sei H eine (n — k) x n-Matrix mit vollem Rang. Dann ist H die
Paritatspriifmatrix des [n, k]-Codes:

C=kerH={veF"|Hv=0}

(Singleton) Ein linearer [n, k]-Code C hat héchstens die Distanz

d(C)<n—k+1. (2)
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MDS-Blockcodes:

Sei H eine (n — k) x n-Matrix mit vollem Rang. Dann ist H die
Paritatspriifmatrix des [n, k]-Codes:

C=kerH={veF"|Hv=0}

(Singleton) Ein linearer [n, k]-Code C hat héchstens die Distanz

d(C)<n—k+1. (2)

Bemerkung

Ein Code C, der Gleichheit in (2) erreicht, wird MDS-Code
genannt. H ist die Paritdtspriifmatrix eines MDS-Codes genau
dann, wenn die Minoren voller GréBe von H invertierbar sind.
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Reed-Solomon-Konstruktion:

Sei Fk[x] die Menge der Polynome vom Grad hochstens k — 1.
Dann ist ein Reed-Solomon-Code das Bild unter der
Auswertungsabbildung:

ev:Fi[x] — F",

o(x) = (6(1),d(),- ., (d(a™ ).
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Reed-Solomon-Konstruktion:

Sei F.[x] die Menge der Polynome vom Grad héchstens k — 1.
Dann ist ein Reed-Solomon-Code das Bild unter der
Auswertungsabbildung:

ev:Fi[x] — F",

o(x) = (6(1),d(),- ., (d(a™ ).

Bemerkung

Die Grundidee hinter Goppas Konstruktion [Gop88, LG88] von
algebraisch-geometrischen Codes ist: Ersetze Fy[x] durch eine
Menge von Funktionen, die auf einer algebraischen Kurve oder
einer anderen Varietat definiert sind.
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Beispiel: Ein-Fehler-korrigierender ISBN-Code:

F:ZH.H::<1 2 3 ... ... X>.

1 22 32 ... ... X2
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Beispiel: Ein-Fehler-korrigierender ISBN-Code:

F:ZH.H::<1 2 3 ... ... X>.

1 22 32 ... ... X2

Angenommen x € !0 wird gesendet und y = x + e wird
empfangen. Angenommen ef = (0,...,0,¢€;,0,...,0). Dann

B NACAYENA
fly = He= <f26i> o (52>

i und e; werden berechnet als:

Y _512
/—51 und e,—52.
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Bemerkungen:

e Fiir einen linearen [n, k]-Blockcode, der nahe an die Kapazitat
herankommt, ist es wichtig, dass sowohl die Distanz als auch
die BlockgroBen groB sind.
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Bemerkungen:

e Fiir einen linearen [n, k]-Blockcode, der nahe an die Kapazitat
herankommt, ist es wichtig, dass sowohl die Distanz als auch
die BlockgroBen groB sind.

@ Die ‘Nearest-Neighbor’-Decodierung eines allgemeinen
linearen Blockcodes ist ein NP-schweres Problem. [BMvT78]

Mathematische Codierungstheorie: Das Sicherstellen von Klarh



Lineare Blockcodes
LDPC-Codes

2. Kanalcodierung Ubungen
13

Bemerkungen:

e Fiir einen linearen [n, k]-Blockcode, der nahe an die Kapazitat
herankommt, ist es wichtig, dass sowohl die Distanz als auch
die BlockgroBen groB sind.

@ Die ‘Nearest-Neighbor’-Decodierung eines allgemeinen
linearen Blockcodes ist ein NP-schweres Problem. [BMvT78]

@ Es war immer das Ziel in der Blockcodierungstheorie, ‘groBe
Codes' zu finden, die eine ‘gute Distanz’ haben und die
effizient decodiert werden kdnnten.
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Low-Density-Parity-Check (LDPC) Codes

LDPC-Codes, eingefiihrt von Gallager [Gal62], sind eine Klasse von
linearen Blockcodes, die durch eine diinnbesetzte
Paritatspriifmatrix H gekennzeichnet sind.

@ LDPC-Codes konnen auch graphisch durch Tanner-Graphen
dargestellt werden.
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Low-Density-Parity-Check (LDPC) Codes

LDPC-Codes, eingefiihrt von Gallager [Gal62], sind eine Klasse von
linearen Blockcodes, die durch eine diinnbesetzte
Paritatspriifmatrix H gekennzeichnet sind.
@ LDPC-Codes konnen auch graphisch durch Tanner-Graphen
dargestellt werden.

@ LDPC-Codes bieten eine Leistung nahe der Kapazitit und
erlauben gleichzeitig implementierbare Decoder.
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Low-Density-Parity-Check (LDPC) Codes

LDPC-Codes, eingefiihrt von Gallager [Gal62], sind eine Klasse von
linearen Blockcodes, die durch eine diinnbesetzte
Paritatspriifmatrix H gekennzeichnet sind.
@ LDPC-Codes konnen auch graphisch durch Tanner-Graphen
dargestellt werden.

@ LDPC-Codes bieten eine Leistung nahe der Kapazitit und
erlauben gleichzeitig implementierbare Decoder.

@ Die Diinnbesetztheit von H macht Paritatspriifungen einfach
zu berechnen, da sie relativ wenige Argumente beinhalten.
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LDPC-Beispiel

Sei C ein LDPC-Code, definiert durch die folgende Paritatspriifmatrix H.

Paritaet | \Bit — | xo x1 X2 X3 X4 X5 Xp

Po 1 0 0 1 o0 1 1

p1 1 1 0 o0 1 o0 1

o P2 1 1 1 0 0 1 0
p3 0o 1 1 1 0 o0 1

Pa 1 0 1 1 1 0 O

ps 0o 1 0 1 1 1 o0

P6 0 0 1 0 1 1 1
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LDPC-Beispiel

Sei C ein LDPC-Code, definiert durch die folgende Paritatspriifmatrix H.

Paritaet | \Bit — | xo x1 X2 X3 X4 X5 Xp

Po 1 0 0 1 o0 1 1

p1 1 1 0 o0 1 o0 1

o P2 1 1 1 0 0 1 0
p3 0o 1 1 1 0 o0 1

Pa 1 0 1 1 1 0 O

ps 0o 1 0 1 1 1 o0

P6 0 0 1 0 1 1 1

Stellen Sie sich vor, sie ware diinnbesetzt!
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Darstellungen durch Tanner-Graphen
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Arithmetik in endlichen Korpern:

Fi01 :=40,1,2,...,100}
der endliche Korper mit g = 101 Elementen. Berechnen Sie von
Hand:
O 25 x 36 — 49.
Q 6471
o 81100.
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Hamming-Code [7,4] in Aktion:

Gegeben sei die Paritatspriifmatrix H (Spalten binar aufsteigend
sortiert):

0001111

H=({0 110011

1 010101

Sie empfangen das Wort y = (1,0,1,1,0,0,0).
@ Berechnen Sie das Syndrom S = Hy ".

@ An welcher Position liegt der Fehler? Wie lautet das
korrigierte Codewort?
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Zwerghut Problem 1:

Szenario: Es gibt 3 Zwerge. Jeder bekommt einen Hut aufgesetzt
mit zufilliger Farbe, entweder Rot oder Blau.

Die Regeln: Jeder Zwerg sieht die Hiite der anderen, aber nicht
seinen eigenen. Sie diirfen nicht kommunizieren. Alle miissen
gleichzeitig eine Entscheidung treffen: “Rot”, “Blau” oder “Ich
passe” .

Das Ziel: Die Gruppe gewinnt als Ganzes, wenn mindestens einer
die Farbe korrekt rat und kein einziger falsch rat. (Wer passt, zahlt
nicht als falsch).

Entwickle eine Strategie die garantiert, dass die Gruppe mit
Wabhrscheinlichkeit % gewinnt.
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Zwerghut Problem 2:

Szenario: Es gibt 7 Zwerge. Jeder bekommt einen Hut aufgesetzt
mit zufilliger Farbe, entweder Rot oder Blau.

Die Regeln: Jeder Zwerg sieht die Hiite der anderen, aber nicht
seinen eigenen. Sie diirfen nicht kommunizieren. Die Zwerge sind
erlaubt sequentiell zu antworten und miissen die eigene Farbe
erraten. Jeder Zwerg muss eine Antwort geben, entweder “Rot”
oder “Blau”.

Das Ziel: Die Gruppe gewinnt als Ganzes, wenn jeder seine Farbe
korrekt rat.

Entwickle eine Strategie die garantiert, dass die Gruppe mit
Wahrscheinlichkeit % gewinnt.
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Zwerghut Problem 3:

Szenario: Es gibt n Zwerge. Jeder bekommt einen Hut aufgesetzt
mit zufilliger Farbe, von k verschiedenen Farbmoglichkeiten.

Die Regeln: Jeder Zwerg sieht die Hiite der anderen, aber nicht
seinen eigenen. Sie diirfen nicht kommunizieren. Die Zwerge sind
erlaubt sequentiell zu antworten und miissen die eigene Farbe
erraten. Jeder Zwerg muss eine Antwort geben.

Das Ziel: Die Gruppe gewinnt als Ganzes, wenn bis auf einen alle
ihre Farbe korrekt erraten.

Entwickle eine Strategie die garantiert, dass die Gruppe gewinnt.
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Entropie und Codierung:

Eine Wetterstation sendet jeden Tag einen Status: “Sonne” (50%),
“Wolken” (25%), “Regen” (12.5%), “Schnee” (12.5%).

@ Berechnen Sie die Entropie H(X) dieser Quelle.

@ Entwerfen Sie einen bindren Code, dessen mittlere Wortlange
genau der Entropie entspricht.
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MDS-Eigenschaft:

Betrachten Sie einen Code der Lange n = 4 iiber Fy mit nur zwei
Codewortern C = {(0,0,0,0),(1,1,1,1)}.
@ Bestimmen Sie Dimension k und Minimaldistanz d.

@ Priifen Sie mittels der Singleton-Schranke, ob dieser Code ein
MDS-Code ist.
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ISBN-13 Analyse:

Gegeben sei eine fehlerhafte ISBN-13, bei der zwei Ziffern
vertauscht wurden: 978-3-03-025042-5 (fiktives Beispiel). Die
korrekte Sequenz an dieser Stelle ware ...05.... Zeigen Sie
rechnerisch, dass das Priifsummenverfahren (Gewichte 1, 3 modulo
10) diesen spezifischen Fehler (Vertauschung von 0 und 5 an
benachbarter Position) nicht erkennen kann.
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Tanner-Graph zeichnen:

Zeichnen Sie den Tanner-Graphen fiir folgende Paritatspriifmatrix:
11001
H=10 1110
10011

Markieren Sie die Variablenknoten xj ... x5 und die Priifknoten
p1...p3.
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Vielen Dank fiir lhre Aufmerksamkeit.
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