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VorwortOb man lokal noethers
he S
hemata, symplektis
he Mannigfaltigkeiten oder pro-jektive Ebenen betra
htet | nahezu jede geometris
he Theorie verwendet dasKonzept des Punktes als grundlegenden Baustein. Alle h�oherdimensionalen Ob-jekte setzen si
h aus i.A. unendli
h vielen Punkten zusammen, do
h au
h nurendli
h viele Punkte k�onnen interessante Eigens
haften aufweisen.In der algebrais
hen Geometrie kann man Kubiken anhand ihrer Wendepunkteklassi�zieren. Jede elliptis
he Kurve ist mit einer endli
hen Menge von Punk-ten ausgezei
hnet, den Torsionselementen bzgl. der Gruppenstruktur. Generis
heHyperebenens
hnitte einer ni
htausgearteten Raumkurve liefern endli
he Punkt-mengen, mit denen man in der Castelnuovo-Theorie z.B. S
hranken f�ur das Ge-s
hle
ht der Kurve �ndet. Daneben besitzen diese Punktmengen unter gewissenzus�atzli
hen Voraussetzungen die interessante geometris
he Eigens
haft, in uni-former Lage zu sein ([28℄ S. 197). S
hlie�li
h basiert Nagatas Gegenbeispiel zuHilberts 14. Problem ([34℄) auf der Bere
hnung der Hilbertfunktion eines (ni
htreduzierten) nulldimensionalen S
hemas.Dies ist Motivation genug, si
h mit "nulldimensionalen Unters
hemata projekti-ver R�aume\ zu bes
h�aftigen, die als reduziert vorausgesetzt werden. Betra
htetwird also eine Menge X von s Punkte im Pn(k), die entweder dur
h Koordinatenoder ihr Vers
hwindungsideal gegeben sind. Unter analytis
hen Gesi
htspunkten,d.h. wenn k ein topologis
her K�orper ist und man X als topologis
he Mannig-faltigkeit betra
htet, l�a�t si
h ni
ht viel konstatieren au�er der Tatsa
he, da� Xdiskret ist | X besitzt also wenig intrinsis
he Geometrie. Extrinsis
h besehener�o�net si
h ein F�ullhorn an interessanten dazu assoziierten algebrais
hen Ob-jekten. Das elementarste ist viellei
ht der Koordinatenring RX von X mit seinerHilbertfunktion; genauere Informationen liefert eine freie Au
�osung von RX. Aberau
h diese Invariante ist grob in dem Sinne, da� Punktmengen, die intuitiv alsvers
hieden angesehen werden, glei
he freie Au
�osungen des Koordinatenringesbesitzen.Der S
hl�ussel zur Konstruktion neuer Invarianten liegt in der Erkenntnis, da�der Koordinatenring ein eindimensionaler standardgraduierter Cohen-Ma
aulay-Ring ist. Wie das Lemma von Nakayama f�ur lokale Ringe ebenso wie f�ur stan-2



dardgraduierte Ringe gilt, gibt es viele S�atze in der lokalen Algebra, die eineEntspre
hung im graduierten Fall haben. Unter einem verallgemeinerten lokalenRing versteht man einen positiv graduierten Ring R = R0 � R1 � : : : mit ei-nem lokalen noethers
hen Ring R0, soda� R eine endli
h erzeugte R0-Algebraist. Dieser Begri� hat genau die n�otige Allgemeinheit, um die jeweiligen lokalenbzw. graduierten Aussagen als Spezialf�alle zu enthalten, do
h leider sind in derLiteratur die Ergebnisse meist nur f�ur lokale Ringe formuliert.Nun ist der lokale Ring einer Kurve in einem Punkt gerade ein eindimensionalerlokaler Ring; besonders interessant sind dabei die lokalen Ringe in Singularit�aten.Dies legt es nahe zu untersu
hen, inwieweit Ergebnisse der weitentwi
kelten Theo-rie der Kurvensingularit�aten Entspre
hungen im Studium von Punktmengen ha-ben.Die klassis
he Theorie der Di�erentialformen f�ur glatte Kurven wird im singul�arenFall dur
h das Studium des Moduls der K�ahler-Di�erentialformen 
1 ersetzt. Ex-emplaris
h f�ur die dort auftretenden Fragestellungen ist die (trotz partieller Re-sultate immer no
h o�ene) Vermutung von Berger, wona
h ein eindimensionalerlokaler Ring R genau dann regul�ar ist, wenn 
1R=k torsionsfrei ist.In den Artikeln [22℄ und [36℄, die Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit sind,werden u.a. K�ahler-Di�erentialformen f�ur Punktmengen betra
htet. Diese liefernwie erho�t eine feinere Invariante als die freie Au
�osung allein. Do
h au
h hierendet die Ges
hi
hte ni
ht | wiederum gibt es Punktmengen, die intuitiv alsni
ht glei
h angesehen werden und denno
h von freier Au
�osung und K�ahler-Di�erentialformen allein ni
ht unters
hieden werden k�onnen. Es gilt also, neuealgebrais
he Objekte zu Punktmengen zu assoziieren und zu untersu
hen, wiesi
h die Geometrie darin wiederspiegelt. Ein S
hritt in diese Ri
htung bestehtdarin, au
h h�ohere Di�erentialformen zu betra
hten.Neben 
1 ist der Modul der regul�aren Di�erentialformen ! (im Sinne von Ro-senli
ht bzw. im Sinne von Grothendie
k) f�ur singul�are Kurven wi
htig. Es gibteine kanonis
he Abbildung 
 : 
1 ! !, die zum Verglei
h der beiden Modulnverwendet wird. Kern und Cokern von 
 liefern dabei beispielsweise Aussagen�uber die Regularit�at in einem Punkt, �uber die Quasihomogenit�at der Kurve oderihre Liaisonklasse([29℄, [32℄).Die Konstruktion eines Pendants f�ur 
, der sogenannten Fundamentalklassen-Abbildung, f�ur Punktmengen gibt s
hlie�li
h dieser Arbeit den Titel. Au
h hierk�onnen Ergebnisse aus dem lokalen Fall �ubertragen werden, die die algebrais
henAspekte von Kern und Cokern mit der Geometrie der Punktmenge in Relationbringen. Anliegen dabei ist es stets, alle vorkommenden Abbildungen, Isomor-phismen und Pr�asentationen et
. so explizit wie m�ogli
h zu ma
hen, um eineImplementation der Ergebnisse f�ur Computer-Experimente zu vereinfa
hen. Dader geometris
he Aspekt im Vordergrund steht, wird als Grundk�orper stets ein3



algebrais
h abges
hlossener K�orper k der Charakteristik 0 angenommen, betra
h-tet werden f�ur k � k endli
he Mengen X � Pn(k) k-rationaler Punkte.Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut. Im einf�uhrenden ersten Kapitel werden Grund-tatsa
hen �uber den Koordinatenring RX einer Punktmenge X zusammengestellt,sind do
h alle im weiteren Verlauf konstruierten Objekte Moduln �uber diesemRing. Daneben werden algebrais
he wie geometris
he Konzepte eingef�uhrt, dievom Ringbegri� abgeleitet werden. Weiter werden einige wi
htige Klassen vonPunktmengen angegeben, die diese Eigens
haften aufweisen, wie zum Beispielarithmetis
h Gorenstein zu sein oder si
h in uniformer Lage zu be�nden.Im zweiten Kapitel werden Moduln von K�ahler-Di�erentialformen zun�a
hst ring-theoretis
h eingef�uhrt und allgemein betra
htet. F�ur Punktmengen wi
htig sindsogenannte holomorphe, ganze und meromorphe Di�erentialformen, deren Struk-tur ans
hlie�end gekl�art wird. Eine besondere Rolle kommt dabei dem Tor-sionsuntermodul der holomorphen Di�erentialformen zu. Daneben ist, zumindestauf dem Level von Hilbert-Funktionen, die Untersu
hung von Di�erentialformenglei
hbedeutend mit der von Doppelpunkts
hemata, einem weiteren klassis
henGebiet.Ein besseres Verst�andnis von 1-Formen liefert die Betra
htung von h�oheren Dif-ferentialformen, wie sie im folgenden Kapitel ges
hieht. Die Tatsa
he, da� derassoziierte deRham-Komplex im Wesentli
hen exakt ist, liefert dabei vielf�altigeKonsequenzen. Wel
he neuen Aspekte die Hilbertfunktionen von h�oheren Di�e-rentialformen liefern, wird anhand von vielen Beispielen gezeigt.Das vierte Kapitel behandelt die �aquivalenten De�nitionen von regul�aren Dif-ferentialformen im Sinne von Grothendie
k bzw. im Sinne von Rosenli
ht. DieInterpretation dieser Formen als kanonis
her Modul von RX erlaubt den weiterenEinsatz klassis
her Resultate.Die Konstruktion der Fundamentalklassen-Abbildung bildet den Inhalt des f�unf-ten Kapitels. Analog zum lokalen Fall k�onnen wir damit holomorphe und regul�areDi�erentialformen verglei
hen. Der Kern dieser Abbildung ist gerade der Torsi-onsuntermodul der holomorphen Di�erentialformen, wie wir ihn im zweiten Ka-pitel behandelt haben. Der Cokern der Abbildung, der sogenannte Ja
obi-Modul,ist s
hlie�li
h Inhalt des se
hsten Kapitels. Wie man aus der Modulstruktur derregul�aren Di�erentialformen geometris
he Informationen herauslesen kann, istdieses au
h f�ur den Ja
obi-Modul m�ogli
h.Bedanken m�o
hte i
h mi
h an dieser Stelle bei allen, die zum Gelingen dieserArbeit beigetragen haben. Besonders danke i
h Herrn Prof. M. Kreuzer f�ur dieAufgabenstellung und die gute Betreuung und Dr. A. Kehrein f�ur man
he hilf-rei
he Diskussion. 4



Kapitel 1Grundlegendes �ubernulldimensionale S
hemataIn diesem Kapitel geben wir na
h dem Tre�en einiger Konventionen eine Ein-f�uhrung in die allgemeine Theorie nulldimensionaler S
hemata. Zentrales Objektdabei ist der Koordinatenring RX, f�ur den allgemeine ringtheoretis
he Begrif-fe einfa
h zu bes
hreiben sind. Unter geometris
hen Gesi
htspunkten ist dabeibeispielsweise der ganze Abs
hlu� S von RX interessant. Wi
htig f�ur die Dua-lit�atstheorie ist das Konzept des Gorensteinringes; exemplaris
h daf�ur ist derKoordinatenring eines vollst�andigen Dur
hs
hnittes.In einem weiteren Abs
hnitt werden vers
hiedene Klassen von Punktmengen ein-gef�uhrt, die besondere algebrais
he Eigens
haften haben. So ist das Vers
hwin-dungsideal einer Linearkon�guration beispielsweise die Liftung eines Lex-Segment-Ideals. S
hlie�li
h werden geometris
he Begri�e behandelt, die �uber die Hilbert-funktion de�niert werden.1.1 KonventionenIm folgenden seien alle betra
hteten Ringe kommutativ mit Eins. Ein Ring Rhei�t Z�graduiert, wenn es additive Untergruppen Ri von R gibt mitR = Li2ZRi und RiRj � Ri+j: Ist zus�atzli
h Ri = 0 f�ur i < 0, so hei�t Rpositiv graduiert. Ist k ein K�orper, so nennen wir einen Vektorraum V �uber kgraduiert, wenn es Unterr�aume (Vi)i2Z gibt mit V =Li2ZVi:Sind R1; : : : ; Rk graduierte Ringe, so ist S := R1 � : : : � Rk graduiert mitSi =Lj(Rj)i.Sei k ein K�orper und P = k[x0; : : : ; xn℄. Die Standardgraduierung von P ist
5



Grundlegendes �uber nulldimensionale S
hematagegeben dur
h Pi = (Xj �jxaj11 � � �xajnn jXk ajk = i 8j) :F�ur ein homogenes Ideal I 6= 0 von P bezei
hnet �(I) := minfi : (I)i 6= 0g denInitialgrad von I. F�ur f 2 P sei �f�Xi die gew�ohnli
he partielle Ableitung na
h xi.Das Bild von �f�Xi in einem Restklassenring P=I wird mit �f�xi bezei
hnet.Die Terminologie f�ur Konzepte aus der Computeralgebra wird wie in [12℄,[13℄verwendet.1.2 Der KoordinatenringSei im folgenden k ein K�orper der Charakteristik 0 und Pn der n�dimensionaleprojektive Raum �uber k. Gegenstand unserer Untersu
hung sind nulldimensio-nale reduzierte Unters
hemata des Pn, d.h. endli
he Mengen von Punkten. IstX = fP1; : : : ; Psg, so bezei
hnet IX das Vers
hwindungsideal in P := k[x0; : : : ; xn℄und R := RX := P=IX den Koordinatenring von X. Ohne Eins
hr�ankung nehmenwir an, da� X ni
ht ausgeartet ist, d.h. ni
ht in einer Hyperebene enthalten ist.Bez�ugli
h der Standardgraduierung von P ist IX ein homogenes Ideal und damitR ein graduierter P�Modul.Da k unendli
h ist, gibt es eine Hyperebene E = V (l0), die keinen Punkt vonX enth�alt. Na
h einem linearen Koordinatenwe
hsel k�onnen wir annehmen, da�diese dur
h E = V (x0) gegeben ist. Damit haben die Punkte von X die FormPi = (1 : pi1 : : : : : pin). F�ur ein homogenes f 2 Rd setzen wir sof(Pi) := f(1; pi1; : : : ; pin):F�ur X gibt es Analoga zu den Lagrange- und Hermite-Grundpolynomen.De�nition 1.1. Ein homoges Element f 2 Rd hei�t Separator (von Pi), wenngilt fi(Pj) = Æij. Ist fi vom kleinsten Grad mit dieser Eigens
haft, so hei�t fiminimaler Separator. Wir setzen� := �X := maxfdeg f : f ist minimaler Separatorg � 1:Separatoren kann man explizit angeben. F�ur j 6= i gibt es ja kij 2 f1; : : : ; ng mitpikij 6= pjkij . F�ur f 0i :=Yj 6=i(xkij � pjkijx0)und fi := 1f 0i(Pi)f 0i gilt dann fi(Pj) = Æij; � ist also dur
h s � 2 bes
hr�ankt.Der Name Separator erkl�art si
h dadur
h, da� f�ur Y := XnfPig das Vers
hwin-dungsideal von Y in RX von einem minimalen Separator fi von Pi erzeugt wird,6



Grundlegendes �uber nulldimensionale S
hematafi "trennt\ also Y von X.Polynome, die an den Punkten vers
hwinden und deren Ableitungen dort gewissevorges
hriebene Werte annehmen, kann man au
h explizit angeben.Proposition 1.2. F�ur k = 1; : : : ; n gibt es Formen gik 2 I2�+3 mit �gik�xm = 0 f�urm 6= k;m 6= 0 und �gik�xk (Pj) = Æij: Dabei bezei
hnet �gik�xm das Bild von �gik�Xm in RX.Beweis. F�ur Pi = (1 : pi1 : : : : : pin) betra
hte gik := (xk� pikx0)F 2i 2 I�2�+3 f�urein Urbild Fi eines minimalen Separators von Pi. F�ur m 6= 0 gilt dann�gik�xm = Ækmf 2i + (xk � pikx0) � 2fi � �Fi�xm = Ækmf 2i ;woraus die Behauptung folgt. �F�ur einen graduierten Ring R ist der homogene Quotientenk�orper de�niert alsmaximale ni
httriviale Lokalisierung bei homogenen Elementen, alsoQh(R) := �fg j f; g 2 R; g homogener Ni
ht-Nullteiler� :F�ur R = RX erhalten wir eine explizite Bes
hreibung.Proposition 1.3. a) f 2 Rd ist genau dann ein Ni
ht-Nullteiler (NNT),wenn gilt f(Pi) 6= 0 f�ur i = 1; : : : ; s: Insbesondere ist also x0 linearer NNT.b) F�ur den homogenen Quotientenk�orper von R giltQh(R) �= K[T1; T�11 ℄� : : :�K[Ts; T�1s ℄:Zudem ist bereits Qh(R) = Rx0.
) Der ganze Abs
hlu� von R in Qh(R) ist isomorph zuS := K[T1℄� : : :�K[Ts℄:Die Inklusion ' : R ,! S ist dabei f�ur homogenes f 2 Rd explizit gegebendur
h '(f) = (f(P1)T d1 ; : : : ; f(Ps)T ds ):Beweis.a) Ist f(Pi) = 0, so gilt ffi = 0, also ist f Nullteiler. Ist f andererseits einhomogener Nullteiler, so gibt es au
h ein homogenes g 6= 0 mit fg = 0, alsof(Pi)g(Pi) = 0 f�ur i = 1; : : : ; s. Da g 6= 0, gibt es ein i0 mit g(Pi0) 6= 0, alsoist f(Pi0) = 0. 7



Grundlegendes �uber nulldimensionale S
hematab) , 
) F�ur das Vers
hwindungsideal pi von Pi in P giltpi = hx1 � pi1x0; : : : ; xn � pinx0i:Da IX = p1 \ : : : \ ps, gibt es eine Injektion' : P=IX ,! S := P=p1 � : : :� P=ps;die komponentenweise gegeben ist dur
h f + IX 7! f + pi. Aus der Gestaltvon pi folgt P=pi �= k[Ti℄, wobei Ti das Bild von x0 ist. O�enbar istQh(S) �= k[T1; T�11 ℄� : : :� k[Ts; T�1s ℄;damit ist S ganzabges
hlossen in Qh(S). Aufgrund der BeziehungRx0 � Qh(R) ,! Qh(S)rei
ht es f�ur die verbleibenden Behauptungen zu zeigen, da� Rx0 = Qh(S).Da f�ur die Bilder von x0 und Separatoren fi vom Grad di unter ' gilt'(x0) = (T1; : : : ; Ts) und '(fi) = (0; : : : ; 0; T dii ; 0; : : : ; 0)ist dies klar. �Bemerkung 1.4. Analog zum Chinesis
hem Restsatz zeigt man, da� f�urJ := h(y � 1) � : : : � (y � s)i � k[x; y℄gilt k[x; y℄=J �= k[T1℄� : : :� k[Ts℄:Allerdings ist dieser Isomorphismus kein Isomorphismus graduierter Ringe, wennman k[x; y℄ mit der Standardgraduierung versieht, da ja J ni
ht homogen ist.Interpretiert man S als Koordinatenring einer aÆnen algebrais
hen Variet�at S,vermittelt die Inklusion ' : R! S einen surjektiven Morphismus S! Y f�ur denzu X geh�origen aÆnen Kegel Y.

Der Morphismus S! Y f�ur ein f�unfpunktiges S
hema X � P2.8



Grundlegendes �uber nulldimensionale S
hemataEine erste Invariante ist die Hilbertfunktion von X, die gegeben ist dur
hHFX(t) := HFRX(t) := dimk(RX)t:Als Castelnuovo-Funktion wird die erste Di�erenzenfunktion�HFX(t) := HFX(t)� HFX(t� 1)bezei
hnet. Der Initialgrad von X ist de�niert als �X := �(IX); eine PunktmengeX ist also genau dann ni
ht ausgeartet, d.h. liegt in keiner Hyperebene, wenn�X � 2.Die Werte der Hilbertfunktion erm�ogli
ht eine einfa
he Bes
hreibung.Proposition 1.5. Sei HF = HFX die Hilbertfunktion von X.a) Es gilt HF(i) = HFPn(i) = �n+ii � f�ur i = 0; : : : ; �X � 1.b) Das Wa
hstumsverhalten der Hilbertfunktion ist gegeben dur
hHF(0) < HF(1) < : : : < HF(�X) < HF(�X + 1) = sund HF(i) = s f�ur i � �X + 1.Beweis. Die erste Aussage ist gerade die De�nition von �X. Die Multiplikationmit x0 ist eine injektive lineare Abbildung da x0 NNT ist, also ist die Hilbert-funktion monoton wa
hsend. Die Inklusion R ,! S und HFS(i) = s f�ur i � 0zeigt, da� HFX dur
h s bes
hr�ankt ist und HFX(i) = s f�ur i � � + 1.Es bleibt zu zeigen, da� die Hilbertfunktion im Intervall f0; � + 1g strikt w�a
hst.Sei also HFX(i) = HFX(i + 1), dann gilt x0 � Ri = Ri+1. F�ur f 2 Ri+2 gibtes gewisse gj = x0g0j 2 Ri+1 mit f = Pxjgj = x0Pxjg0j 2 x0Ri+1, also giltRi+2 = x0Ri+1 und damit induktiv Rj = xj�i0 Ri f�ur j � i. Nun ist HFX(j) = sf�ur j � � + 1, also au
h HFX(i) = s. Damit gibt es f�ur alle Punkte Separatorenin Ri, also ist na
h De�nition i � � + 1. �Der Regularit�atsindex der Hilbertfunktion, d.h. das minimale i, f�ur das der Wertder Hilbertfunktion mit dem Hilbertpolynom �ubereinstimmt, ist also gerade�X+1. Mit anderen Worten: Die Interpolationsaufgabe, ein homogenes Polynomf zu �nden mit f(Pi) = ai f�ur gegebene ai 2 k, kann vollst�andig mit Formenvom Grad � + 1 gel�ost werden, aber ni
ht mit Formen kleineren Grades.F�ur sp�atere Anwendungen wi
htig ist der letzte Zuwa
hs der Castelnuovo-Funktion�X := �HF(� + 1):An der Hilbertfunktion kann man also die Anzahl der Punkte ablesen: Die Mul-tiplizit�at des Hilbertpolynoms (der Grad des S
hemas) ist gerade s. Ein Indiz,da� diese Invariante re
ht grob ist, liefert folgende Proposition.9



Grundlegendes �uber nulldimensionale S
hemataProposition 1.6. Es gibt eine ni
htleere Zariski-o�ene Teilmenge U � (Pn)s,so da� f�ur alle (P1; : : : ; Ps) 2 U gilt: F�ur X = fP1; : : : ; Psg � Pn giltHFX(i) = minfs;HFPn(i)g:Punktmengen mit der angegebenen Hilbertfunktion nennt man "generis
he Punk-te\.Beweis. Sei b := minfi : s � HFPn(i)g und bezei
hne Ti die Menge aller Termevom Grad i in P . Sei (P1; : : : ; Ps) 2 (Pn)s und X = fP1; : : : ; Psg. F�urMi := (t(Pj))t2Ti;j=1;:::;sgilt o�enbar rankMi = HFX(i). Nun gilt f�ur eine ni
htleere Zariski-o�ene Men-ge U , da� f�ur (P1; : : : ; Ps) 2 U und i = 0; : : : ; b die Matrix Md maximalen Ranghat. Eine lineare Abh�angigkeit der Zeilen vonMi ist n�amli
h glei
hbedeutend mitdem Vers
hwinden eines maximalen Minors, die maximalen Minoren aber sindendli
h viele von Null vers
hiedene polynomiale Funktionen in den Pi. Also hatHFX(i) die angegebene Gestalt f�ur i = 0; : : : ; b, und da HFX(b) = s folgt au
hHFX(i) = s f�ur i � b. �Bemerkung 1.7. Die Verwendung der im Beweis konstruierten Matrizen Mi imBu
hberger-M�oller-Algorithmus (vgl. etwa [13℄ 
h. 6.3) liefert einen eÆzientenWeg zur Bere
hnung des Vers
hwindungsideales von Punktmengen, die explizitdur
h die Koordinaten ihrer Punkte gegeben sind.Bemerkung 1.8. An der Hilbertfunktion liest man ab, da� R Krulldimension 1hat. Die Tiefe von R, de�niert als maximale L�ange einer P -regul�aren Folge f�urR, betr�agt ebenfalls 1: Sie ist mindestens 1, da x0 NNT ist. Sie ist au
h dur
h1 bes
hr�ankt, da f�ur einen (ni
ht notwendigerweise homogenen) Ni
htnullteilerl 2 P die k�Vektorraumdimension von R=lR endli
h ist. R ist also ein eindimen-sionaler Cohen-Ma
aulay-Ring.Wi
htig in diesem Zusammenhang sind die Begri�e des Cohen-Ma
aulay-Typs(CM-Typ) und des Gorenstein-Rings:De�nition 1.9. a) Sei l 2 R1 ein Ni
ht-Nullteiler und A := R=lR. Dannhei�t A Artins
he Reduktion von R.b) Sei m0 das maximale homogene Ideal von A. Dann hei�tso
A := AnnAm0 = fa 2 A j m0 � a = 0gder So
kel von A. 10



Grundlegendes �uber nulldimensionale S
hemata
) Der Cohen-Ma
aulay-Typ von R ist de�niert alsCM(R) := dimk so
A:R wird Gorensteinring genannt, wenn gilt CM(R) = 1. X hei�t arith-metis
h Gorenstein, wenn RX Gorensteinring ist.Die Unabh�angigkeit der De�nition vom gew�ahlten NNT sieht man dur
h eineBasistransformation. Der Name "Artins
he Reduktion\ erkl�art si
h dadur
h, da�R=lR ein Artins
her Ring ist.Einige der eingef�uhrten Begri�e sowie die St�arke der Gorenstein-Bedingung ver-deutli
ht folgende Proposition.Proposition 1.10. a) F�ur den So
kel von A gilt so
A = fa 2 AjA1 � a = 0g:b) Ist f Separator, so ist f+x0R Element des So
kels von A = R=x0R. Zudemgilt 0 6= A�+1 � so
A:
) Ist X arithmetis
h Gorenstein, so gilt f�ur die Castelnuovo-Funktion von X�HFX(t) = �HFX(� + 1� t)und damit HFX(t) = s� HFX(� � t): Insbesondere ist also �X = 1.Beweis.a) Dies ist klar, da A1 das Ideal m0 erzeugt.b) Das Re
hnen im ganzen Abs
hlu� S von R (1.3) liefert f�ur einen Separatorfj von Pj die Glei
hung xi �fj = pjix0fj, woraus die erste Behauptung folgt.Die zweite Behauptung ist klar.
) Die Castelnuovo-Funktion von X ist gerade die Hilbertfunktion von A. Wirzeigen, da� die Multiplikationsabbildung�i : Ai � A�+1�i ! A�+1 �= kni
ht-ausgeartet ist. Damit folgt dann dimk Ai = dimk A�+1�i und so dieerste Behauptung, woraus die zweite dur
h Aufsummieren folgt.In der Tat gilt f�ur f 2 A�nf0g, da� A1 � f 6= 0 na
h De�nition des So
kels.Sei nun i < � und f 2 Ai mit A�+1�i � f = 0. Sei g 2 A��i beliebig. Aus(A1g)f = A1(gf) = 0 folgt gf 2 so
A \ A� = f0g, also A��i � f = 0 unddamit induktiv A1 � f = 0, also f 2 so
A \ Ai = f0g, was zu zeigen war.�11



Grundlegendes �uber nulldimensionale S
hemataEine Abs
hw�a
hung des Gorensteinbegri�es ist der des Level-S
hemas:De�nition 1.11. X hei�t Level-S
hema, wenn gilt so
A = A�+1:Feiner als die Hilbertfunktion ist die minimale graduiert-freie Au
�osung von RX:Na
h Hilberts Syzygiensatz ([1℄ 19.7) gibt es eine exakte Sequenz graduierterP�Moduln 0 �! Fn�1 'n�1�! : : : �! F1 '1�! R �! 0:Hierbei sind die Fi graduiert-freie P�Moduln der Form Fi �= �iLj=1P (��ij). Dabeibetr�agt die L�ange n� 1 aufgrund der Formel von Auslander-Bu
hsbaum im gra-duierten Fall ([1℄ ex. 19.8), da R die Tiefe 1 hat.Die Au
�osung ist eindeutig in dem Sinne, da�, wenn na
h einer Basiswahl in derMatrizendarstellung von 'i kein Eintrag aus k stammt (i = 1; : : : ; n � 1), diegraduierten Bettizahlen �i und die Gradvers
hiebungen �ij eindeutig sind.Graduierte Ringe mit glei
her freier Au
�osung haben die glei
he Hilbertfunktion,da diese additiv auf kurzen exakten Sequenzen ist. Freie Au
�osungen beinhal-ten aber im allgemeinen mehr geometris
he Informationen; idealtypis
h daf�ur istfolgender Satz.Proposition 1.12. Sei X � P3, jXj = 7, mit generis
her Hilbertfunktion. Dannhat RX eine minimale graduiert-freie Au
�osung der Form0 �! P (�5)3 �! P (�3)2 � P (�4)6 �! P (�2)3 � P (�3)3 �! RXgenau dann, wenn X auf einer Kurve vom Grad 3 liegt, ansonsten ist diese ge-geben dur
h0 �! P (�5)3 �! P (�4)6 �! P (�2)3 � P (�3)3 �! RX:Beweis. [2℄ 2.8. �Wir bes
hlie�en diese Einf�uhrung mit einer weiteren wi
htige Klasse von in ge-wisser Hinsi
ht extremalen Punktmengen, den vollst�andigen Dur
hs
hnitten:De�nition 1.13. Eine PunktmengeX � Pn hei�t vollst�andiger Dur
hs
hnitt(vom Typ d1; : : : ; dn), wenn das Vers
hwindungsideal IX von n homogenen Poly-nomen f1; : : : ; fn mit deg fi = di erzeugt werden kann.Die Bedingung, vollst�andiger Dur
hs
hnitt zu sein, ist sehr restriktiv. So folgt f�urvollst�andige Dur
hs
hnitte X � P2 vom Typ (d1; d2) aus dem Satz von B�ezout,da� X aus d1 � d2 Punkten bestehen mu�.Da die minimalen Erzeuger eines vollst�andigen Dur
hs
hnitts eine P�regul�areFolge f�ur IX bilden, liefert der Koszul-Komplex eine minimale freie Au
�osung(vgl. [18℄ S.28). Diese hat folgende Konsequenz f�ur die Hilbertfunktion von X.12



Grundlegendes �uber nulldimensionale S
hemataSatz 1.14. Sei X � Pn vollst�andiger Dur
hs
hnitt vom Typ (d1; : : : ; dn). Danngilt:a) X ist arithmetis
h Gorenstein.b) degX = d1 � d2 � : : : � dn:
) �X = d1 + d2 + : : :+ dn � n� 1:Beweis. [18℄ S. 30. �Beispiel 1.15. Jede endli
he Punktmenge ist einem vollst�andigen Dur
hs
hnittenthalten: Ist X = fP1; : : : ; Psg, Pi = (1 : pi1 : : : : : pin), so ist X enthalten im"vollst�andige Gittter\ Y gegeben dur
hIY := h sYi=1(x1 � pi1); : : : ; sYi=1(xn � pin)i:Hingegen ist eine Konsequenz aus [23℄, da� jede Punktmenge mengentheoretis
hvollst�andiger Dur
hs
hnitt ist, d.h. es existieren stets f1; : : : ; fn 2 IX mitphf1; : : : ; fni = IX:De�nition 1.16. Seien X;Y � Pn zwei reduzierte nulldimensionale S
hemata.a) X und Y hei�en (dur
h einen vollst�andigen Dur
hs
hnitt) 1-liiert, wennX \Y = ; und X [Y ein vollst�andiger Dur
hs
hnitt ist.b) X hei�t (un-)gerade zu Y liiert, wenn es X0 = X;X1; : : : ;Xk = Y gibt(k (un-)gerade), so da� Xi und Xi+1 1-liiert sind f�ur i = 0; : : : ; k � 1.Vers
hiedene Invarianten sind unter gerader Liaison invariant, vgl. etwa (6.9).Bemerkung 1.17. Ein vollst�andiger Dur
hs
hnitt X ist sowohl gerade als au
hungerade zu einem Punkt liiert.Beweis. Sei (f1; : : : ; fn) eine regul�are Folge f�ur IX und l1 eine "gen�ugend all-gemeine" Linearform. Man zeigt (vgl. [29℄), da� au
h (f1; : : : ; fn � l1) eine re-gul�are Folge ist, die das Vers
hwindungsideal einer Punktmenge Z = X [ Yerzeugt mit IY = hf1; : : : ; fn�1; l1i: Da Y � Pn�1, folgt induktiv, da� X zu einemPunkt liiert ist. Da dieser ungerade zu si
h selbst liiert ist (betra
hte die Folgef(1 : 0)g; f(1 : 1); (1 : 2)g; f(1 : 3)g; f(1 : 0)g), folgt die Behauptung. �
13



Grundlegendes �uber nulldimensionale S
hemata
Ein zu einem vollst�andigenDur
hs
hnitt vom Typ (2,1) li-ierter vollst�andiger Dur
hs
hnittvom Typ (2,3)

1.3 Spezielle Klassen von PunktmengenViele der in der Theorie auftretenden algebrais
hen Ph�anomene kann man be-reits f�ur Punktmengen X � P2 beoba
hten. Dazu f�uhren wir kurz vers
hiedeneKonstruktionen von Klassen von Punktmengen na
h Geramita et al. auf unddiskutieren erste algebrais
he Eigens
haften.De�nition 1.18.a) Eine Punktmenge X � P2 hei�t Pseudo-Linearkon�guration vom Typ(k1; : : : ; kn), wenn giltX = f(1 : s : t) j t 2 f0; : : : ; n� 1g; s 2 f0; : : : ; kn�t � 1gg:b) Eine Pseudo-Linearkon�guration vom Typ (k1; : : : ; kn) hei�t Linearkon�-guration, wenn gilt k1 < : : : < kn:
) X hei�t ausgespreizte Linearkon�guration vom Typ (k1; : : : ; kn), wenngilt X = f(1 : s : t) j t 2 fk1; : : : ; kng; s 2 f0; : : : ; t� 1gg:d) Seien l1; : : : ; lt Geraden im P2, so da� si
h f�ur i 6= j li und lj in ge-nau t � 1 Punkten s
hneiden. Die Vereinigung aller S
hnittpunkte hei�tC-Kon�guration Ct.Die Bedeutung von linearen Kon�gurationen erkl�art auf der algebrais
hen Seitedur
h den Begri� des Lex-Segment-Ideals.De�nition 1.19.a) Ein monomiales Ideal I � k[x1; : : : ; xn℄ wird Lex-Segment-Ideal genannt,wenn f�ur alle Terme t 2 I gilt: Ist t0 ein weiterer Term glei
hen Grades mitt0 >LEX t, so ist au
h t0 2 I: 14



Grundlegendes �uber nulldimensionale S
hematab) Ein homogenes Ideal J � k[x0; : : : ; xn℄ hei�t Liftung eines homogenenIdeals I � k[x1; : : : ; xn℄, wenn gilt J + hx0i=hx0i �= I und x0 ist ein Ni
ht-Nullteiler f�ur P=J.Das Vers
hwindungsideal einer Linearkon�guration ist nun gerade die Liftung ei-nes Lex-Segment-Ideals. Allgemeiner gilt, da� man sogar jedes nulldimensionaleLex-Segment-Ideal zum Vers
hwindungsideal einer Punktmenge liften kann (vgl.etwa [13℄ 
h. 6.2).Lex-Segment-Ideale haben unter allen Idealen mit glei
her Hilbertfunktion extre-male Betti-Zahlen ([20℄); diese stimmen mit denen der Liftung �uberein (vgl. [26℄S.7).Die Relevanz von ausgespreizten Linearkon�gurationen und C-Kon�gurationenbesteht darin, da� es im Vers
hwindungsideal Formen kleinen Grades gibt, dieProdukt von Linearformen sind, es also i.A. mehr Kollineationen als bei Linear-kon�gurationen gibt. Diese verhalten si
h unter di�erentiellen Gesi
htspunktenanders als beispielsweise irreduzible Formen, vgl. (3.11).

a) Pseudo-Linearkon�guration vom Typ (1,4,2,5,1), b) AusgespreizteLinearkon�guration vom Typ (1,3,5), 
) C-Kon�guration C4Betra
htet man X � Pn als geometris
hes Objekt, so ist die Automorphismen-gruppe Aut(X) := fg 2 PGLn+1(k) : gX = Xg im Allgemeinen trivial. Inter-essant hingegen ist die Zusammensetzung von X aus "Unterobjekten\, d.h. dieFrage, wie si
h vers
hiedene Unters
hemata Yi � X zueinander verhalten. Diesf�uhrt zu vers
hiedenen geometris
hen Begri�sbildungen.De�nition 1.20. a) Ein Punktmenge X hei�t (i; j)-uniform, wenn gilt: SindY1;Y2 � X mit jY1j = jY2j = jXj � i, so gilt HFY1(j) = HFY2(j):b) X hei�t i�uniform, wenn f�ur jedes Unters
hema Y mit jXj�i � jYj � jXjgilt HFY(t) = min(HFX(t); jYj):15



Grundlegendes �uber nulldimensionale S
hemata
) X hei�t Cayley-Ba
hara
h-S
hema, wenn X 1-uniform ist.d) X be�ndet si
h in uniformer Lage, wenn X (jXj � 1)�uniform ist.e) X be�ndet si
h in linear allgemeiner Lage, wenn f�ur jeden e
hten linea-ren Teilraum L � Pd gilt jX \ Lj � 1 + dimL:Bemerkung 1.21.a) Ist X (i; j)�uniform, so gilt HFY(j) = min(i;HFX(j)) f�ur alle Y � X mitjYj = i: Sei n�amli
h fi ein minimaler Separator vom Grad �+1 und Y dasdur
h fi de�nierte Unters
hema von X. Dann giltHFY(t) = min(s� 1;HFX(t))f�ur alle t 2 Z, Y hat also eine "abges
hnittene Hilbertfunktion\. Per In-duktion gibt es ein Unters
hema Yi mit HFYi(t) = min(i;HFX(t)), worausdie Behauptung folgt.b) Operiert die PGLn+1(k) transitiv auf der Menge der d�elementigen Teil-mengen von X � Pn f�ur d = 1; : : : ; s, so be�ndet si
h X in uniformerLage. Die Existenz einer sol
hen Gruppenwirkung bildet die Beweisidee desSatzes von Harris �uber die uniforme Lage ([28℄) und liefert die Beispiele vonGalligo ([24℄).
) X be�ndet si
h in linear allgemeiner Lage genau dann, wenn je n+1 Punktevon X, betra
htet als Vektoren im An+1, den An+1 aufspannen. Dies istgenau dann der Fall, wenn X (jXj � n� 1; 1)�uniform ist.d) Level-S
hemata { und damit insbesondere vollst�andige Dur
hs
hnitte undS
hemata, die arithmetis
h Gorenstein sind { sind Cayley-Ba
hara
h-S
he-mata: Da "Separatorengrade So
kelgrade sind\ (1.10 b), folgt da� jeder mi-nimale Separator Grad �+1 hat. Na
h der Bemerkung na
h (1.1) erzeugt einminimaler Separator von Pi das Vers
hwindungsideal von Yi := XnfPig;damit ist HFYi(t) = HFX(t) f�ur t � � und HFYi(t) = HFX(t) � 1 f�urt � � + 1, was gerade die De�nition von 1-Uniformit�at ist.e) Der Name "Cayley-Ba
hara
h-S
hema\ erkl�art si
h folgenderma�en. SeiX = fP1; : : : ; P9g � P2 ein vollst�andiger Dur
hs
hnitt von zwei Kubikenund C eine weitere Kubik, die P1; : : : ; P8 enth�alt. Dann besagt eine Versiondes Satzes von Cayley-Ba
hara
h, da� C au
h P9 enth�alt.Dies ist �aquivalent dazu, da� f�ur alle Yi = XnfPig die Hilbertfunktion ge-geben ist dur
h HFYi : 1 3 6 8 8 � � � . Da HFX : 1 3 6 8 9 9 � � � , verallgemeinertder Begri� des Cayley-Ba
hara
h-S
hemas also diese Eigens
haft.16



Kapitel 2Der Modul derK�ahler-Di�erentialformenIn diesem Kapitel untersu
hen wir na
h Einf�uhrung des allgemeinen Begri�esder K�ahler-Di�erentialformen vers
hiedene Spezialisierungen dieses Begri�es f�urPunktmengen, n�amli
h die sogenannten holomorphen, ganzen und meromorphenDi�erentialformen. Sind die beiden letzteren zyklis
he Moduln �uber den jeweili-gen zugrundeliegenden Ringen, ist die RX-Modulstruktur der holomorphen Dif-ferentialformen 
RX=k sehr rei
hhaltig. Im wesentli
hen daf�ur verantwortli
h istder Torsionsuntermodul, den wir daraufhin genauer untersu
hen. Die Verbindungvon holomorphen Di�erentialformen mit der ersten in�nitesimalen Umgebung desS
hemas, wie sie im letzten Abs
hnitt gezeigt wird, s
hl�agt eine Br�u
ke zu demklassis
hen Gebiet des Studiums sogenannter Doppelpunkts
hemata.2.1 Allgemeine Betra
htungenDe�nition 2.1. Sei R ein Ring, S eine R�Algebra und M ein S-Modul.a) Eine R�lineare Abbildung d : S ! M hei�t R-Derivation, wenn f�ur allef; g 2 S die Leibniz-Regel d(fg) = fdg + gdfgilt. De�niert man f�ur b 2 S(b � d)(m) := b � d(m);so wird die abels
he Gruppe DerR(S;M) aller R�Derivationen S ! M zueinem S-Modul. 17



Der Modul der K�ahler-Di�erentialformenb) Sei N1 der freie S�Modul auf den Symbolen fd(f) : f 2 Sg und N2 dervon Elementen der Form d(bb0)� bd(b0)� b0d(b) (b; b0 2 S) undd(ab+ a0b0)� ad(b)� a0d(b0) (a; a0 2 R; b; b0 2 S)erzeugte Untermodul. Der Quotient 
S=R := N1=N2 hei�t Modul derK�ahler-Di�erentialformen von S �uber R. Die Abbildungd : S ! 
S=R; df := d(f)hei�t universelle R-Derivation von S.Bemerkung 2.2.a) Die universelle R-Derivation von S ist o�enbar eine R-Derivation, die fol-gende universelle Eigens
haft aufweist: F�ur jeden S�Modul M und jedeR�Derivation e : S ! M gibt es genau einen S�linearen Homomorphis-mus e0 : 
S=R !M mit e = e0d.F�ur einen S-Modul M de�niert die Zuordnung M 7! DerR(S;M) einenkovarianten Funktor DerR(S;�) auf der Kategorie der S-Moduln. Ist dabeif : M1 ! M2 ein Morphismus von S�Moduln, so ist DerR(S;�)(f) f�ure 2 DerR(S;M1) gegeben dur
hDerR(S;�)(e) := f Æ e:Die universelle Eigens
haft von 
S=R ist gerade glei
hbedeutend damit, da�
S=R diesen Funktor repr�asentiert, d.h. es giltDerR(S;M) �= HomS(
S=R;M):Daher spri
ht man von 
S=R au
h als Modul der universellen Di�erential-formen.b) Ist S als R-Algebra endli
h erzeugt, etwa von (s1; : : : ; sn), so folgt aufgrundder Leibniz-Regel, da� 
S=R als S�Modul von (ds1; : : : ; dsn) erzeugt wird.In zwei konkreten Situationen zeigt si
h die Relevanz dieser Konstruktion:Bemerkung 2.3.a) Ist M eine glatte aÆne algebrais
he Variet�at �uber R, so ist M au
h eineglatte reelle Mannigfaltigkeit. Bezei
hnet C1(M) die glatten, O(M) dieregul�aren Funktionen auf M , so gilt na
h [1℄ S. 391 f�ur das Kotangential-b�undel T �(M) �= C1(M)
O(M) 
O(M)=R:18



Der Modul der K�ahler-Di�erentialformenb) Ist [L : K℄ eine separable K�orpererweiterung, so gilt: f1; : : : ; fs ist genaudann eine Transzendenzbasis von LjK, wenn df1; : : : ; dfs L-Basis f�ur 
L=Kist ([8℄ 5.3).Beispiel 2.4. Ist S = R[x1; : : : ; xn℄, so gilt 
S=R = nLi=1Sdxi. Die universelleDerivaton ist dabei gegeben dur
hdf = nXi=1 �f�xi dxi: �Wir fassen das Verhalten von 
 unter vers
hiedenen Ringkonstruktionen zusam-men.Proposition 2.5. Sei R ein Ring, S eine R-Algebra und T eine S-Algebra.a) Es gibt eine exakte Sequenz von T�ModulnT 
 
S=R Æ�! 
T=R ��! 
T=S ! 0;wobei Æ gegeben ist dur
h Æ(t
 !) = t! und � dur
h �(dt) = dt.b) Ist T eine Lokalisierung von S, so gilt
T=R = T 
S 
S=R:
) Gilt T �= S=I, so ist die Sequenz von T�ModulnI=I2 ��! T 
S 
S=R ��! 
T=R ! 0exakt. Dabei gilt �(i+ I2) = 1
 di und �(t
 ds) = t � ds.d) Sind S1; S2 R�Algebren und S = S1 
 S2, so gilt
S=R �= (S1 
R 
S2=R)� (S2 
R 
S1=R):e) Sind S1; : : : ; Sn R�Algebren und S =Qi Si, so gilt
S=R �=Mi 
Si=RBeweis. a) [1℄ 16.2, b) [2℄ 4.22a) 
) [1℄ 16.3, d) [1℄ 16.10, e) [2℄ 4.11. �Bemerkung 2.6. Aus den Beweisen zu obiger Proposition folgt, da� die an-gegeben Abbildungen homogen vom Grad 0 sind, wenn die zugrundeliegendenObjekte Z�graduiert sind. Insbesondere sind die genannten Isomorphismen Iso-morphismen graduierter Moduln. 19



Der Modul der K�ahler-Di�erentialformen2.2 Di�erentialformen f�ur PunktmengenIn der vorliegenden Situation sind besonders die Ringe R = RX; L = Qh(R) undder ganze Abs
hlu� S von R in L interessant. Mit Hilfe der Re
henregeln k�onnenwir gewisse nat�urli
he Di�erentialmoduln konkret angeben.De�nition 2.7. Der R�Modul 
R=k hei�t Modul der holomorphen Di�e-rentialformen auf X: Als meromorphe Di�erentialformen auf X bezei
h-nen wir den L � Modul 
L=k. S
hlie�li
h nennen wir den S�Modul 
S=k dieganzen Di�erentialformen auf X.Proposition 2.8. a) Es gibt einen Isomorphismus graduierter R�Moduln
R=k �=  nMi=0 Rdxi! =dI:Dabei bezei
hnet nLi=0Rdxi den freien R�Modul auf den (dxi) mit deg dxi = 1f�ur i = 0; : : : ; n und dI den von fPi �f�xidxi : f 2 Ig erzeugten Untermodul.b) Die universellen Di�erentialmoduln 
S=k und 
L=k sind freie zyklis
he S�bzw. L�Moduln. Genauer gilt
S=k �= k[T1℄dT1 � : : :� k[Ts℄dTs �= Sdx0und 
L=k �= Ldx0:Beweis.a) Da na
h (2.4) gilt 
P=k = nLi=0Pdxi, folgt die Behauptung mit (2.5 
).b) Da S �= k[t1℄ � : : : � k[ts℄, folgt mit (2.5 e) und (2.4) (mit n = 1)
S=k �= Li k[Ti℄dTi. Da dx0 = (dT1; : : : ; dTs), folgt der zweite Isomorphis-mus. Nun ist L = Sx0 eine Lokalisierung, und mit (2.5 b) erhalten wir
L=k = L
S Sdx0 �= Ldx0: �Ist G eine abels
he Gruppe, so kann die Untergruppe der Elemente endli
herOrdnung TG := fg 2 G : jhgij <1g20



Der Modul der K�ahler-Di�erentialformen
harakterisiert werden als TG = ker(G! Q
Z Gg:Analog de�nieren wirDe�nition 2.9. Der Torsionsuntermodul T
 := T
R=k ist de�niert als Kernder kanonis
hen Abbildung
R=k ! L
 
R=k = 
L=k:Wir geben zwei Charakterisierungen von T , die die Bedeutung dieses Untermo-duls unterstrei
hen.F�ur den aÆnen Kegel Y �uber X gilt, da� der Tangentialraum an einem Punktp 6= 0 kanonis
h isomorph zu der p enthaltenden Komponente von Y ist. Diesmotiviert es, Di�erentialformen auf X au
h als Funktionen auf X zu interpre-tieren. Algebrais
h gesehen entspri
ht dies dem dur
h die Eulerderivation auf Rvermittelten Homomorphismus 
R=k ! R.De�nition 2.10. F�ur einen positiv graduierten Ring R = Li�0Ri hei�t dieR0-Derivation e : R! R gegeben dur
h e(ri) = i � ri f�ur homogenes ri vom Gradi die Euler-Derivation.Aufgrund der universellen Eigens
haft von 
R=k gibt es einenR�Homomorphismus
 : 
R=k ! R mit e = 
 Æ d, der also im Falle R = RX gegeben ist dur
h
RX(dxi) = xi:Proposition 2.11. a) Der Torsionsuntermodul entspri
ht gerade den 1-Formen,die auf X vers
hwinden: T
 = ker 
RX:b) Es gibt eine Zerlegung von graduierten k�Vektorr�aumen
RX=k = dRXMT
:Beweis.a) Sei eL die Eulerderivation f�ur L und 
L der zugeh�orige L�Homomorphismus
L=k ! L: Aus den De�nitionen ist ersi
htli
h, da� folgendes Diagrammkommutiert. 
RX=k
RX
��

// 
L=k
L
��R � // L
L ist ein Isomorphismus, ebenso ist � : R ! L injektiv, woraus die Be-hauptung folgt. 21



Der Modul der K�ahler-Di�erentialformenb) F�ur 
 = 
RX ist die Eins
hr�ankung 
t : (
R=k)t ! Rt f�ur t � 1 surjektiv da1td Linksinverse ist. Aus der exakten Sequenz0! (T
)t ! (
R=k)t ! Rtfolgt damit die Behauptung. �Die Inklusion R ,! S liefert andererseits einen Morphismus � : S ! X, mit-tels dessen man Di�erentialformen auf X zur�u
kziehen kann. Dieser Pullba
kentspri
ht der kanonis
hen Abbildung
RX=k ! 
S=k = S 
 
RX=k:Da 
RX=k ! 
L=k dur
h 
S=k faktorisiert und 
S=k injektiv in 
L=k einbettet,erhalten wir eine zweite Charakterisierung:Proposition 2.12. Der Torsionsuntermodul entspri
ht gerade den Di�erential-formen ! 2 
RX=k, deren Pullba
k ��! vers
hwindet. �Bemerkung 2.13.a) Ist �# : RX ! RY der zu einem Morphismus zweier nulldimensionalerreduzierter S
hemata � : X ! Y geh�orende K�Algebrenhomomorphis-mus, respektiert die induzierte Abbildung
(�#) : 
RX=k ! 
RY=kdie Zerlegungen von 
. Mit anderen Worten gilt
(�#)(dRX) � dRY und 
(�#)(TX) � TY;wie aus der De�nition folgt. Ist �# surjektiv, also z.B. falls Y � X, folgtaus Dimensionsgr�unden au
h
(�#)(dRX) = dRY und 
(�#)(TX) = TY:b) Seien Y1; : : : ;Ys die Unters
hemata von X mit degYi = s � 1 und�i : RX ! RYi die kanonis
hen Projektionen. Ges
hlossene 1-Formen sind"lokal\ in dem Sinne, da� die Kenntnis von
(�i)(dr) 2 
RYi=k (i = 1; : : : ; s)s
hon dr eindeutig bestimmt. Dies gilt ni
ht f�ur Torsionselemente. Ist n�amli
hz.B. X � P1 vom Grad s, so gibt es na
h [22℄ Torsion genau in den Graden2 bis 2s+1. F�ur h 2 (T
)2s+1nf0g gilt damit 
(�i)(h) = 0 f�ur i = 1; : : : ; s.�22



Der Modul der K�ahler-Di�erentialformen2.3 Die erste in�nitesimale Umgebung von XEng verkn�upft mit dem Modul der K�ahler-Di�erentialformen ist die sogenannteerste in�nitesimale Umgebung von X. Dieses Konzept erlaubt eine dritte Cha-rakterisierung des Torsionsuntermoduls.De�nition 2.14. a) Seien p1 : : : ; ps die minimalen Primteiler von I = IX.Dann hei�t I(2) := p21 \ : : : \ p2sdas symbolis
he Quadrat von I.b) Das zu P=I(2) geh�orige S
hema Z hei�t erste in�nitesimale Umgebungvon X.Daneben ist f�ur Z au
h die Bezei
hnung als Doppelpunkts
hema mit Tr�ager inX gebr�au
hli
h.Bemerkung 2.15.a) Aus der Taylor-Entwi
klung folgt f�ur ein Polynom f 2 P = k[x0; : : : ; xn℄f 2 p2i () f(Pi) = 0 und �f�xj (Pi) = 0 f�ur j = 0; : : : ; n;also f 2 I(2) () f; �f�Xj 2 I f�ur j = 0; : : : ; nf�ur die gew�ohnli
hen partiellen Ableitungen �f�Xj . Ein sol
hes f de�niert alsoeine Hyper
�a
he, die die Pi enth�alt und an diesen Punkten Singularit�atenaufweist.b) Aus der De�nition folgt, da� I(2) ein homogenes Ideal ist, wel
hes in Ienthalten ist. Da au
h ��xi I(2) � I, folgt f�ur die Initialgrade�(I(2)) � �(I) + 1:Desweiteren gilt o�enbar I2 � I(2).Wir geben ein Beispiel eines Ideals I (motiviert dur
h [1℄ 3.9.1), f�ur das giltI2 ( I(2) und �(I(2)) = �(I) + 1:Beispiel 2.16. Betra
hte ein S
hema X bestehend aus 9 generis
hen Punktenim P8. Na
h linearem Koordinatenwe
hsel k�onnen wir annehmen, da� giltX = f(1 : 0 : : : : : 0); : : : ; (0 : : : : : 0 : 1)g:23



Der Modul der K�ahler-Di�erentialformenDa X ni
ht ausgeartet ist, gilt �(I) � 2 und damit �(I2) � 4:Punkte im P8 entspre
hen bis auf Skalare genau den 3x3-Matrizen �uber k,X kann also interpretiert werden als Vereinigung von Matrizen vom Rang 1.Die Determinate f�ur 3x3-Matrizen det ist ein homogenes Polynom vom Grad 3,das auf X vers
hwindet; zudem sind die partiellen Ableitungen von det geradedie 2x2-Minoren, die au
h auf X vers
hwinden. Also gilt det 2 I(2), �(I(2)) � 3und damit I2 6= I(2).In der Tat zeigt eine Computerbere
hnung, da� gilt HFI(2)(3) = 84. �Allerdings stimmen I(2) und I2 in hohen Graden �uberein, wie man folgenderProposition entnimmt.Proposition 2.17.a) Der Torsionsuntermodul des R-Moduls I=I2 ist gerade I(2)=I2.b) Ist X vollst�andiger Dur
hs
hnitt, so gilt I(2) = I2.Beweis.a) [11℄ 4.16.b) Na
h [1℄ ex. 17.16.a ist I=I2 freier R-Modul, also insbesondere torsionsfrei.Na
h a) ist dann I(2)=I2 = 0. �F�ur die Bere
hnung von I(2) kann eine Variante des Bu
hberger-M�oller-Algorithmusverwendet werden, wenn die Koordinaten der Punkte bekannt sind. Im allgemei-nen Fall kann man I(2) als Saturierung bere
hnen:I(2) = I2 :P (x0; : : : ; xn)1;vgl. [11℄ 4.16.Bemerkung 2.18. Interessant ist in diesem Zusammenhang eine Charakterisie-rung von Vas
on
elos ([1℄ ex. 20.23) f�ur den lokalen Fall: Sei (R; p) ein lokalerRing und I � R ein Ideal. Dann gilt: I wird genau dann von einer regul�arenFolge erzeugt, wenn gilt projdim I <1 und I=I2 ist freier R=I-Modul.Das Studium von I(2) h�angt unmittelbar mit dem von 
R=k und der Torsionvon 
 zusammen. Sei Z die erste in�nitesimale Umgebung von X. Wir notierenzun�a
hst einige exakte Sequenzen graduierter k�Vektorr�aume. Der Zusammen-hang zwis
hen den Koordinatenringen von RX und RZ ist o�enbar gegeben dur
h0 �! I=I(2) �! RZ �! RX �! 0 (2.1)24



Der Modul der K�ahler-Di�erentialformenSei M := 
P=k=I
P=k �= nLi=0Rdxi, � : 
P=k ! M die kanonis
he Projektion und~d := � Æ dP=K. Da ~dI(2) = 0, gibt es einen IsomorphismusI=I(2) �= dI := ~dI (2.2)Desweiteren induziert ~d eine Abbildung d : RZ ! M ; dabei sei j : M ! 
oker ddie kanonis
he Abbildung.S
hlie�li
h haben wir aufgrund der Pr�asentierung von 
R=k und der Zerlegungvon 
R=k als direkte Summe die exakten Sequenzen0 �! dI �!M �1�! 
R=k �! 0 (2.3)und 0 �! RX �! 
R=k �2�! T
 �! 0: (2.4)Damit giltProposition 2.19. Es gibt ein kommutatives Diagramm graduierter k�Vektorr�aumemit exakten Zeilen und Spalten0
��

0
��0 // I=I(2) //

��

dI //

��

0
��0 // RZ //

��

M //

��


oker d //

��

00 // RX //

��


R=K //

��

T
 //

��

00 0 0Insbesondere ist T �= 
oker d:Beweis. Die oben erw�ahnten exakten Sequenzen entspre
hen dem Diagramm
25



Der Modul der K�ahler-Di�erentialformenmit exakten Zeilen und Spalten0
��

0
��I=I(2) //

��

dI
��0 // RZ //

��

M j //�1
��


oker d // 00 // RX //

��


R=k �2 //

��

T // 00 0Man pr�uft na
h, da� die Re
hte
ke kommutieren.De�niere h : 
oker d! T f�ur n 2 
oker d als h(n) := �2�1(m) f�ur ein m 2M mitj(m) = n: Eine Diagrammjagd zeigt, da� h wohlde�niert und surjektiv ist. DasS
hlangenlemma liefert die exakte SequenzI=I(2) ! dI ! ker h! 0! 0! 0;woraus aufgrund I=I(2) �= dI au
h ker h = 0 folgt. �Insbesondere folgt f�ur die Hilbertfunktion von ZHFZ(t) = (t+ 1)HFX(t� 1)� HFT
(t):Bemerkung 2.20.a) In [26℄ werden u.a. extremale Hilbertfunktionen von Doppelpunkts
hematauntersu
ht. Sei dazu f�ur Xi Zi die erste in�nitesimale Umgebung von Xiund (Xi)i2I die Gesamtheit aller Punktmengen mit einer vorges
hriebenenHilbertfunktion, d.h. dieXi sind also Punkte eines gewissen Hilberts
hemas.Gibt es dann imax; imin mit HFZimax � HFZi bzw. HFZimin � HFZi 8i 2 I?Es wird gezeigt ([26℄ 7.3), da� imax f�ur X � P2 existiert, und da� die C-Kon�guration in ihrer Klasse das Maximum annimmt.Dies bedeutet also gerade, da� die Hilbertfunktion von 
RCk=k minimal ist.b) Desweiteren l�a�t si
h mit dieser Verbindung die Hilbertfunktion von 
R=kf�ur generis
he Punkte angeben, da die Hilbertfunktion f�ur die erste in�nite-simale Umgebung von generis
hen Punkten na
h Ergebnissen von Hirs
ho-witz und Alexander bekannt ist (vgl. [22℄ 4.4).26



Kapitel 3H�ohere Di�erentialformenBildet der Modul der K�ahler-Di�erentialformen in einem geometris
hen Kon-text ein Analogon zu 1-Formen, so ist die universelle Di�erentialalgebra ein Pen-dant f�ur h�ohere Di�erentialformen. Die damit assoziierte deRham-Kohomologieerm�ogli
ht es, Werkzeuge der homologis
hen Algebra einzusetzen. Beispielsweiseist der deRham-Komplex im Wesentli
hen exakt und liefert damit ein besseresVerst�andnis des Torsionsuntermoduls. Aber au
h die F�ulle neuer Hilbertfunk-tionen, die mit h�oheren Di�erentialformen verbunden sind, beinhaltet s
hon inniedrigen Dimensionen interessante Informationen.De�nition 3.1. F�ur eine R�Algebra S ist die universelle Di�erentialalgebrade�niert als 
S=R := 1Mi=0 �i
S=R;wobei �0
S=R := S gesetzt wird. Elemente aus 
pS=R := �p
S=R hei�en p�Formen.Es ist also 
1S=R = 
S=R, d.h. 1-Formen sind gerade K�ahler-Di�erentialformen.F�ur �;  2 
S=R notieren wir das �au�ere Produkt als � ^  .Beispiel 3.2. F�ur S = R[x1; : : : ; xn℄ und 1 � p � n ist
pS=R = Mi1<:::<ip Sdxi1 ^ : : : ^ dxip :Insbesondere ist also 
pS=R frei vom Rang �np�. �Wird S als R�Algebra von s1; : : : ; sn erzeugt, folgt aus der De�nition des �au�erenProduktes, da� 
pS=R = 0 f�ur k � n + 1.Elemente aus 
pS=R lassen si
h s
hreiben als� = XI�f1;:::;ngjIj=p rIdsI27



H�ohere Di�erentialformenmit dsI := dsi1 ^ : : : ^ dsip: F�ur ein Element dieser Gestalt setzen wird� := XI�f1;:::;ngjIj=p drI ^ dsI :Ist S graduiert, so sind au
h die h�oheren Di�erentialformen-Moduln graduiertdur
h deg(rdsi1 ^ : : : ^ dsit) := deg r +Ptj=1 deg sij . Dadur
h wird d zu einerhomogenen R�linearen Abbildung vom Grad 0.F�ur k = 0 stimmt d mit der universellen Derivation �uberein, und da d(1) = 0,erhalten wir d Æ d = 0.De�nition 3.3. Die Homologie des Komplexes0 �! S d�! 
1S=R d�! 
2S=R d�! : : :hei�t deRham-Kohomologie von S/R. Die p: Kohomologiegruppeker(
pS=R ! 
p+1S=R)= im(
p�1S=R ! 
pS=R)wird mit HpDR(S=R) bezei
hnet. Elemente aus ker(
pS=R ! 
p+1S=R) hei�en ge-s
hlossene, Elemente aus im(
p�1S=R ! 
pS=R) exakte Di�erentialformen.Das Bilden von Kohomologiegruppen ist in nat�urli
her Weise funktoriell, d.h.HpDR(�=R) ist ein Funktor auf der Kategorie der R�Algebren.Man erinnere si
h, da� na
h dem Poin
ar�e-Lemma jede ges
hlossene p�Formauf dem Rn exakt ist. F�ur die gew�ohnli
he deRham-Kohomologie, ebenfalls mitHpDR bezei
hnet, ist dies glei
hbedeutend damit, da� HpDR = 0 f�ur p > 0 (undH0DR = R).Wir bes
hlie�en die allgemeinen Betra
htungen von Di�erentialformen mit fol-gendem Satz, der f�ur den algebrais
hen Kontext eine starke Verallgemeinerungdieser Tatsa
he bedeutet. Aufgrund der Bedeutung f�ur unsere Situation und desverbl�u�enden Argumentes bringen wir den Beweis na
h [36℄.Satz 3.4. Sei A eine positiv graduierte Q�Algebra. Dann induziert die Inklusion� : A0 ,! A einen Isomorphismus HDR(A0=Q) �= HDR(A=Q).Unmittelbar daraus folgtKorollar 3.5. Sei k ein K�orper der Charakteristik 0 und P = k[x1; : : : ; xn℄der standardgraduierte Polynomring in n Variablen �uber k. Dann gilt f�ur jedeshomogene Ideal I � P : H0DR((P=I)=k) = k und HpDR((P=I)=k) = 0 f�ur p > 0.Zum Beweis des Satzes ben�otigen wir folgendes Lemma.28



H�ohere Di�erentialformenLemma 3.6. Sei k ein K�orper der Charakteristik 0 und A eine k�Algebra. Danninduziert die Inklusion � : A ,! A[t℄ einen Isomorphismus� : HpDR(A=k)! HpDR(A[t℄=k)f�ur alle p � 0.Beweis. Na
h [8℄ 4.9 gilt
pA[t℄=k = (
pA=k 
k k[t℄)� (
p�1A=k 
k k[t℄dt):Nun ist HpDR(A[t℄=k) �= A[t℄ 
 HpDR(A=k), woraus aufgrund Fla
hheit von A[t℄�uber A die Injektivit�at von �p := HpDR(�) folgt. Zu zeigen bleibt die Surjektivit�atvon �p. Sei dazu � 2 
pA[t℄=k eine ges
hlossene Di�erentialform. In dem man ggf.einige !j oder �j als 0 w�ahlt, kann man � s
hreiben als� = (!0 + !1t+ : : :+ !iti) + (�0 + �1t+ : : :+ �i�1ti�1)dtf�ur gewisse !j 2 
pA=k; �j 2 
p�1A=k. Es gilt0 = d� = d!0 + (d!1)t+ (d!2)t2 + : : :+ (d!i)ti+ (�1)p(!1 + 2!2t+ : : :+ i!iti) ^ dt+ (d�0 + (d�1)t+ : : :+ (d�i�1)ti�1) ^ dt:Daraus folgt d!0 = 0 und (�1)pj!j + d�j�1=0 f�ur j = 1; : : : ; i. Da 
har k = 0,k�onnen wir setzen � := �0t+ �1 t22 + : : :+ �i�1 tii und bere
hnend� = (�1)p�1(�0 + �1t+ : : :+ �i�1ti�1)dt+ ((d�0)t+ (d�1) t22 + : : :+ d�i�1 tii )= (�1)p�1(�0 + �1t+ : : :+ �i�1ti�1)dt+ (�1)p�1(!1t+ !2t2 + : : :+ !iti):Damit gilt �+(�1)pd� = !0, also haben � und die ges
hlossene Form !0 glei
hesBild in HpDR(A[t℄=k): �Beweis des Satzes. Sei H = HpDR und seien �;  : A[t℄ ! A die dur
h�(t) = 1;  (t) = 0 gegebenen Algebrenhomomorphismen. Da �� =  � = idAund na
h dem Lemma H(�) ein Isomorphismus ist, sind au
h H( ) und H(�)Isomorphismen. Sei nun 
 : A! A[t℄ gegeben dur
h 
(mj) = mjtj f�ur mj homo-gen vom Grad j. Da au
h �
 = idA, ist ebenso H(
) ein Isomorphismus. Folgli
hist H( )H(�) = H( �) der gesu
hte Isomorphismus, da  � gerade die Projektionvon A auf A0 ist. �Im folgenden betra
hten wir h�ohere Di�erentialformen f�ur Punktmengen. Da 
1S=kund 
1L=k zyklis
he S- bzw. L�Moduln sind, gilt na
h De�nition des �au�eren29



H�ohere Di�erentialformenProduktes 
iS=k = 0 bzw. 
iL=k = 0 f�ur i > 1. Dies stimmt f�ur S, aufgefa�tals Koordinatenring einer Variet�at S, ja au
h mit der geometris
hen Intuition�uberein.Im folgenden geben wir eine Pr�asentation f�ur 
mRX=k an f�ur m = 1; : : : ; n+ 1, dieinsbesondere impliziert, da� es von Null vers
hiedene h�ohere Di�erentialformenf�urR=k gibt. Diese bilden allerdings nur einen endli
h-dimensionalen Vektorraum.Zur Notation des Ergebnisses sei N := f0; : : : ; ng und f�ur I � N , i0 2 N sei�I(i0) := (�1)jfi2I:i<i0gj:F�ur I = fi1; : : : ; ikg, i1 < : : : < ik, sei dxI := dxi1 ^ dxi2 ^ : : : ^ dxik :Proposition 3.7. Seim 2 f1; : : : ; n+1g und N1(m) der graduiert-freie P�Modulauf den dxI(I � N; jIj = m) mit deg dxI := m. Seien f1; : : : ; fs Erzeuger von IX.Sei N2(m) der von Xi0 62I0 �I0(i0) �ft�xi0 dxI0[fi0g(t 2 f1; : : : ; sg; I 0 � N; jI 0j = m � 1) und IN1(m) erzeugte Untermodul. Danngibt es einen Isomorphismus graduierter R�Moduln
mR=k �= N1(m)=N2(m):Beweis. Zur Vereinfa
hung der Notation sei 
 := 
P=k: Na
h ([8℄ 4.12) gilt
R=k �= 
=hI; dIi;wobei hI; dIi das von I und dI erzeugte Ideal in der �au�eren Algebra bezei
hnet.Wir zeigen, da� gilthI; dIim = XJ�N :jJj=m IdxJ + XI0�NjI0j=m�1 sXt=1 P �Xi0 62I0 �I0(i0) �ft�xi0 dxI0[fi0g;woraus die Behauptung folgt.F�ur m = 1 haben wirhI; dIi1 = 
1 � I + 
0 � dI =X Idxi + P � dI:Ist r = P rifi 2 I, so gilt dr =P ridfi + fidri 2 Pi Idxi +Pt Pdft, womit dieBehauptung folgt. Sei induktiv die Behauptung f�ur m� 1 gezeigt. Bea
hte, da�gilt hI; dIim = 
1 � hI; dIim�1:30



H�ohere Di�erentialformenNun ist 
1 � XJ�NjJj=m�1 IdxJ = XJ�NjJj=m IdxJund f�ur I 0 � N; jI 0j = m� 2; i 62 I 0dxi ^Pi0 62I0 �I0(i0) �ft�xi0 dxI[fi0g = dxi ^ dxI0Pj �ft�xj dxj= �dxI0[figPj �ft�xj dxj= �Pi0 62I0[fig �I0[fig(i0) �ft�xi0 dxI[fi0;ig;woraus die Behauptung folgt. �Wir stellen zun�a
hst einige Folgerungen zusammen, die si
h direkt aus der Pr�asen-tation ergeben.Korollar 3.8. a) 
iR=k 6= 0 f�ur i = 1; : : : ; n+ 1.b) (
iR=k)2�+1+i = 0 f�ur i = 2; : : : ; n+ 1:
) HF
1R=k(t) = s f�ur t � 2� + 3:d) F�ur j < �(I)� 1 gilt HF
iR=k(j � i) = �n+jj ��n+1i �.e) Sei �I � P das von �f�xi (f 2 I; i = 0; : : : ; n) erzeugte Ideal in P . Dann gilt
n+1R=k �= P=�I(�n� 1):Beweis.a) Da X ni
ht ausgeartet ist, sind die partiellen Ableitungen von Elementenaus I Formen vom Grad � 1. Der im Satz angegebene Untermodul N2 istalso ein e
hter Untermodul.b) Na
h (1.2) gibt es Formen gik 2 I vom Grad 2� + 3 mitdgik = x�+10 fidxk + hikdx0 2 nMi=0 Rdxi;wobei fi ein zu Pi geh�orender Separator vom Grad �+1 ist, d die kanonis
heAbbildung P ! 
P=k ! 
P=k=I
P=k = nMi=0 Rdxi31



H�ohere Di�erentialformenbezei
hnet und hik 2 R2�+2 ist. Daraus folgt, da� f�ur m � 2 in N2(m) alleElemente der Form x�+10 fidxI(jIj = k) liegen, denn es istdx0 ^ dgik = x�+10 fidx0 ^ dxk 2 N2(2)und damit folgt dann au
h fdxi ^ dxj 2 N2(2) f�ur alle f 2 R2�+2 und f�uralle 0 � i; j � n.Da (x�+10 fj) eine k�Basis f�ur R2�+2 bildet, folgt die Behauptung.
) Da der deRham-Komplex exakt ist, folgt dies sofort aus Teil b).d) F�ur die in der Pr�asentation von 
iR=k angegebenen P�Moduln N1(i); N2(i)gilt tautologis
h 
iR=k �= (N1(i)=IN1(i))=N2(i)):Dabei gilt (N1(i)=IN1(i)) �=Lj1<:::<ji Rdxj1 ^ � � � ^ dxji, alsoHFN1(i)=IN1(i)(t) = �n+ 1i �HFX(t� i):Da N2(i) keine Elemente vom Grad < �(I) � 1 + i enth�alt, folgt die Be-hauptung aus der Tatsa
he HFX(t) = �n+tt � f�ur t < �(I):e) Dies folgt sofort aus der Tatsa
he, da� 
n+1P=k = P � dx0 ^ dx1 ^ � � � ^ dxn mitdeg dx0 ^ dx1 ^ � � � ^ dxn = n+ 1: �Die Existenz h�oherer Di�erentialformen kann intuitiv wie folgt erkl�art werden:
k ist ein Funktor auf der Kategorie der Ringe, unters
heidet also ni
ht zwi-s
hen dem Koordinatenring von X und dem des aÆnen Kegels Y � An+1: DerUrsprung ist eine Singularit�at von Y; f�ur k = R ist keine Umgebung von 0 inY eine Untermannigfaltigkeit. Da X ni
ht ausgeartet ist, spannen die "Tangen-tialri
htungen in 0\ den An+1 auf, was die Existenz h�oherer Formen plausibelers
heinen l�a�t. Weiterhin ist ans
hauli
h klar, da� diese Formen Tr�ager in 0 ha-ben, da ja an anderen Punkten Y und die Normalisierung S lokal isomorph sind.Aus Nakayamas Lemma folgte dann die Endli
hdimensionalit�at von 
iRX=k, waswir hier direkt gezeigt haben.Bemerkung 3.9. Aufgrund der Exaktheit des deRham-Komplexes entspre
henges
hlossene 2-Formen in eindeutiger Weise Elementen des TorsionsuntermodulsT
 von 
R=k: In [22℄ wird gezeigt, da� T
 von den Elementen der Formxidxj � xjdxi32



H�ohere Di�erentialformenf�ur 0 � i; j � n erzeugt wird. Diese entspre
hen genau den exakten 2-Formen2dxi ^ dxj. �Beispiel 3.10. Betra
hte 12 generis
he Punkte im P3. Dann gilt f�ur die Hilbert-funktionenn 0 1 2 3 4 5 6 7HF(R) 1 4 10 12 12 12 12 � � �HF(
1) 4 16 32 25 12 12 � � �HF(
2) 6 24 28 0 0 � � �HF(
3) 4 16 4 0 � � �HF(
4) 1 4 0 � � �Die Aussage, da� die alternierende Spaltensumme stets 0 ergibt, ist gerade dieExaktheit des deRham-Komplexes. Die Tatsa
he, da�HF
i(i) = �4i� und HF
i(i + 1) = (n+ 1)�4i�folgt daraus, da� f�ur den Initialgrad gilt �(I) = 2. �In ([22℄ 4.3) wird f�ur einen vollst�andigen Dur
hs
hnittX � Pn vom Typ (d1; : : : ; dn)gezeigt, da� giltHF
1R=k(t) = (n + 1)HFX(t� 1)� nXk=1 HFX(t� dk):Vollst�andige Dur
hs
hnitte glei
hen Typs weisen also die glei
he Hilbertfunktionund die glei
he freie Au
�osung (vgl. die Bemerkung vor 1.14) sowie die glei-
he Hilbertfunktion f�ur 
1 auf. Jedo
h kann s
hon 
2 zwis
hen vers
hiedenenvollst�andigen Durs
hnitten glei
hen Typs unters
heiden, wie folgendes Beispielzeigt.Beispiel 3.11. Sei X1 � P2 die Pseudo-Linearkon�guration vom Typ (4; 4). SeiX2 gegeben dur
h IX2 = h 4Qt=1(x2 � tx0); x2x0 � x21i: Sowohl X1 als au
h X2 sindvollst�andige Dur
hs
hnitte vom Typ (2; 4). Eine Bere
hnung zeigt, da�dimk 
3X2 = 1 6= 3 = dimk 
3X1und damit au
h HF
2X1 6= HF
2X2 ist:n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9HF(R) 1 3 5 7 8 8 8 8 8 � � �HF(
1) 3 8 12 15 14 11 9 8 � � �HF(
2) 3 6 8 7 3 1 0 � � �HF(
3) 1 1 1 0 � � �33



H�ohere Di�erentialformenbzw. f�ur X2n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9HF(R) 1 3 5 7 8 8 8 8 8 � � �HF(
1) 3 8 12 15 14 11 9 8 � � �HF(
2) 3 6 7 6 3 1 0 � � �HF(
3) 1 0 � � �Die Kenntnis von drei der vier Hilbertfunktionen HF
iX(i = 0; : : : ; 3) f�ur X � P2legt die vierte fest. Das vorangehende Beispiel zeigte, da� HFX und HF
1 no
hni
ht die verbleibenden beiden festlegen. Aber au
h HFX und HF
3 legen die�ubrigen no
h ni
ht fest.Beispiel 3.12. Bezei
hnet X1 die Linearkon�guration vom Typ (1; 2; 3; 4) undX2 die C-Kon�guration C5, so haben X1 und X2 generis
he Hilbertfunktion undes gilt HF
3X1 = HF
3X2 : 0 0 0 1 3 6 0 � � � . DaHF
2X1 : 0 0 3 9 18 15 3 0 � � � 6= HF
2X1 : 0 0 3 9 18 16 5 0 � � � ;ist au
h HF
1X1 6= HF
1X2 : �Bemerkung 3.13. Geht X2 dur
h linearen Koordinatenwe
hsel aus X1 hervor,stimmen nat�urli
h die Hilbertfunktionen der zu X1 und X2 assoziierten Di�e-rentialmoduln �uberein. Die Umkehrung stimmt ni
ht, wie man s
hon im FallX � P1 feststellen kann: Die PGL2 operiert s
harf 3-transitiv auf P1, d.h. dreibeliebige Punkte k�onnen stets auf f0; 1;1g abgebildet werden, vier allgemeinePunkte jedo
h ni
ht auf vier vorgegebene Punkte. Da endli
he Punktmengen imP1 vollst�andige Dur
hs
hnitte sind, stimmen f�ur zwei Punktmengen glei
her Kar-dinalit�at die Hilbertfunktionen der Koordinatenringe und von 
1 �uberein. Da 
3vers
hwindet, stimmen au
h die Hilbertfunktionen von 
2 �uberein.Beispiel 3.14. Eine Hilbertfunktion hei�t unimodular, wenn sie bis zu einemMaximummonton w�a
hst und dann monoton f�allt. Die Pseudo-Linearkon�gurationX vom Typ (2; 5; 1; 19; 8) zeigt, da� weder HF
1 no
h HF
2 notwendig unimo-dalur sind. In der Tat giltHF
1RX : 0 3 9 18 30 42 47 50 49 47 46 45 45 46 47 48 49 50 52 53 52 51 50 49 4847 46 45 44 43 42 41 40 39 38 37 36 35 35 � � �undHF
2RX : 0 0 3 9 18 30 36 34 28 22 20 17 16 16 16 16 16 16 17 18 17 16 15 14 13 1211 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 0 � � � : �34



H�ohere Di�erentialformenDie h�oheren Di�erentialformen liefern also eine F�ulle von Hilbertfunktionen, vondenen neben der von 
1 die von 
n+1 am lei
htesten kontrollierbar s
heint, wie(3.8 e) nahelegt.Na
h Ma
aulays Basissatz gilt f�ur ein homogenes Ideal I und f�ur eine Term-ordnung � die Beziehung HFP=I = HFP=LT�(I); die Untersu
hung von sol
henHilbertfunktionen kann also auf ein im Allgemeinen einfa
her zu l�osendes kom-binatoris
hes Problem reduziert werden. F�ur die Bere
hnung der Hilbertfunktionvon 
n+1 stellt si
h damit die Frage, ob f�ur eine Gr�obnerbasis g1; : : : ; gt von IXau
h s
hon ( ��xj gi : 1 � i � t; 0 � j � n) eine Gr�obnerbasis f�ur �I ist { na
hEuler ist dies ja zumindest ein Erzeugendensystem von �I. Dies w�are z.B. ri
h-tig, wenn Derivationen mit der Bildung von Leittermen kommutierten. Dies istaber im Allgemeinen fals
h. Wir geben daneben einige weitere Beispiele, die dieS
hwierigkeiten bei diesem Zugang verdeutli
hen.Beispiel 3.15.a) Sei P = k[x0; : : : ; xn℄ und � eine Termordnung auf P mit xi0 >� xj8j 6= i0.F�ur fl =Pni=0 xli(l � 1) gilt dann f�ur i 6= i0��xi LT� fl = 0 6= LT�( ��xi fl) = lxl�1i :b) Sei X � P1 endli
h, jXj � 2 und f ein Erzeuger von IX, ohne Ein-s
hr�ankung also f =Qsi=1(x1�aix0): F�ur eine Termordnung � auf k[x0; x1℄mit x1 > x0 ist f tautologis
h Gr�obnerbasis von IX. Es giltLT� ��x0 f = xs�11 = LT� ��x1 f:Also bilden diese Formen keine Gr�obnerbasis f�ur �I, da 
2RX=k endli
hdi-mensional ist, aber keine Potenz von x0 in hLT� ��x0 f;LT� ��x1 fi liegt.
) Ist X � P1 dreipunktig und �=DegRevLex eine Termordnung f�urP = k[x0; x1; x2℄, so bere
hnet manHF
1(P=LT�(IX))=k(i) = 4 6= HF
1(P=IX)=k(i) = 3f�ur i � 4. �Selbst in der simpelsten Klasse von vollst�andigen Dur
hs
hnitten, den vollst�andi-gen Gittern glei
hen Typs, unters
heiden si
h die Hilbertfunktionen von 
n+1: es35



H�ohere Di�erentialformentreten arithmetis
he Gesi
htspunkte auf.Beispiel 3.16. Sei X � Pn gegeben dur
h IX = hxd11 � xd10 ; : : : ; xdnn � xdn0 i. X istalso vollst�andiges Gitter, die Koordinaten der Punkte sind Einheitswurzeln. Istohne Eins
hr�ankung d1 = minfdig, so gilt�I = hxd1�10 ; xd1�11 ; : : : ; xdn�1n i:Damit lassen si
h lei
ht die vers
hiedenen Hilbertfunktionen ausre
hnen.Ist nun z.B. X � P3 konkret gegeben dur
h IX = hx31 � x30; x32 � x30; x33 � x30iund Y � P3 gegeben dur
h hQ3i=1(x1 � ix0);Q3i=1(x2 � ix0);Q3i=1(x3 � ix0)i, sobere
hnet man HF
4RX=k : 0 0 0 0 1 4 6 4 1 0 : : : und HF
4RY=k : 0 0 0 0 1 4 4 1 0 : : :.Bea
hte jedo
h, da� X und Y au
h unter geometris
hen Aspekten vers
hiedensind, so gilt jAut(X)j > jAut(Y)j: �Wir beenden diesen Abs
hnitt mit einem theoretis
hen Resultat. Na
h (3.5) gibtes f�ur i � 2 eine Zerlegung graduierter k�Vektorr�aume
i = BiMZimit Bi := d
i�1 und einem komplement�aren Vektorraum Zi, soda� die Ein-s
hr�ankung djZi : Zi ! dZi ein Isomorphismus ist. "B\ steht also f�ur die R�ander,"Z\ f�ur die Zykel. Wir wollen im Folgenden die zugeh�origen Projektionen explizitangeben.F�ur eine glatte reelle Mannigfaltigkeit M induziert ja ein Vektorfeld X dur
hVers
hr�ankung eine Abbildung iX : �i(T �M)! �i�1(T �M);(iX(!))x(v1; : : : ; vi�1) := !(Xx; v1; : : : ; vi�1)� !(v1; Xx; : : : ; vi�1) +� : : :+(�1)i�2!(v1; : : : ; vi�1; Xx)f�ur x 2 M und v1; : : : ; vi�1 2 TxM . Da die Euler-Derivation (f�ur k = R) au
hals ein Vektorfeld interpretiert werden kann, e = Pnk=0 xk ��xk , erhalten wir eine"innere Multiplikation" auf der universellen Di�erentialalgebra.De�nition 3.17. a) Sei �(e) : 
P=k ! 
P=k die P�lineare Abbildung gegebendur
h�(e)(dxj1 ^ : : : ^ dxji) := iXt=1 (�1)t+1xjtdxj1 ^ : : : ^ddxjt ^ : : : ^ dxji:Die induzierte RX-lineare Abbildung i(e) : 
RX=k ! 
RX=k hei�t die dur
he induzierte innere Multiplikation auf 
RX=k:b) Die k�lineare Abbildung L := i(e) Æ d� d Æ i(e) hei�t Lie-Ableitung.36



H�ohere Di�erentialformenBemerkung 3.18. Da 
iP=k f�ur i � 0 ein freier P�Modul ist, ist �(e) wohlde�-niert. F�ur die Wohlde�niertheit von i(e) bleibt zu zeigen, da� �(e)(dI)k � (dI)k�1.Dies folgt aber induktiv aus der Tatsa
he, da� (dI)k = h(dI)k�1^dxi : 0 � i � ni:Hiermit erkl�art si
h au
h die Vorzei
henwahl von �(e).F�ur 
P=k ist der Hodge-Stern de�niert dur
h�(dxi1 ^ : : : ^ dxik) := �dxj1 ^ : : : ^ dxjn+1�kf�ur i1 < : : : < ik; j1 < : : : < jn+1�k, soda� (i1; : : : ; ik; j1; : : : ; jn+1�k) eine Permu-tation von f0; : : : ; ng mit Signum � ist. Diese Operation hingegen induziert keinewohlde�nierte Abbildung auf dem Quotienten 
RX=k, denn da I 6= I(2) gibt es einf 2 I und 0 � i � nmit ��xif 62 I, und damit gilt ! := �f�xidx0^: : :^dxn 2 (dI)n+1,aber �! = �f�xi 62 I = (dI)0: �Proposition 3.19. a) F�ur ! 2 
t gilt L! = t!:b) F�ur t � 1 sind die kanonis
hen Projektionen �1 : 
t ! Zt und �2 : 
t ! Btgegeben dur
h �1 = 1t i(e) Æ d und �2 = �1t d Æ i(e):Beweis.a) F�ur ! = fdxi1 ^ : : : ^ dxit giltd Æ i(e)(!) = d(Ptj=1 f � (�1)j+1xijdxi1 ^ : : : ^ddxij ^ : : : ^ dxit)= Ptj=1 fdxi1 ^ : : : ^ dxij ^ : : : ^ dxit+Ptj=1(�1)j+1xijdf ^ dxi1 ^ : : : ^ddxij ^ : : : ^ dxit= t! + i(e) Æ d(!);woraus aufgrund der Linearit�at die Behauptung folgt.b) Na
h Teil a) gilt �1 + �2 = id. Es ist klar, da� im�2 � Bt und Bt � ker �2.Ist andererseits ! 2 ker �2, so gilt ! = �1! 2 Bt. Somit gilt ker �2 = Bt =im�1, was zu zeigen war. �Damit s
hlie�li
h erhalten wir eine weitere exakte Sequenz von graduierten RX-Moduln. 37



H�ohere Di�erentialformenProposition 3.20. Die dur
h i(e) induzierte Sequenz graduierter RX-Moduln0! 
n+1 ! : : :! 
1 ! RX ! RX=m �= k ! 0ist exakt.Beweis. Eine Standardre
hnung zeigt, da� i(e) Æ i(e) = 0. Zu zeigen bleibt, da�f�ur !1 2 
j mit i(e)(!) = 0 ein !2 2 
j+1 existiert mit !1 = i(e)!2: W�ahle!2 = 1j � i(e)!1, dann gilt !1 = (�1 + �2)!1 = d!2:Da im(
1 ! RX) = m, folgt au
h die Exaktheit bei RX. �

38



Kapitel 4Regul�are Di�erentialformenNeben holomorphen, ganzen und meromorphen sind die regul�aren Di�erentialfor-men von grundlegender Bedeutung, f�ur die wir in diesem Kapitel zwei �aquivalenteZug�ange bes
hreiben.Geometris
h motiviert ist die Konstruktion des Moduls der Obstruktionen, denwir als isomorph zu ersten lokalen Kohomologiegruppe des Koordinatenrings Rna
hweisen. Der dazu duale Modul, der sogenannte kanonis
he Modul ! von R,spielt in der Dualit�atstheorie eine wi
htige Rolle und beinhaltet zudem weiteregeometris
he Informationen �uber X. Neben der h�au�g gebrau
hten Bes
hreibungvon ! als ! �= Homk[x0℄(R; k[x0℄)(�1)bes
hreiben wir hier ! mittels der kanonis
hen Residuenabbildung als Untermo-dul von 
L=k und bezei
hnen ! als Modul der regul�aren Di�erentialformen (imSinne von Grothendie
k).In einem weiteren Abs
hnitt zeigen wir, da� dieser Begri� mit dem der regul�arenDi�erentialformen im Sinne von Rosenli
ht �ubereinstimmt. Ist die zweite Kon-struktion ans
hauli
her und einfa
her f�ur konkrete Bere
hnungen, so hat die erstedo
h den Vorteil, in nat�urli
her Weise funktoriell zu sein und au
h lei
ht auf h�ohe-re Dimensionen verallgemeinerbar zu sein.4.1 Lokale KohomologieSei wie in den vorangegangenen Kapiteln X ein 0-dimensionales reduziertes S
he-ma, das im Pn eingebettet und ni
htausgeartet ist. Mit Y wird der zugeh�origeaÆne Kegel im An+1 bezei
hnet. O�enbar ist 0 der einzige singul�are Punkt vonY, also stimmt der regul�are Ort Yreg mit dem punktierten Kegel �Y := Ynf0g�uberein. Wir betra
hten L = Qh(R) als regul�are Funktionen auf �Y:39



Regul�are Di�erentialformenDe�nition 4.1. Als Modul der Obstruktionen bezei
hnen wir den graduier-ten R�Modul Obs(X) := L=R:Ein Element m 2 Obs(X)nf0g repr�asentiert also eine regul�are Funktion auf �Y,die ni
ht Eins
hr�ankung einer regul�aren Funktion auf Y ist.Bea
hte, da� Obs(X) kein endli
h erzeugter R�Modul ist. Eine kurze Re
hnungzeigt jedo
h, da� Obs(X) ein graduierter Artins
her R�Modul ist: Jede abstei-gende Kette graduierter R�Untermoduln wird station�ar. Diese Tatsa
he folgtallgemeiner aus der Tatsa
he, da� Obs(X) mit der "ersten lokalen Kohomologie-gruppe H1m(R)\ �ubereinstimmt. Dieses wollen wir im folgenden zeigen.F�ur einen graduierten RingR sei C(R) die Kategorie der Z-graduiertenR�Moduln.Als Morphismus graduierter R�Moduln f :M ! N verstehen wir dabei ein Ele-ment f 2 HomR(M;N) =Mn2Z Hom(M;N(n));wobei N(n) den um n gradvers
hobenen Modul, also N(n)k := Nk+n, undHom(M;N(n)) die homogenen R�linearen Abbildungen M ! N(n) bezei
hnet.Der Funktor HomR(�; N) (bzw. HomR(M;�)) hat abgeleitete Funktoren H i(bzw. Hi), und es gilt Exti(M;N) := H i(M) = Hi(N):De�nition 4.2. F�ur ein homogenes Ideal a � R und M 2 C(R) sei�a(M) := (0 :M a)1 := fm 2M : 9n 2 N : an �m = 0g:Da �a(M) ein graduierter Untermodul von M ist und f�ur einen Homomorphis-mus graduierter R�Moduln f : M ! N gilt f(�a(M)) � �a(N), ist �a(�) einFunktor, der sogenannte a�Torsionsfunktor:Beispiel 4.3. F�ur R = RX gilt na
h (2.9) �m
R=k = T
: �Bemerkung 4.4. Aufgrund der Beziehung HomR(R=an;M) �= (0 :M an) zeigtman, da� �a nat�urli
h �aquivalent ist zu dem Funktor lim�!n2NHomR(R=an;�), vgl.[4℄,1.2.11 (iii). Daraus folgt sofort, da� �a linksexakt ist.Da C(R) gen�ugend injektive Objekte besitzt ([3℄ 3.6.2), gibt es eine injektiveAu
�osung von M der Form0!M ! E0 ! E1 ! : : : :40



Regul�are Di�erentialformenDe�nition 4.5. Die Kohomologie des Komplexes0! �aE0 ! �aE1 ! : : :hei�t lokale Kohomologie. Der i: Kohomologie-Modul wird dabei mit H ia(M)bezei
hnet.Bemerkung 4.6. Die abstrakt existierenden re
htsabgeleiteten Funktoren von�a sind konkret dur
h die H ia gegeben. In Verallgemeinerung von (3.3) zeigt mandie nat�urli
he �Aquivalenz von H ia und lim�!n2N ExtiR(R=an;�); vgl. [4℄ 
h. 12.Ein Satz von Grothendie
k zeigt, da� im vorliegenden Fall R = RX die h�oherenKohomologiefunktoren trivial sind:Proposition 4.7. Sei R = RX, m das maximale homogene Ideal von R und Mein endli
h erzeugter graduierter R�Modul. Dann gilt H im(M) = 0 f�ur i > 1.Beweis. Da dimM := dimR=(0 :R M) � dimR = 1, folgt die Behauptung aus[4℄, 6.1.2. �In Analogie zu [4℄ 2.2.4 und 2.2.7 s
hlie�en wirSatz 4.8. Es gibt einen Isomorphismus graduierter R�ModulnH1m(R) �= Obs(X):Beweis. Anwenden des kontravarianten Funktors HomR(�; R) auf die exakteSequenz 0! mn ! R! R=mn ! 0liefert eine lange exakte Sequenz0 �! HomR(R=mn; R) �! HomR(R;R) �! HomR(mn; R)�! Ext1R(R=mn; R) �! Ext1R(R;R) �! : : :Es gilt HomR(R;R) = R und Ext1R(R;R) = 0 da R projektiver R�Modul ist.Zudem ist HomR(R=mn; R) = (0 :R mn) = 0 da AnnRmn � AnnR xn0 = 0. DieSequenz vereinfa
ht si
h also zu0! R! HomR(mn; R)! Ext1R(R=mn; R)! 0:Da L als Lokalisierung 
a
h �uber R ist, folgt na
h [1℄ 2.10HomR(mn; R) ,! L
RHomR(mn; R) �= HomL(L
Rmn; L
RR) = HomL(L; L) = L;somit gilt die klassis
he Bes
hreibung als gebro
henes IdealHomR(mn; R) = (mn)�1 := fr 2 L : r �mn � Rg:41



Regul�are Di�erentialformenDesweiteren ist (mn)�1 � (mk)�1 f�ur n � k, und f�ur f 2 Li gilt f � m�+1�i � R,also erhalten wir insgesamtlim�!n2NHomR(mn; R) = [n2N(mn)�1 = L:Da der Funktor lim�!n2N kurze exakte Sequenzen respektiert, gibt es eine Sequenz0! lim�!n2NR! lim�!n2NHomR(mn; R)! lim�!n2NExt1R(R=mn; R)! 0;mit obiger Re
hnung und (4.4) folgli
h0! R! L! H1m(R)! 0;was zu zeigen war. �Im allgemeinen einfa
her zu handhaben als die lokalen Kohomologiemoduln sindihre Dualmoduln:De�nition 4.9. Sei k ein K�orper, R ein Z-graduierter Ring mit R0 = k und Mein graduierter R�Modul. Als Dual von M wird der graduierte R�ModulM� := Homk(M; k)bezei
hnet. Dabei ist die R�Modulstruktur gegeben dur
h (r � �)(m) := �(r �m).Der kontravariante Funktor D : M 7! M� ist ein sogenannter dualisierenderFunktor, d.h. er ist R�linear und es gilt D2 = 1, vgl. [1℄ S.525. Ist M artins
herR�Modul, so ist M� noethers
h und umgekehrt.De�nition 4.10. Der graduierte RX-Modul! := !X := H1m(RX)�hei�t kanonis
her Modul von RX.Bemerkung 4.11.a) Aus der konkreten Bes
hreibung von H1m(R) folgt! �= Homk(L=R; k) = f' 2 Homk(L; k) : '(R) = 0g:Insbesondere gilt f�ur die HilbertfunktionHF!(t) = s� HFR(�t):42



Regul�are Di�erentialformenb) Da R ein freier k[x0℄�Modul vom Rang jXj ist, erh�alt man mit [27℄ 2.2.8und 2.2.9 die �ubli
he Bes
hreibung als! �= Homk[x0℄(R; k[x0℄)(�1):
) Man zeigt, da� R genau dann Gorenstein ist, wenn es eine Zahl a gibt mitR �= !(a), vgl. [27℄ (2.1.3). Im vorliegenden Fall folgt dur
h Betra
hten derHilbertfunktion, da� gilt a = �.d) F�ur eine weitere Bes
hreibung von ! wird in [30℄ wie folgt verfahren. Es gibteine kanonis
he Einbettung Homk[x0℄(R; k[x0℄) ,! Homk[x0;x�10 ℄(L; k[x0; x�10 ℄).Da L ein freier k[x0; x�10 ℄-Modul ist, gibt es eine kanonis
he Spurabbildungtr : L! k[x0; x�10 ℄, die f�ur f = (a1T i1; : : : ; asT is) 2 Li gegeben ist alstr f := sXj=1 ajx0i:Mit Hilfe der Spurabbildung tr hat man (na
h der Wahl von x0) einen ka-nonis
hen Isomorphismus Homk[x0;x�10 ℄(L; k[x0; x�10 ℄) �= L �tr, es gibt folgli
halso einen R�Untermodul C � L mit! �= C(�1):Der Modul C � L wird Dedekinds
her Komplement�armodul genannt, undman zeigt ([30℄), da� Cx0 := x2�+20 C ein Ideal von R ist, das sogenannte"kanonis
he Ideal\. �Ist Y � X ein Unters
hema, bettet der kanonis
he Modul von RY in den von RXein.Proposition 4.12. Bezei
hnet IY=X das Bild von IY in RX, so gilt!Y �= f� 2 !X : IY=X � � = 0g:Beweis. Dies folgt na
h [27℄ (2.2.9). �F�ur das weitere Vorgehen ist es wi
htig, da� man ! au
h als Untermodul von
L=k realisieren kann. Die wesentli
he Beoba
htung dabei ist, da� die Residu-enabbildung f�ur Di�erentialformen als eine Spezialisierung der gerade de�niertenSpurabbildung aufgefa�t werden kann. 43



Regul�are Di�erentialformenDe�nition 4.13. Sei � = Pi fidx0 2 
L=k eine meromorphe Di�erentialformauf X, wobei fi = (a1;iT i1; : : : ; as;iT is) homogen vom Grad i ist. Dann ist dasResiduum von � (bei 0) de�niert alsRes � := sXj=1 aj;�1:Proposition 4.14. a) Es gibt einen Isomorphismus graduierter R�Moduln
L=k �= Homk(L; k);der explizit gegeben ist dur
h	 : fdx0 7! (g 7! Res(gfdx0):b) F�ur den oben de�nierten Dedekinds
hen Komplement�armodul C gilt damit! �= Cdx0:Beweis.a) Dies ist klar, da ker 	 = 0 und dimk Lidx0 = s = dimk Homk(L�i�1; k):b) Da 
L=k = Ldx0 �= L(�1), ist au
h das klar. �Bemerkung 4.15. Bezei
hnet � : k[x0; x�10 ℄ ! k; x0 7! 0 den Einsetzungsho-momorphismus, so gilt (� Æ tr)(f) = Res(f dx0x0 ): Spurabbildungen verallgemeinernalso in diesem Sinne die Residuenabbildung.4.2 Regul�are Di�erentialformen na
h Rosenli
htIn diesem Abs
hnitt zeigen wir, da� die soeben de�nierten regul�aren Di�erential-formen mit denen im Sinne von Rosenli
ht �ubereinstimmen. Dazu skizzieren wirzun�a
hst die allgemeine Begri�sbildung f�ur regul�are und singul�are Kurven na
h[15℄ und [16℄.Sei k ein algebrais
h abges
hlossener K�orper beliebiger Charakteristik und C eineirreduzible ni
htsingul�are algebrais
he Kurve, also eine eindimensionale projek-tive Variet�at. F�ur einen Punkt P 2 C ist der lokale Ring OC;P ein diskreterBewertungsring mit zugeh�origer Bewertung vP . Sei t = tP 2 k(C) mit vP (t) = 1ein lokaler Parameter bei P . Die Komplettierung bez�ugli
h dieser Bewertung44



Regul�are Di�erentialformen[k(C) ist isomorph zum K�orper k((T )) der formalen Potenzreihen in einer Varia-blen, die Einbettung � : k(C) ,![k(C) ist explizit gegeben dur
h �(tP ) = T: DerModul der Di�erentialformen 
 = 
k(C)=k ist ein freier k(C)-Modul vom Rangeins, als Basis von 
 kann man dtP w�ahlen. Dies erm�ogli
ht es, das Residuumeiner Di�erentialform an einem Punkt zu de�nieren: Ist ! 2 
; ! = fPdtP und�(fP ) =Pn�n0 anT n, so sei ResP (!) := a�1:Man zeigt, da� diese De�nition ni
ht von der Wahl des lokalen Parameters abh�angt.Daneben ist ResP ! 6= 0 nur f�ur endli
h viele P , und es gilt der ResiduensatzXP2CResP ! = 0:Diese Resultate sind also Verallgemeinerungen klassis
her Resultate der Funk-tionentheorie. Der Kalk�ul l�a�t si
h auf h�oherdimensionale ni
htsingul�are Va-riet�aten ausdehnen, vgl. etwa [10℄.Wi
htig f�ur uns ist der eindimensionale singul�are Fall. Da der lokale Ring in einerSingularit�at kein diskreter Bewertungsring ist, l�a�t si
h ni
ht ohne weiteres voneinem Residuum in einem Punkt spre
hen. Deshalb betra
htet man eine zugeh�ori-ge desingularisierte Kurve X 0 (vgl. [16℄). Bezei
hnet S den ganzen Abs
hlu� vonRC in k(C), so ist S gerade der Koordinatenring von X 0. Bea
hte, da� der dur
hdie Inklusion RC ,! S induzierte Morphismus  : C 0 ! C endli
h ist.Die Untergarbe der "regul�aren Di�erentialformen !X\ der von 
 induziertenGarbe e
 ist nun gegeben dur
h die Halme!X;x 3 ! :, 8f 2 OX;x : Xx02 �1(x)Resx0 f! = 0:Dabei wird f! in der nat�urli
hen Weise als Di�erentialform auf X 0 angesehen.In analoger Weise de�nieren wir f�ur Punktmengen den Begri� der regul�aren Dif-ferentialform.De�nition 4.16. Eine meromorphe Di�erentialform � 2 
L=k hei�t regul�ar,wenn gilt Res f� = 0 8f 2 R:Als regul�are Di�erentialformen auf X bezei
hnen wir den R�ModulRD(X) := f! 2 
L=k : ! ist regul�arg:Wie angek�undigt entspre
hen die regul�aren Di�erentialformen dem kanonis
henModul, interpretetiert als Untermodul von 
L=k:45



Regul�are Di�erentialformenSatz 4.17. Es gibt Isomorphismen graduierter R�ModulnRD(X) �= ! �= Cdx0:Beweis. Ist � 2 RD(X), so ist '� : g ! Res(g�) 2 Homk(L; k) mit '� (R) = 0,d.h. '� 2 ! na
h (4.11 a). Andererseits de�niert ein � 2 Homk(L; k) eine Di�e-rentialform �� na
h (4.14), die regul�ar ist, wenn gilt �(R) = 0. �Bemerkung 4.18. Au
h in der vorliegenden Situation stimmen also die re-gul�aren Di�erentialformen im Sinne von Grothendie
k, de�niert als Dual derh�o
hsten ni
ht vers
hwindenden Kohomologie H1m(R), mit denen im Sinne vonRosenli
ht �uber das Residuum de�nierten regul�aren Di�erentialformen �uberein.Daneben gibt es vers
hiedene Ans�atze, diesen Begri� allein ringtheoretis
h zude�nieren, vgl. etwa die monumentale Konstruktion in [9℄. Die dort gewonne-ne Allgemeinheit l�a�t si
h jedo
h nur bes
hwerli
h in einer konkreten Situationanwenden, so da� wir im folgenden stets regul�are Di�erentialformen als! �= Cdx0au�assen werden.

46



Kapitel 5DieFundamentalklassen-AbbildungSeiM eine orientierbare glatte relle Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann sinddie singul�aren Homologiegruppen (bzw. Kohomologiegruppen) mit KoeÆzientenin einem Ring R, bezei
hnet mit Hi(M;R) bzw. H i(M;R); und die deRham-Kohomologiegruppen H iDR(M) erkl�art.Na
h dem Satz von de Rham ([5℄ S.44) sind die deRham-Kohomologiegruppenisomorph zu den singul�aren Kohomologiegruppen mit KoeÆzienten aus R:H iDR(M) �= H i(M;R):Aus der s
hwa
hen Form der Poin
ar�e-Dualit�at ([5℄ S.56) folgt der IsomorphismusHk(M;R)� �= Hn�k(M;R):F�ur eine relle Untermannigfaltigkeit V der Dimension k mit der induzierten Ori-entierung und eine k � 1�Form � gilt na
h dem Satz von Stokes ([5℄ S.60)ZV d� = 0;damit induziert V ein Funktional iV 2 (HkDR)�. Das dadur
h na
h Poin
ar�e unddeRham eindeutig bestimmte Element 
V 2 Hn�kDR (M) hei�t Fundamentalklas-se von V .Es ist ni
ht ohne weiteres klar, wie man dieses Konzept in einen algebrais
henKontext �ubertr�agt, ist ja im vorliegenden Fall die deRham-Kohomologie trivial.Da die lokale Kohomologie ni
ht vers
hwindet, ist es motiviert, au
h ein Element
(Y) 2 !X f�ur Y � X als Fundamentalklasse von Y zu bezei
hnen. F�ur dieKonstruktion einer sol
hen Abbildung verf�ahrt man in zwei S
hritten:1. Da !Y � !X, rei
ht es, ein kanonis
hes Element 
(Y) 2 !Y zu konstruieren.47



Die Fundamentalklassen-Abbildung2. "Identi�ziere\ Y mit dem Koordinatenring RY und betra
hte !Y als Unter-modul von 
LY=k f�ur LY := Qh(RY). Zeige, da� das Bild der Eins
hr�ankung deruniversellen Derivation d : LY ! 
LY=k auf RY ein Untermodul von !Y ist.Dabei ist zu bea
hten, da� die konstruierte Abbildung RX ! !X dur
h 
RX=kfaktorisiert, es rei
ht also die Konstruktion von 
 : 
RX=k ! !: Dies wollen wirim folgenden ausf�uhren.Sei also ! = Cdx0 der kanonis
he Modul von R = RX, interpretiert als Untermo-dul von 
L=k. In 
L=k gilt dxi = xix0dx0. Bezei
hnet ' : 
R=k ! L
 
R=k = 
L=kdie kanonis
he Abbildung, so gilt also '(P fidxi) = (P fi xix0 )dx0. F�ur das Bildvon ' gilt damit im' = m � 1x0dx0 � !, denn ganze Di�erentialformen sind tri-vialerweise regul�ar, und es gilt mx0 � S � C.Die induzierte Abbildung bezei
hnen wir mit 
X.De�nition 5.1. Der homogene R�Homomorphismus
X : 
R=k ! !;Xi fidxi 7!Xi fi xix0dx0hei�t Fundamentalklassen-Abbildung von X. 
(dx0) hei�t die Fundamen-talklasse von X.Die Fundamentalklassen-Abbildung induziert na
h der universellen Eigens
haftvon 
 eine R�Derivation Æ : R! !. Eine explizite Angabe von Æ gibt also einenanderen Zugang zu Fundamentalklassen.Unter der Spurabbildung tr verstehen wir im folgenden die Abbildung(a1; : : : ; as) 7! sXi=1 ai 2 Homk(L; k)0 = !0:Proposition 5.2. Die Derivation Æ : R ! ! ist gegeben dur
h Æ(r) = e(r) � trf�ur die Eulerderivation e von R.Beweis. Die Spur entspri
ht dem Element 1x0dx0 2 
L=k. F�ur r 2 Rm gilt'(dr) = '( nXi=0 �r�xi dxi) = ( nXi=0 �r�xixi) � 1x0dx0 = mr � 1x0dx0 = e(r) � tr;woraus die Behauptung folgt. �Die erste si
h stellende Frage ist die na
h Kern und Bild der Fundamentalklasse.De�nition 5.3. Der Cokern JX von 
X hei�t der Ja
obi-Modul von X.Damit erhalten wir eine fundamentale exakte Sequenz.48



Die Fundamentalklassen-AbbildungProposition 5.4. Die Sequenz graduierter R�Moduln0 �! T
 �! 
R=k �! !X �! JX �! 0ist exakt.Beweis. Zu zeigen ist nur ker 
X = T
. Dies ist aber klar na
h der De�nitiondes Torsionsuntermoduls (2.9). �Daneben stellt si
h die Frage na
h der Surjektivit�at von 
X, d.h. wann JX = 0.Wir bere
hnen dazu die Hilbertfunktion von JX.Proposition 5.5. F�ur die Hilbertfunktion von J = JX giltHFJ(t) = s� HFX(jtj):Insbesondere ist JX = 0 genau dann, wenn X aus nur einem Punkt besteht.Beweis. Es gilt im 
X = mx0dx0, d.h.HFim 
X(t) = � 0 t � 0HFX(t) t > 0Damit ist f�ur t 6= 0HFJ(t) = HF!(t)� HFim 
X(t) = s� HFX(�t)� HFX(t) = s� HFX(jtj);und dies gilt au
h f�ur t = 0. �Beispiel 5.6. In [20℄ wird gezeigt, da� es f�ur gegebene r; t � 1 Level-S
hemataX(t;r) gibt mit �X + 1 = r und CM(RX) = t. Die Idee besteht darin, ein nulldi-mensionales Lex-Segment-Ideal zu konstruieren, dessen Hilbertfunktion in einemgewissen Sinn maximal ist, und dieses dann zu liften. F�ur X = X(10;4) ist na
h[20℄ 3.4 und 3.7 die Castelnuovo-Funktion gegeben dur
h �HFX : 1 3 6 8 10 0 : : :,also HFX : 1 4 10 18 28 28 : : : :Damit gilt f�ur die Hilbertfunktion von JXn � � � �4 �3 �2 �1 0 1 2 3 4 � � �HF(JX) � � � 0 10 18 24 27 24 18 10 0 � � � : �Die Fundamentalklassen-Abbildung ist ein ausgezei
hnetes Element inHomR(
RX=k; !X). Wenn R = RX Gorenstein ist, so hat dieser R�Modul eineeinfa
he Bes
hreibung:HomR(
R=k; !X) �= HomR(
R=k; R)(�) �= DerR(R;R)(�):49



Die Fundamentalklassen-AbbildungNa
h dem graduierten Dualit�atssatz ([27℄ 2.6.1) gilt danebenHomR(
R=k; !) = H1m(
R=k)�:Im allgemeinen Fall erhalten wir eine weitere Bes
hreibung (vgl. au
h [32℄ x3).Proposition 5.7. Es gibt eine exakte Sequenz graduierter R�Moduln0! R! HomR(
; !)! Ext1R(J; !)! 0:Beweis. Es gilt f�ur 
 = 
R=kHomR(
=T
; !) = f� 2 HomR(
; !) : �(T
) = 0g = HomR(
; !)da ! torsionsfrei ist. Anwenden des Funktors HomR(�; !) auf die Sequenz0! 
=T
! ! ! J ! 0liefert also 0 ! HomR(J; !)! HomR(!; !)! HomR(
; !)! Ext1R(J; !)! Ext1R(!; !):Da J Torsionsmodul ist, ist au
h HomR(J; !) = 0: Dur
h Lokalisierung erh�altman na
h dem Lokal-Global-Prinzip Ext1R(!; !) = 0 na
h ([6℄ 6.1) undHomR(!; !) �= R � id na
h ([6℄ 6.1 d). �Ist Y ein Unters
hema von X, so hat man eine Surjektion � : 
X ! 
Y undeine Inklusion � : !Y ,! !X: Kombiniert man (5.4) f�ur X und Y, erh�alt man ein(ni
ht kommutierendes) Diagramm der Form0 // T
X //

����


X 
X //�
����

!X // JX // 00 // T
Y // 
Y 
Y // !Y //?�

� OO JY // 0Es stellt si
h somit die Frage, wie si
h p := � Æ 
Y Æ � verh�alt. Sei alsoY = fP1; : : : ; Ptg � X = fP1; : : : ; Psg.Proposition 5.8. Sei � = nPi=0 fidxi 2 
RX=k vom Grad m und seif = (a1Tm�11 ; : : : ; asTm�1s )das Bild von Pni=0 fixi im ganzen Abs
hlu� S von RX. Identi�ziert man (!X)mkanonis
h mit einem Unterraum des ks, so gilt p(�) = (a1; : : : ; at; 0; : : : ; 0):50



Die Fundamentalklassen-AbbildungBeweis. Identi�ziert man (!Y)m mit einem Unterraum des kt, so ist die In-klusion (!Y)m ! (!X)m gerade die kanonis
he Inklusion kt ,! ks: Da der gan-ze Abs
hlu� von RY in einer kanonis
hen Weise ein Quotient von S ist, folgt
Y Æ �(�) = (a1; : : : ; at) und damit die Behauptung. �Das Diagramm legt au
h nahe zu untersu
hen, ob es einen Morphismus JY ! JXgibt. Mit anderen Worten: 
 ist ein kovarianter, ! ein kontravarianter Funktor |ist dann au
h J in nat�urli
her Weise ein Funktor? Auf dem Vektorraum-Niveaubedeutet das nur einen Verglei
h der Hilbertfunktionen, den wir hier f�ur Y � Xdur
hf�uhren.Bemerkung 5.9. F�ur Y � X gilt HFJY � HFJX.Beweis. Na
h obiger Formel ist f�ur jXj = s; jYj = s � i zu zeigen, da� giltHFY � HFX�i. Dies ist klar, daHFY(d) = rk(t(P ))P2Y;t2Td � rk(t(P ))P2X;t2Td � i = HFX(d)� i;denn die erste Matrix geht dur
h Strei
hen von i Zeilen aus der zweiten hervor. �Mittels der in [25℄ x3 angegebenen Bes
hreibung von !X l�a�t si
h au
h zeigen, da�JY, aufgefa�t als k[x0℄�Modul, ein direkter Summand des k[x0℄�Moduls JX ist.Da !Y keine nat�urli
he RX�Modulstruktur tr�agt, kann au
h JY ni
ht in kanoni-s
her Weise als RX-Modul betra
htet werden, da ja !Y und JY in ni
htpositivenGraden �ubereinstimmen; das Bilden des Ja
obi-Moduls ist also ni
ht funktoriell.Beispiel 5.10. Sei X � Pn t-uniform f�ur ein t 2 f1; : : : ;�Xg und Y � X mitjYj = jXj � t: Da HFY und HFX erst f�ur t � � + 1 vers
hieden sind, erh�alt manHFJY(t) = max(HFJX(t)� t; 0):Ist beispielsweise X � P2 ein vollst�andiger Dur
hs
hnitt vom Typ (5,5), so ist Xein Cayley-Ba
hara
h-S
hema und f�ur Y � X mit jYj = jXj � 1 giltn �8 �7 �6 �5 �4 �3 �2 �1 0 1 2 3 4 5 6 7 8HF(JX) 0 1 3 6 10 15 19 22 24 22 19 15 10 6 3 1 0HF(JY) 0 0 2 5 9 14 18 21 23 21 18 14 9 5 2 0 0:Ist hingegen X � Pn ni
ht 1-uniform, so gibt es ein Unters
hema Y � X mitjYj = jXj � 1 und HFJY(�X) = HFJX(�X): �
51



Kapitel 6Der Ja
obi-ModulIn diesem Abs
hnitt untersu
hen wir den Cokern der Fundamentalklassenabbil-dung J := JX = 
oker 
X. Da holomorphe Di�erentialformen trivialerweise re-gul�ar sind, repr�asentiert also ein Element ! 2 Jnf0g gerade eine "interessante\regul�are Di�erentialform.Genau dann ist J = 0, wenn X aus nur einem Punkt besteht. Sei also im wei-teren stets jXj > 1 vorausgesetzt. Die Hilbertfunktion von J bietet keine neuenInformationen, so kann man sofort HFJ f�ur generis
he Punktmengen oder andereKlassen von Punkten angeben. Interessant hingegen ist die Struktur von J als R-Modul, auf die wir hier n�aher eingehen. Motiviert sind diese Betra
htungen ausder Tatsa
he, da� die Struktur des kanonis
hen Moduls geometris
he Informa-tionen enth�alt. Diese sind in den ni
htpositiven Komponenten von ! enthalten,�uberleben also au
h in J . Sind die positiven Komponenten von ! trivial, bein-halten die positiven Komponenten von J als Quotient von ! jedo
h no
h weitereInformationen.Als erstes kl�aren wir die Frage na
h einem Erzeugendensystem von J alsR�Modul.In [19℄ wird ein eÆzienter Algorithmus zur Angabe einer Pr�asentation des ka-nonis
hen Moduls gegeben. Wi
htig f�ur unsere Zwe
ke ist die dort angegebeneBes
hreibung eines Erzeugendensystems f�ur !.Proposition 6.1. Seien t1; : : : ; ts eine k[x0℄-Basis von R, so da� die Bilder vont1; : : : ; tk eine Basis des So
kels von R=x0R bilden. Sei die zugeh�orige duale Ba-sis gegeben dur
h p1; : : : ; ps 2 Homk[x0℄(R; k[x0℄), d.h. pi(tj) = Æij: Dann bildendie sogenannten "So
kelprojektionen\ p1; : : : ; pk ein minimales Erzeugendensys-tem von Homk[x0℄(R; k[x0℄) und damit f�ur !.Beweis. [19℄ 4.4. �
52



Der Ja
obi-ModulFa�t man ! auf als Cdx0 � 
L=k, so gilt also ! = hgidx0i f�ur gewisse gi 2 L mitRes(tigjdx0) = Æij.Damit erhalten wirProposition 6.2. Die Bilder eines minimalen Erzeugendensystems von ! bildenein minimales Erzeugendensystem von J. Insbesondere ist die Kardinalit�at einessol
hen Erzeugendensystems glei
h dem Cohen-Ma
aulay-Typ von R.Beweis. W�are 1 ein So
kelelement, so folgte xi = 
ix0 f�ur gewisse 
i 2 K(i = 1; : : : ; n) und damit best�unde X aus nur einem Punkt. Also gilt f�ur dieGrade der gi die Beziehung deg gi = � deg ti � 1 < �1, d.h. ! wird in Graden< 0 erzeugt. Daher bilden die Bilder der So
kelprojektionen in J ein minimalesErzeugendensystem, da ja Ji = !i f�ur i � 0. Daraus folgen die Behauptungen. �Bemerkung 6.3. Ist R Gorenstein, so ist ! zyklis
her R�Modul und damitau
h J , soda� in diesem Fall J eine R�Algebrenstruktur aufweist. Allgemeinerde�niert man die Ja
obi-Algebra alseJ := R=AnnR J;vgl. etwa [35℄.Die Namensgebung erkl�art si
h aus folgendem Spezialfall.Proposition 6.4. Sei X � Pn ein vollst�andiger Dur
hs
hnitt, IX = hf1; : : : ; fnimit deg fi = di. Bezei
hne D := det( �fi�xj )i=1;:::;nj=1;:::;n die Determinante der Ja
obi-Matrix. Dann gilt J �= R=hx0D; : : : ; xnDi( nXi=1 di � 1):Beweis. Sei g0 := x0 und gi := fi f�ur i = 1; : : : ; n. Die Folge (g0; g1; : : : ; gn) istdamit regul�ar f�ur IX+hx0i; na
h [7℄ F.9 wird der So
kel von P=(I+hx0i) �= R=hx0ierzeugt von det( �gi�xj )i=0;:::;nj=0;:::;n = D. Na
h dem Ja
obi-Kriterium ([7℄ VII.1.5) ist DNi
htnullteiler, da der aÆne Teil von X glatt ist. Also kann man als So
kel-projektion 1sD verwenden, d.h. ! = h 1D dx0x0 i. Damit gilt R = D! und folgli
hJ = !=dR �= R=hmDidx0x0 (Pni=1(di � 1)), denn degD =Pni=1(di � 1). �Eine explizite Bes
hreibung der homogenen Komponenten von J liegt ebenfallsauf der Hand. 53



Der Ja
obi-ModulProposition 6.5. F�ur i 2 Z fasse Ri und Ji als Unterr�aume des ks in derkanonis
hen Weise auf. Sei h; i die ni
ht-ausgeartete Paarung gegeben dur
hha; bi = sXj=1 ajbj:F�ur i � 0 gilt dannJi = (R�i)? := fv 2 ks j hv; wi = 0 8w 2 R�igund f�ur i > 0 ist Ji �= ks=Ri:Damit sind also Ji und J�i kanonis
h isomorph.Beweis. Die Eins
hr�ankung der Spur auf eine homogene Komponente ist geradeh; i. Da f�ur i � 0 stets Ji = !i gilt, folgt die erste Aussage aus der expliziten Be-s
hreibung von ! in (4.11 a), wona
h gilt !�i = f' 2 Homk(Li; k) j '(Ri) = 0g.Die restli
hen Aussagen sind klar. �De�nition 6.6. Die k�Vektorraum-Dimension �(X) von JX hei�tMilnor-Zahlvon X. Bezei
hnet Æ(R) := dimk(S=R) den Grad der Singularit�at von X, sogilt �(X) = 2Æ(R)� s+ 1:In der Tat ist �(X) = �Pt=�� s� HFX(jtj) = 2( �Pt=0 s� HFX(t))� s+ 1:Bemerkung 6.7. IstM ein graduierter RX-Modul, so gilt f�ur die L�ange l(M) vonM als R�Modul, de�niert als Supremum aller L�angen von aufsteigenden Kettengraduierter Untermoduln 0 = M0 ( M1;( : : : ( Mn = M , da� l(M) = dimkM ,da R0 = k. Die analogen Aussagen im lokalen Fall, d.h. f�ur eine ni
ht notwendig(quasi-)homogene Kurve, benutzen daher den allgemeineren L�angenbegri�, vgl.etwa [37℄,[21℄ und [32℄. �Ist � = 0, so besteht eine ni
ht ausgeartete Punktmenge X � Pn aus n + 1generis
hen Punkten und f�ur die Milnor-Zahl gilt �(X) = n, also gibt es stetsPunktmengen mit vorges
hriebener Milnor-Zahl.Aus der fundamentalen exakten Sequenz allein kann keine Aussage �uber dieAbh�angigkeit der L�angen von J und T
 getro�en werden, da ja HFJ dur
hHFX festgelegt ist, ni
ht jedo
h HFT
. F�ur vollst�andige Dur
hs
hnitte kann manjedo
h s
hon mithilfe von (1.14) eine genaue Aussage tre�en.54



Der Ja
obi-ModulProposition 6.8.a) Ist X arithmetis
h Gorenstein, so gilt dimk J = �s+ 1.b) F�ur einen vollst�andigen Dur
hs
hnitt X � Pn vom Typ (d1; : : : ; dn) giltdimk J = dimk T
 = nYi=1 di � nXi=1 di � n+ 1:Beweis. Sei abk�urzend H := HFX :a) Na
h (1.10 
) gilt H(t) = s�H(� � t), alsodimk J = �Pt=1 s�H(t) + �Pt=0 s�H(t)= �Pt=1H(� � t) + �Pt=0 s�H(t)= �s+ 1:b) Da 
 = T
L dR, gilt f�ur t � 1HFT
(t) = (n+ 1)H(t� 1)� nPi=1H(t� di)�H(t)= nPi=1H(t� 1)�H(t� di) +H(t� 1)�H(t)und damit dimk T
 = s nXi=1 (di � 1)� s+ 1 = �s+ 1da f�ur k 2 Z giltP1t=0H(t)�H(t�k) = k �s: Na
h (1.14 
) ist s =Qni=1 diund � =Pni=1 di � n� 1, womit die Behauptung folgt. �Bemerkung 6.9. Analog zu [29℄ kann man s
hlie�en, da� die Zahl
(X) := dimk JX � dimk T
X + dimk I(2)X =I2Xunter gerader Liaison invariant bleibt. Da f�ur einen vollst�andigen Dur
hs
hnittI(2)X = I2X gilt, f�ur einen Punkt X jedo
h JX = T
X = 0 ist und jeder vollst�andigerDur
hs
hnitt gerade zu einem Punkt liiert ist, erh�alt man damit einen anderenBeweis des vorangehenden Satzes. �Wie in [25℄, [31℄ gezeigt wird, hat die R�Modulstruktur von ! Konsequenzenf�ur die Geometrie von X. Wir wollen im folgenden die R�Modulstruktur von Juntersu
hen und erinnern dazu an zwei Ergebnisse �uber !:Eine k�lineare Abbildung � : U
V !W endli
hdimensionaler k�Vektorr�aumehei�t dabei biinjektiv, wenn aus �(u
 v) = 0 bereits u = 0 oder v = 0 folgt.55



Der Ja
obi-ModulProposition 6.10. a) X ist genau dann ein Cayley-Ba
hara
h-S
hema, wenngilt Ann' = f0g f�ur ein generis
hes Element ' 2 !��.b) F�ur 0 � i � � ist X ist genau dann s� HFX(i)-uniform, wenn die Multi-plikationsabbildung Rj 
 !�j ! !0 biinjektiv ist f�ur alle j 2 fi; : : : ; �g:
) X ist in linear allgemeiner Lage genau dann, wenn f�ur alle i 2 f1; : : : ; �gdie Abbildung R1 
 !�i ! !�i+1 biinjektiv ist.Beweis. a) [25℄ 3.5), b) [31℄ 3.2, 
) [31℄ 4.2. �Diese Ergebnisse werfen also Li
ht auf die Modulstruktur f�ur die ni
htpositivenKomponenten von J .Bevor wir zu einem Ergebnis �uber die Multiplikation in den positiven Kompo-nenten kommen, merken wir an, da� si
h die Multiplikation mit Ni
htnullteilernin R wie erwartet verh�alt.Lemma 6.11. Sei r 2 Rd ein homogener Ni
htnullteiler. Dann operiert r mitmaximalem Rang auf J, d.h. bezei
hnet �r;i : Ji ! Ji+d; ' 7! r �' die Multiplika-tionsabbildung, so gilt rank�r;i = min(dimJi; dimJi+d)f�ur alle i 2 Z.Beweis. Identi�ziert man Rd in der kanonis
hen Weise mit einem Unterraumdes ks, so geht r �uber in ein v = (v1; : : : ; vs) mit vi 6= 0 f�ur i = 1; : : : ; s da rein NNT ist. Fa�t man Ji und Ji+d als Unterr�aume bzw. Faktorr�aume des ksauf, so wird �r;i dur
h die Multiplikation mit der invertierbaren Diagonalmatrixdiag(v1; : : : ; vs) induziert. Daraus folgt die Behauptung. �Lemma 6.12. Sei r 2 Rd homogen und I := fi 2 f1; : : : ; sgj r(Pi) = 0g. F�uri0 � 0 ist die Multiplikationsabbildung �r : Ji0 ! Ji0+d surjektiv genau dann,wenn es f�ur alle i 2 I einen Separator f�ur Pi in Ri0+d gibt.Beweis. Ohne Eins
hr�ankung ist I = f1; : : : ; mg f�ur m = jIj. Sei vi := r(Pi)und V := diag(v1; : : : ; vs) der zu �r assoziierte Endomorphismus des ks. Genaudann ist �r surjektiv, wenn gilt
oker V �= he1; : : : ; emi � Ri0+dbei der Identi�zierung von Ri0+d mit einem Unterraum des ks. Da bei dieser Iden-ti�zierung die Bilder von Separatoren gerade die kanonis
hen Basisvektoren sind,folgt die Behauptung. �56



Der Ja
obi-ModulSatz 6.13. �Aquivalent sind:a) X ist ein Cayley-Ba
hara
h-S
hema.b) Ist f�ur r 2 Rd (d � �) die Multiplikationsabbildung �r : J��d ! J� surjektiv,so ist r ein Ni
htnullteiler.Beweis. Die erste Bedingung ist �aquivalent damit, da� alle minimalen Separa-toren Grad � + 1 haben. Dies ist na
h den vorangegangenen Lemmata glei
hbe-deutend mit der zweiten Aussage. �
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Anhang ADokumentation verwendeterProgrammeF�ur die im Text angegebenen Bere
hnungen wurde ein CoCoA-Paket "Di�erenti-alformen.
pkg\ ges
hrieben, dessen bereitgestellte Funktionen kurz dokumentiertwerden. Dieses Paket be�ndet si
h auf der beiliegenden CD, ebenso wie Dateiender Form Bsp*.*.
o
, die die im Text behandelten Beispiele bere
hnen.Alle Re
hnungen wurden auf einem Intel Pentium 4 mit 3 GHz und 512 MB RAMunter WinCoCoA 4.3 dur
hgef�uhrtAlpha(I: Ideal), Sigma(K: Ring): IntAlpha bere
hnet den Initialgrad eines Ideals, Sigma liefert f�ur den Koordinaten-ring K einer Punktmenge X die Zahl �X.Lift(L: List): IdealF�ur ein nulldimensionales Lex-Segment-Ideal J = hxa111 � � �xa1nn ; : : : ; xa1;t1 � � �xat;nn iund L := [[a11; : : : ; a1n℄; : : : ; [at1; : : : ; atn℄℄ erzeugt Lift das Vers
hwindungsidealI � k[x0; : : : ; xn℄ einer projektiven Punktmenge X � Pn mit I + hx0i=hx0i �= J:CKonfiguration(T: Integer, N: Integer): IdealEs werden T Geraden der Form a0x0+ a1x1+ a2x2 = 0 (ai zuf�allig aus (�N;N))bere
hnet und das Vers
hwindungsideal der paarweisen S
hnittpunkte zur�u
kge-geben. 61



LinearKonfiguration(L: List): IdealBere
hnet f�ur L = [k1; : : : ; ks℄ das Vers
hwindungsideal der Pseudo-Linearkon-�guration vom Typ (k1; : : : ; ks):Orbit(P:List): ListF�ur P = [p1; : : : ; pn℄ liefert Orbit die Menge aller Tupel der Form [p�(1); : : : ; p�(n)℄f�ur eine Permutation � 2 Sn d.h. gerade den Orbit von (p1; : : : ; pn) unter dersymmetris
hen Gruppe.IstUnimodular(L: List): BooleanF�ur eine Liste von Hilbertfunktionswerten pr�uft IstUnimodular, ob diese unimo-dular ist.Omega(K: Int, Erzeuger: List): ModuleF�ur das Ideal IX � P = k[x0; : : : ; xN ℄ mit Erzeugern g1; : : : ; gt bere
hnet Omegaeine Pr�asentation des P�Moduls 
KP=IX. Dieses ges
hieht wie folgt: Zun�a
hst wer-den Listen L1; L2 aller (K � 1)- bzw. K-elementigen Teilmengen von f0; : : : ; Ngangelegt. F�ur I 2 L2 bezei
hne j(I) die Position von I in L2 und T := Len(L2):Wie in Proposition (3.7) angegeben, kann 
KP=I realisiert werden als Quotientvon P T mit kanonis
hen Basisvektoren ej(I)(I 2 L2). Zun�a
hst kann der Quoti-ent P=ITX pr�asentiert werden dur
h P T=N1 mit N1 = hFei(I) : F 2 Erzeugeri:Es bleibt die weiteren Relationen hdf ^ dxJ : f 2 Erzeuger; jJ j = K � 1i zurealisieren. Dazu wird f�ur alle F 2 Erzeuger und alle I 2 L1 der Ausdru
ksf;I :=Xi62I (�1)�(i;I) �f�xi ej(I[fig)gebildet f�ur �(i; I) := jfj 2 Ijj < igj: Dabei wird die Bere
hnung von �(i; I) undj(I [fig) von Unterroutinen �ubernommen. F�ur den dadur
h erzeugten Untermo-dul N2 := hsf;Ii gilt dann s
hlie�li
h
KP=I �= P T=(N1 +N2)(K);da die Basisvektoren eI zun�a
hst Gewi
ht 0 haben. Zur�u
kgegeben wird diesePr�asentation des gradvers
hobenen Moduls.62



Omega1(Erzeuger: Liste): HilbertFn,OmegaN1(Erzeuger: Liste): HilbertFnDiese Funktionen bere
hnen direkt die Hilbertfunktionen der ersten und letztenDi�erentialmoduln. Dabei kann aufgrund des Isomorphismus (3.8 e) 
N+1 direktals gradvers
hobener Quotient von P bere
hnet werden.TOmega(Erzeuger: Liste)Bere
hnet wird ein Untermoduls U von �iRdxi, so da� f�ur 
1 = �iRdxi=dI giltT
 = U + dI=dI. Der Modul U wird dabei als Saturierung dI : x01 bere
hnet.Dabei gilt na
h den Grads
hranken (3.8 
) s
hon U = dI : hx02�+4i, was f�ur dieBere
hnung benutzt wird. Die Hilbertfunktion von T
 kann damit entweder �uberHFT
 = HFU �HFdI oder �uber HFT
(t) = HF
(t) � HFR(t)(t � 1) angegebenwerden.LenTOmega(Erzeuger: List)Bere
hnet wird die Dimension des Torsionsuntermoduls von 
1 �uber die Di�erenzder Hilbertfunktionen von RX und 
1.Symbolis
hesQuadrat(L: List): IdealBere
hnet f�ur L = [[p1;0; : : : ; p1;n℄; : : : ; [pt;0; : : : ; pt;n℄℄ das symbolis
he Quadrat desVers
hwindungsideals von X = f(p1;0 : : : : : p1;n); : : : ; (pt;0 : : : : : pt;n)gLenTorsionI2(L: List): IntBere
hnet f�ur eine Liste von Punkten die L�ange des P=I�TorsionsuntermodulI(2)=I2 von I=I2, d.h. die Codimension von I(2) in I2.Bere
hneDFormen(Erzeuger: Liste)F�ur die Erzeuger des Vers
hwindungsideals IX � P := k[x0; : : : ; xN ℄ wird eineformatierte Liste der Hilbertfunktionswerte von 0 bis 2�X + 4 ausgegeben vonR := P=IX;
1R=k; : : : ;
N+1R=k .SingDeg(R: Ring), Milnorzahl(R: Ring)F�ur eine Punktmege X gegeben dur
h den Koordinatenring R = RX werden derGrad der Singularit�at und die Milnorzahl bere
hnet.63



Hiermit versi
here i
h, da� i
h diese Arbeit selbst�andig verfa�t habe und keineanderen als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt sowie Zitate kennt-li
h gema
ht habe.
Dortmund, 19.05.05


