Fundamentalklassen nulldimensionaler Schemata

Guntram Hainke
Diplomarbeit im Studiengang Mathematik
Universitat Dortmund

Mai 2005

Betreuer: Prof. M. Kreuzer



Inhaltsverzeichnis

Vorwort

1

5

6

Grundlegendes iiber nulldimensionale Schemata

1.1 Konventionen . . . . . ... ... ... oL
1.2 Der Koordinatenring . . . . ... ... ... ... .....
1.3 Spezielle Klassen von Punktmengen . . . . . . . . ... ..

Der Modul der Kéihler-Differentialformen

2.1 Allgemeine Betrachtungen . . . . . ... ... .. ... ..
2.2 Differentialformen fiir Punktmengen . . . . . . . .. .. ..
2.3 Die erste infinitesimale Umgebung von X . . . . . . . . ..

Hohere Differentialformen

Regulire Differentialformen

4.1 Lokale Kohomologie . . . .. ... ... ... .......
4.2 Regulére Differentialformen nach Rosenlicht . . . . . . . .

Die Fundamentalklassen- Abbildung

Der Jacobi-Modul

Literaturverzeichnis

A Dokumentation verwendeter Programme

S ot Ot

17
17
20
23

27

39
39
44

47

52

57

61



Vorwort

Ob man lokal noethersche Schemata, symplektische Mannigfaltigkeiten oder pro-
jektive Ebenen betrachtet — nahezu jede geometrische Theorie verwendet das
Konzept des Punktes als grundlegenden Baustein. Alle hoherdimensionalen Ob-
jekte setzen sich aus i.A. unendlich vielen Punkten zusammen, doch auch nur
endlich viele Punkte konnen interessante Eigenschaften aufweisen.

In der algebraischen Geometrie kann man Kubiken anhand ihrer Wendepunkte
klassifizieren. Jede elliptische Kurve ist mit einer endlichen Menge von Punk-
ten ausgezeichnet, den Torsionselementen bzgl. der Gruppenstruktur. Generische
Hyperebenenschnitte einer nichtausgearteten Raumkurve liefern endliche Punkt-
mengen, mit denen man in der Castelnuovo-Theorie z.B. Schranken fiir das Ge-
schlecht der Kurve findet. Daneben besitzen diese Punktmengen unter gewissen
zusétzlichen Voraussetzungen die interessante geometrische Eigenschaft, in uni-
former Lage zu sein ([28] S. 197). Schliefllich basiert Nagatas Gegenbeispiel zu
Hilberts 14. Problem ([34]) auf der Berechnung der Hilbertfunktion eines (nicht
reduzierten) nulldimensionalen Schemas.

Dies ist Motivation genug, sich mit , nulldimensionalen Unterschemata projekti-
ver Rdume® zu beschéftigen, die als reduziert vorausgesetzt werden. Betrachtet
wird also eine Menge X von s Punkte im P"(k), die entweder durch Koordinaten
oder ihr Verschwindungsideal gegeben sind. Unter analytischen Gesichtspunkten,
d.h. wenn k£ ein topologischer Kérper ist und man X als topologische Mannig-
faltigkeit betrachtet, 148t sich nicht viel konstatieren aufler der Tatsache, daf X
diskret ist — X besitzt also wenig intrinsische Geometrie. Extrinsisch besehen
erdffnet sich ein Fiillhorn an interessanten dazu assoziierten algebraischen Ob-
jekten. Das elementarste ist vielleicht der Koordinatenring Rx von X mit seiner
Hilbertfunktion; genauere Informationen liefert eine freie Auflésung von Rx. Aber
auch diese Invariante ist grob in dem Sinne, dafl Punktmengen, die intuitiv als
verschieden angesehen werden, gleiche freie Auflosungen des Koordinatenringes
besitzen.

Der Schliissel zur Konstruktion neuer Invarianten liegt in der Erkenntnis, daf}
der Koordinatenring ein eindimensionaler standardgraduierter Cohen-Macaulay-
Ring ist. Wie das Lemma von Nakayama fiir lokale Ringe ebenso wie fiir stan-



dardgraduierte Ringe gilt, gibt es viele Sétze in der lokalen Algebra, die eine
Entsprechung im graduierten Fall haben. Unter einem verallgemeinerten lokalen
Ring versteht man einen positiv graduierten Ring R = Ry & R; & ... mit ei-
nem lokalen noetherschen Ring Ry, sodafl R eine endlich erzeugte Ry-Algebra
ist. Dieser Begriff hat genau die notige Allgemeinheit, um die jeweiligen lokalen
bzw. graduierten Aussagen als Spezialfdlle zu enthalten, doch leider sind in der
Literatur die Ergebnisse meist nur fiir lokale Ringe formuliert.

Nun ist der lokale Ring einer Kurve in einem Punkt gerade ein eindimensionaler
lokaler Ring; besonders interessant sind dabei die lokalen Ringe in Singularitéiten.
Dies legt es nahe zu untersuchen, inwieweit Ergebnisse der weitentwickelten Theo-
rie der Kurvensingularititen Entsprechungen im Studium von Punktmengen ha-
ben.

Die klassische Theorie der Differentialformen fiir glatte Kurven wird im singuléren
Fall durch das Studium des Moduls der K#hler-Differentialformen Q! ersetzt. Ex-
emplarisch fiir die dort auftretenden Fragestellungen ist die (trotz partieller Re-
sultate immer noch offene) Vermutung von Berger, wonach ein eindimensionaler
lokaler Ring R genau dann regulér ist, wenn Q}%/k torsionsfrei ist.

In den Artikeln [22] und [36], die Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit sind,
werden u.a. Kéhler-Differentialformen fiir Punktmengen betrachtet. Diese liefern
wie erhofft eine feinere Invariante als die freie Auflésung allein. Doch auch hier
endet die Geschichte nicht — wiederum gibt es Punktmengen, die intuitiv als
nicht gleich angesehen werden und dennoch von freier Auflésung und Kéhler-
Differentialformen allein nicht unterschieden werden koénnen. Es gilt also, neue
algebraische Objekte zu Punktmengen zu assoziieren und zu untersuchen, wie
sich die Geometrie darin wiederspiegelt. Ein Schritt in diese Richtung besteht
darin, auch hohere Differentialformen zu betrachten.

Neben Q' ist der Modul der reguliren Differentialformen w (im Sinne von Ro-
senlicht bzw. im Sinne von Grothendieck) fiir singulidre Kurven wichtig. Es gibt
eine kanonische Abbildung ¢ : Q! — w, die zum Vergleich der beiden Moduln
verwendet wird. Kern und Cokern von c¢ liefern dabei beispielsweise Aussagen
iiber die Regularitét in einem Punkt, iiber die Quasihomogenitéit der Kurve oder
ihre Liaisonklasse([29], [32]).

Die Konstruktion eines Pendants fiir ¢, der sogenannten Fundamentalklassen-
Abbildung, fiir Punktmengen gibt schliellich dieser Arbeit den Titel. Auch hier
kénnen Ergebnisse aus dem lokalen Fall iibertragen werden, die die algebraischen
Aspekte von Kern und Cokern mit der Geometrie der Punktmenge in Relation
bringen. Anliegen dabei ist es stets, alle vorkommenden Abbildungen, Isomor-
phismen und Présentationen etc. so explizit wie mdglich zu machen, um eine
Implementation der Ergebnisse fiir Computer-Experimente zu vereinfachen. Da
der geometrische Aspekt im Vordergrund steht, wird als Grundkorper stets ein



algebraisch abgeschlossener Kérper k der Charakteristik 0 angenommen, betrach-
tet werden fiir £ C k endliche Mengen X C P"(k) k-rationaler Punkte.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut. Im einfithrenden ersten Kapitel werden Grund-
tatsachen iiber den Koordinatenring Rx einer Punktmenge X zusammengestellt,
sind doch alle im weiteren Verlauf konstruierten Objekte Moduln iiber diesem
Ring. Daneben werden algebraische wie geometrische Konzepte eingefiihrt, die
vom Ringbegriff abgeleitet werden. Weiter werden einige wichtige Klassen von
Punktmengen angegeben, die diese Eigenschaften aufweisen, wie zum Beispiel
arithmetisch Gorenstein zu sein oder sich in uniformer Lage zu befinden.

Im zweiten Kapitel werden Moduln von Kéhler-Differentialformen zunéchst ring-
theoretisch eingefiihrt und allgemein betrachtet. Fiir Punktmengen wichtig sind
sogenannte holomorphe, ganze und meromorphe Differentialformen, deren Struk-
tur anschlieBend gekldrt wird. Eine besondere Rolle kommt dabei dem Tor-
sionsuntermodul der holomorphen Differentialformen zu. Daneben ist, zumindest
auf dem Level von Hilbert-Funktionen, die Untersuchung von Differentialformen
gleichbedeutend mit der von Doppelpunktschemata, einem weiteren klassischen
Gebiet.

Ein besseres Verstindnis von 1-Formen liefert die Betrachtung von héheren Dif-
ferentialformen, wie sie im folgenden Kapitel geschieht. Die Tatsache, daf} der
assoziierte deRham-Komplex im Wesentlichen exakt ist, liefert dabei vielfiltige
Konsequenzen. Welche neuen Aspekte die Hilbertfunktionen von hoéheren Diffe-
rentialformen liefern, wird anhand von vielen Beispielen gezeigt.

Das vierte Kapitel behandelt die dquivalenten Definitionen von reguldren Dif-
ferentialformen im Sinne von Grothendieck bzw. im Sinne von Rosenlicht. Die
Interpretation dieser Formen als kanonischer Modul von Rx erlaubt den weiteren
Einsatz klassischer Resultate.

Die Konstruktion der Fundamentalklassen-Abbildung bildet den Inhalt des fiinf-
ten Kapitels. Analog zum lokalen Fall konnen wir damit holomorphe und regulire
Differentialformen vergleichen. Der Kern dieser Abbildung ist gerade der Torsi-
onsuntermodul der holomorphen Differentialformen, wie wir ihn im zweiten Ka-
pitel behandelt haben. Der Cokern der Abbildung, der sogenannte Jacobi-Modul,
ist schliellich Inhalt des sechsten Kapitels. Wie man aus der Modulstruktur der
regulidren Differentialformen geometrische Informationen herauslesen kann, ist
dieses auch fiir den Jacobi-Modul moglich.

Bedanken méchte ich mich an dieser Stelle bei allen, die zum Gelingen dieser
Arbeit beigetragen haben. Besonders danke ich Herrn Prof. M. Kreuzer fiir die
Aufgabenstellung und die gute Betreuung und Dr. A. Kehrein fiir manche hilf-
reiche Diskussion.



Kapitel 1

Grundlegendes iiber
nulldimensionale Schemata

In diesem Kapitel geben wir nach dem Treffen einiger Konventionen eine Ein-
fiihrung in die allgemeine Theorie nulldimensionaler Schemata. Zentrales Objekt
dabei ist der Koordinatenring Rx, fiir den allgemeine ringtheoretische Begrif-
fe einfach zu beschreiben sind. Unter geometrischen Gesichtspunkten ist dabei
beispielsweise der ganze Abschlufl S von Ry interessant. Wichtig fiir die Dua-
litdtstheorie ist das Konzept des Gorensteinringes; exemplarisch dafiir ist der
Koordinatenring eines vollstdndigen Durchschnittes.

In einem weiteren Abschnitt werden verschiedene Klassen von Punktmengen ein-
gefiihrt, die besondere algebraische Eigenschaften haben. So ist das Verschwin-
dungsideal einer Linearkonfiguration beispielsweise die Liftung eines Lex-Segment-
Ideals. Schliellich werden geometrische Begriffe behandelt, die iiber die Hilbert-
funktion definiert werden.

1.1 Konventionen

Im folgenden seien alle betrachteten Ringe kommutativ mit Eins. Ein Ring R
heifit Z—graduiert, wenn es additive Untergruppen R; von R gibt mit
R = GBiEZ R; und RlR] - Ri-l—j' Ist zusédtzlich R; = 0 fiir 7 < 0, so heifit R
positiv graduiert. Ist k£ ein K&rper, so nennen wir einen Vektorraum V iiber k
graduiert, wenn es Unterrdume (V;);cz gibt mit V= V;.
i€

Sind Ry,..., R, graduierte Ringe, so ist S := Ry X ... X Ry graduiert mit
Si = D;(R;)i-

Sei k ein Korper und P = k[xy,...,z,|. Die Standardgraduierung von P ist
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gegeben durch
P, = {Zajx‘fjl Ceepling Zajk = iVj} :
J k

Fiir ein homogenes Ideal I # 0 von P bezeichnet «(I) := min{i : (I); # 0} den

Initialgrad von I. Fiir f € P sei % die gewohnliche partielle Ableitung nach z;.

Das Bild von % in einem Restklassenring P/I wird mit % bezeichnet.
Die Terminologie fiir Konzepte aus der Computeralgebra wird wie in [12],[13]

verwendet.

1.2 Der Koordinatenring

Sei im folgenden k ein Korper der Charakteristik 0 und P” der n—dimensionale
projektive Raum iiber k. Gegenstand unserer Untersuchung sind nulldimensio-
nale reduzierte Unterschemata des P", d.h. endliche Mengen von Punkten. Ist
X ={Py,..., P}, so bezeichnet I das Verschwindungsideal in P := k[xy, ..., z,]
und R := Rx := P/Ix den Koordinatenring von X. Ohne Einschrinkung nehmen
wir an, dafl X nicht ausgeartet ist, d.h. nicht in einer Hyperebene enthalten ist.
Beziiglich der Standardgraduierung von P ist Ix ein homogenes Ideal und damit
R ein graduierter P—Modul.

Da k unendlich ist, gibt es eine Hyperebene E = V(ly), die keinen Punkt von
X enthélt. Nach einem linearen Koordinatenwechsel konnen wir annehmen, dafl
diese durch E = V(x() gegeben ist. Damit haben die Punkte von X die Form
P,=(1:pj1:...:pin). Fiir ein homogenes f € Ry setzen wir so

f(P) = f(Lpia,. - Din)-
Fiir X gibt es Analoga zu den Lagrange- und Hermite-Grundpolynomen.

Definition 1.1. Ein homoges Element f € R, heifit Separator (von P;), wenn
gilt fi(P;) = 0;;. Ist f; vom kleinsten Grad mit dieser Eigenschaft, so heifit f;
minimaler Separator. Wir setzen

0= ox := max{deg f : f ist minimaler Separator} — 1.

Separatoren kann man explizit angeben. Fiir j # i gibt es ja k;; € {1,...,n} mit
Piky; # Pjk;;- Flr
le = H(xkij - pjkijxo)
J#i
und f; = ﬁf{ gilt dann f;(P;) = §;;,0 ist also durch s — 2 beschrénkt.
Der Name Separator erklért sich dadurch, daf§ fiir Y := X\{P;} das Verschwin-
dungsideal von Y in Rx von einem minimalen Separator f; von P; erzeugt wird,

6



Grundlegendes iiber nulldimensionale Schemata

fi wtrennt also Y von X.
Polynome, die an den Punkten verschwinden und deren Ableitungen dort gewisse
vorgeschriebene Werte annehmen, kann man auch explizit angeben.

Proposition 1.2. Fir k=1,...,n gibt es Formen g;x € o513 mit gg—i: =0 fir
m # k,m # 0 und %g—g;f(Pj) = 0;;. Dabei bezeichnet (‘gf;—in’j das Bild von g)’}ﬁ in Rx.
BEWEIS. Fiir P, = (1 : pj1 ¢ ... : pin) betrachte gix := (z — piro) F} € I<oy3 fiir

ein Urbild F; eines minimalen Separators von P;. Fiir m # 0 gilt dann

6g~k OF;
oz, ki + (Tr — pixvo) - 2f oz km fi s
woraus die Behauptung folgt. O

Fiir einen graduierten Ring R ist der homogene Quotientenkdrper definiert als
maximale nichttriviale Lokalisierung bei homogenen Elementen, also

Q"(R) := {i | f,9 € R, g homogener Nicht—Nullteiler} :
g

Fiir R = Rx erhalten wir eine explizite Beschreibung.

Proposition 1.3. a) f € Ry ist genau dann ein Nicht-Nullteiler (NNT),
wenn gilt f(P;) #0 firi=1,...,s. Insbesondere ist also xq linearer NNT.

b) Fiir den homogenen Quotientenkirper von R gilt
Q"(R) = KT\, T '] x ... x K[T,, T, "].
Zudem ist bereits Q"(R) = Ry, .
c¢) Der ganze Abschluf von R in Q"(R) ist isomorph zu
S:=K[Ti] x ... x K[Tj].

Die Inklusion ¢ : R — S st dabei fiir homogenes f € R, explizit gegeben
durch

p(f) = (F(POTY, ... f(P)TY).
BEWEIS.

a) Ist f(P;) =0, so gilt ff; = 0, also ist f Nullteiler. Ist f andererseits ein
homogener Nullteiler, so gibt es auch ein homogenes g # 0 mit fg = 0, also
f(P)g(P)=0firi=1,...,s. Da g # 0, gibt es ein iy mit g(P;,) # 0, also
ist f(Py) = 0.
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b) , ¢) Fiir das Verschwindungsideal p; von P; in P gilt
pi = (T1 — PirTo, ..., Tn — DinTo)-
Da Ix = p; N ...Nps, gibt es eine Injektion
¢:P/Ix — S:=P/p; X ...x P/p,,

die komponentenweise gegeben ist durch f + Ix — f + p;. Aus der Gestalt
von p; folgt P/p; =2 k[T;], wobei T; das Bild von z; ist. Offenbar ist

Q"(S) = k[Ty, T, ] x ... x k[T, T, "],
damit ist S ganzabgeschlossen in Q"(S). Aufgrund der Beziehung
Ry € Q"(R) — Q"(S)

reicht es fiir die verbleibenden Behauptungen zu zeigen, daf§ R,, = Q"(S).
Da fiir die Bilder von zy und Separatoren f; vom Grad d; unter ¢ gilt

o(xg) = (Th, ..., Ts) und p(f;) = (O,...,O,]}di,O,...,O)

ist dies klar.

Bemerkung 1.4. Analog zum Chinesischem Restsatz zeigt man, daf fiir

Ji=(y=1)-...-(y—9)) Cklz,y]
gilt
klx,y]/J = k[Ty] x ... x k[Ty].

Allerdings ist dieser Isomorphismus kein Isomorphismus graduierter Ringe, wenn
man k[z,y] mit der Standardgraduierung versieht, da ja .J nicht homogen ist.
Interpretiert man S als Koordinatenring einer affinen algebraischen Varietét S,
vermittelt die Inklusion ¢ : R — S einen surjektiven Morphismus $ — Y fiir den
zu X gehorigen affinen Kegel Y.

Der Morphismus S — Y fiir ein flinfpunktiges Schema X C P2,

8
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Eine erste Invariante ist die Hilbertfunktion von X, die gegeben ist durch
HFx (t) :== HF g, (1) := dimy(Rx);.

Als Castelnuovo-Funktion wird die erste Differenzenfunktion
AHFx(t) := HFx(t) — HFx(t — 1)

bezeichnet. Der Initialgrad von X ist definiert als ax := a(Ix); eine Punktmenge
X ist also genau dann nicht ausgeartet, d.h. liegt in keiner Hyperebene, wenn
ax Z 2.

Die Werte der Hilbertfunktion ermoglicht eine einfache Beschreibung.
Proposition 1.5. Sei HF = HFx die Hilbertfunktion von X.
a) Es gilt HF(i) = HFpna (i) = (") firi=10,...,ax — 1.
b) Das Wachstumsverhalten der Hilbertfunktion ist gegeben durch
HF(0) < HF(1) < ... < HF(ox) < HF(ox +1) = s
und HF (i) = s firi > ox + 1.

BEWEIS. Die erste Aussage ist gerade die Definition von ax. Die Multiplikation
mit z( ist eine injektive lineare Abbildung da x, NNT ist, also ist die Hilbert-
funktion monoton wachsend. Die Inklusion R — S und HFg(i) = s fiir i > 0
zeigt, dal HFx durch s beschrénkt ist und HFx (i) = s fiir i > o 4 1.

Es bleibt zu zeigen, daf§ die Hilbertfunktion im Intervall {0, o + 1} strikt wéchst.
Sei also HFx (i) = HFx(¢ + 1), dann gilt xy - R; = R;y;. Fiir f € R;yo gibt
es gewisse g; = wog; € Riyy mit f = Y 759 = x0)_7;9; € 2oRit1, also gilt
R; > = 2R, 41 und damit induktiv R; = :rf)'fiRi fiir j > 4. Nun ist HFx(j) = s
fiir j > o + 1, also auch HFx(i) = s. Damit gibt es fiir alle Punkte Separatoren
in R;, also ist nach Definition i > o + 1. [

Der Regularitétsindex der Hilbertfunktion, d.h. das minimale ¢, fiir das der Wert
der Hilbertfunktion mit dem Hilbertpolynom {ibereinstimmt, ist also gerade
ox + 1. Mit anderen Worten: Die Interpolationsaufgabe, ein homogenes Polynom
f zu finden mit f(P;) = a; fiir gegebene a; € k, kann vollstéindig mit Formen
vom Grad o + 1 gelost werden, aber nicht mit Formen kleineren Grades.

Fiir spatere Anwendungen wichtig ist der letzte Zuwachs der Castelnuovo-Funktion
Ax :=AHF(oc +1).

An der Hilbertfunktion kann man also die Anzahl der Punkte ablesen: Die Mul-
tiplizitdt des Hilbertpolynoms (der Grad des Schemas) ist gerade s. Ein Indiz,
daf} diese Invariante recht grob ist, liefert folgende Proposition.

9
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Proposition 1.6. FEs gibt eine nichtleere Zariski-offene Teilmenge U C (P™)°,
so daf fir alle (Py,...,Py) € U gilt: Fir X ={Py,..., P} CP" gilt

HFx (i) = min{s, HEpn (i) }.

Punktmengen mit der angegebenen Hilbertfunktion nennt man ,, generische Punk-
te®.

BEWEIS. Sei b := min{i: s < HFpx (i)} und bezeichne T; die Menge aller Terme
vom Grad i in P. Sei (P,...,P;) € (P")* und X = {P,,..., P}. Fiir

M; = (t(P)))er, j=1,..o

gilt offenbar rank M; = HFx (). Nun gilt fiir eine nichtleere Zariski-offene Men-
ge U, daB fiir (Py,...,P;) € U und i =0,...,b die Matrix M; maximalen Rang
hat. Eine lineare Abhéngigkeit der Zeilen von M; ist ndmlich gleichbedeutend mit
dem Verschwinden eines maximalen Minors, die maximalen Minoren aber sind
endlich viele von Null verschiedene polynomiale Funktionen in den P;. Also hat
HFx (i) die angegebene Gestalt fiir i = 0,...,b, und da HFx(b) = s folgt auch
HFx(i) = s fiir i > b. O

Bemerkung 1.7. Die Verwendung der im Beweis konstruierten Matrizen M; im
Buchberger-Moller-Algorithmus (vgl. etwa [13] ch. 6.3) liefert einen effizienten
Weg zur Berechnung des Verschwindungsideales von Punktmengen, die explizit
durch die Koordinaten ihrer Punkte gegeben sind.

Bemerkung 1.8. An der Hilbertfunktion liest man ab, dal R Krulldimension 1
hat. Die Tiefe von R, definiert als maximale Lénge einer P-regulidren Folge fiir
R, betréigt ebenfalls 1: Sie ist mindestens 1, da xy NNT ist. Sie ist auch durch
1 beschrénkt, da fiir einen (nicht notwendigerweise homogenen) Nichtnullteiler
| € P die k—Vektorraumdimension von R/IR endlich ist. R ist also ein eindimen-
sionaler Cohen-Macaulay-Ring.

Wichtig in diesem Zusammenhang sind die Begriffe des Cohen-Macaulay-Typs
(CM-Typ) und des Gorenstein-Rings:

Definition 1.9. a) Sei | € Ry ein Nicht-Nullteiler und A := R/IR. Dann
heifit A Artinsche Reduktion von R.

b) Seim' das mazimale homogene Ideal von A. Dann heifit
socA:=Amyum'={a€A|m'-a=0}

der Sockel von A.

10
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¢) Der Cohen-Macaulay-Typ von R ist definiert als
CM(R) := dimy soc A.

R wird Gorensteinring genannt, wenn gilt CM(R) = 1. X heifit arith-
metisch Gorenstein, wenn Rx Gorensteinring ist.

Die Unabhéngigkeit der Definition vom gewéhlten NNT sieht man durch eine
Basistransformation. Der Name ,, Artinsche Reduktion* erklart sich dadurch, dafl
R/IR ein Artinscher Ring ist.

Einige der eingefiihrten Begriffe sowie die Stirke der Gorenstein-Bedingung ver-
deutlicht folgende Proposition.

Proposition 1.10. ) Fir den Sockel von A gilt soc A = {a € A|A;-a=0}.

b) Ist f Separator, so ist f+xoR Element des Sockels von A = R/xoR. Zudem
gilt 0 # A, 1 C soc A.

c¢) Ist X arithmetisch Gorenstein, so gilt fir die Castelnuovo-Funktion von X
AHFx(t) = AHFx(oc +1—1)
und damit HFx(t) = s — HFx (o — t). Insbesondere ist also Ax = 1.
BEWEIS.
a) Dies ist klar, da A; das Ideal m’ erzeugt.

b) Das Rechnen im ganzen Abschlufl S von R (1.3) liefert fiir einen Separator
fj von P; die Gleichung z;- f; = pj;xo f;, woraus die erste Behauptung folgt.
Die zweite Behauptung ist klar.

c¢) Die Castelnuovo-Funktion von X ist gerade die Hilbertfunktion von A. Wir
zeigen, dafl die Multiplikationsabbildung

pi Ay X Agiiy — Ag1 =k

nicht-ausgeartet ist. Damit folgt dann dim; A; = dim; A, ; und so die
erste Behauptung, woraus die zweite durch Aufsummieren folgt.

In der Tat gilt fiir f € A,\{0}, dal A; - f # 0 nach Definition des Sockels.
Sei nun i < o und f € A; mit A, ;- f = 0. Sei g € A, ; beliebig. Aus
(A1g)f = Ai(gf) = 0 folgt gf € socAN A, = {0}, also A,_; - f = 0 und
damit induktiv A; - f =0, also f € soc AN A; = {0}, was zu zeigen war.

O

11
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Eine Abschwichung des Gorensteinbegriffes ist der des Level-Schemas:
Definition 1.11. X heifit Level-Schema, wenn gilt soc A = A, 1.

Feiner als die Hilbertfunktion ist die minimale graduiert-freie Auflésung von Rx:
Nach Hilberts Syzygiensatz ([1] 19.7) gibt es eine exakte Sequenz graduierter
P—Moduln

0—F, ;23 .. —F 25 R—0.

Bi

Hierbei sind die F; graduiert-freie P—Moduln der Form F; = @ P(—a;;). Dabei
j=1

betrigt die Linge n — 1 aufgrund der Formel von Auslander-Buchsbaum im gra-

duierten Fall ([1] ex. 19.8), da R die Tiefe 1 hat.

Die Auflésung ist eindeutig in dem Sinne, daf3, wenn nach einer Basiswahl in der
Matrizendarstellung von ¢; kein Eintrag aus k stammt (i = 1,...,n — 1), die
graduierten Bettizahlen (3; und die Gradverschiebungen «;; eindeutig sind.
Graduierte Ringe mit gleicher freier Auflésung haben die gleiche Hilbertfunktion,
da diese additiv auf kurzen exakten Sequenzen ist. Freie Auflosungen beinhal-
ten aber im allgemeinen mehr geometrische Informationen; idealtypisch dafiir ist
folgender Satz.

Proposition 1.12. Sei X C P2, |X| = 7, mit generischer Hilbertfunktion. Dann
hat Rx eine minimale graduiert-freie Auflosung der Form

0 — P(-5)" — P(=3)*@® P(-4)®* — P(-2)*® P(-3)® — Rx

genau dann, wenn X auf einer Kurve vom Grad 3 liegt, ansonsten ist diese ge-
geben durch

0 — P(—5)" — P(—4)* — P(-2)*® P(-3)® — Rx.
BEWEIS. [2] 2.8. O

Wir beschlielen diese Einfiihrung mit einer weiteren wichtige Klasse von in ge-
wisser Hinsicht extremalen Punktmengen, den vollstdndigen Durchschnitten:

Definition 1.13. Eine Punktmenge X C P" heifit vollstdndiger Durchschnitt
(vom Typ dy, ..., d,), wenn das Verschwindungsideal Ix von n homogenen Poly-
nomen fi,..., fn mit deg f; = d; erzeugt werden kann.

Die Bedingung, vollstindiger Durchschnitt zu sein, ist sehr restriktiv. So folgt fiir
vollstéindige Durchschnitte X C P? vom Typ (dy,dy) aus dem Satz von Bézout,
daBl X aus d; - dy Punkten bestehen muf.

Da die minimalen Erzeuger eines vollstindigen Durchschnitts eine P—regulére
Folge fiir I bilden, liefert der Koszul-Komplex eine minimale freie Auflésung
(vgl. [18] S.28). Diese hat folgende Konsequenz fiir die Hilbertfunktion von X.
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Grundlegendes iiber nulldimensionale Schemata

Satz 1.14. Sei X C P" wollstandiger Durchschnitt vom Typ (dy,...,d,). Dann
qilt:

a) X ist arithmetisch Gorenstein.
b) degX =dy-dy- ... d,.
C) ox =dy+dy+...+d, —n—1.

BeEwers. [18] S. 30. O

Beispiel 1.15. Jede endliche Punktmenge ist einem vollstindigen Durchschnitt
enthalten: Ist X = {Py,..., P}, P, = (1 :pix : ... pin), so ist X enthalten im
,vollstdndige Gittter Y gegeben durch

S S

Iy = (H(m —Di1)s - s H(% — Din))-

i—=1 i=1

Hingegen ist eine Konsequenz aus [23], daf§ jede Punktmenge mengentheoretisch
vollstdndiger Durchschnitt ist, d.h. es existieren stets fi,..., f, € Ix mit

<f1a---afn> = Ix.

Definition 1.16. Seien X,Y C P" zwei reduzierte nulldimensionale Schemata.

a) X und Y heiflen (durch einen vollstindigen Durchschnitt) 1-liiert, wenn
XNY =0 und XUY ein vollstindiger Durchschnitt ist.

b) X heift (un-)gerade zu Y liiert, wenn es Xg = X, Xy,..., Xy =Y gibt
(k (un-)gerade), so dafi X; und X;q I-litert sind firi=20,...,k— 1.

Verschiedene Invarianten sind unter gerader Liaison invariant, vgl. etwa (6.9).

Bemerkung 1.17. Ein vollstdndiger Durchschnitt X ist sowohl gerade als auch
ungerade zu einem Punkt liiert.

BEWEIS. Sei (f1,..., f,) eine regulire Folge fiir Ix und l; eine ”geniigend all-
gemeine” Linearform. Man zeigt (vgl. [29]), dal auch (fi,..., f, - l1) eine re-
guldre Folge ist, die das Verschwindungsideal einer Punktmenge Z = X U Y
erzeugt mit Iy = (f1,..., fn_1,01). Da’Y C P"~! folgt induktiv, dafl X zu einem
Punkt liiert ist. Da dieser ungerade zu sich selbst liiert ist (betrachte die Folge

{(1:0)},{(1:1),(1:2)},{(1:3)},{(1:0)}), folgt die Behauptung. O
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Grundlegendes iiber nulldimensionale Schemata

— Ein  zu  einem  wollstindigen
Durchschnitt vom Typ (2,1) li-
terter wvollstindiger Durchschnitt
vom Typ (2,3)

1.3 Spezielle Klassen von Punktmengen

Viele der in der Theorie auftretenden algebraischen Phinomene kann man be-
reits fiir Punktmengen X C IP? beobachten. Dazu fithren wir kurz verschiedene
Konstruktionen von Klassen von Punktmengen nach Geramita et al. auf und
diskutieren erste algebraische Eigenschaften.

Definition 1.18.

a) Eine Punktmenge X C P? heifit Pseudo-Linearkonfiguration vom Typ
(k1y ... ky), wenn gilt

X={(1:s:t)]tef0,...,n—1},s€{0,..., k,_y — 1}}.
b) Eine Pseudo-Linearkonfiguration vom Typ (k1, ..., k,) heifit Linearkonfi-
guration, wenn gilt ki < ... < k.

¢) X heifit ausgespreizte Linearkonfiguration vom Typ (ki, ..., k), wenn
gt X={(1:s:t) |t €{ks,..., kn},s€{0,...;t —1}}.

d) Seien ly,...,l; Geraden im P?, so daff sich fir i # j l; und l; in ge-
nau t — 1 Punkten schneiden. Die Vereinigung aller Schnittpunkte heifit
C-Konfiguration ().

Die Bedeutung von linearen Konfigurationen erklirt auf der algebraischen Seite
durch den Begriff des Lex-Segment-Ideals.

Definition 1.19.

a) Ein monomiales Ideal I C klzy, ..., x,] wird Lex-Segment-Ideal genannt,
wenn fir alle Terme t € I gilt: Ist t' ein weiterer Term gleichen Grades mit
t' >rext, soist auch t' € I.
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Grundlegendes iiber nulldimensionale Schemata

b) Ein homogenes Ideal J C k[xg,...,z,] heifit Liftung eines homogenen
Ideals I C k[xy,...,x,], wenn gilt J + (xq)/(xo) =2 I und zq ist ein Nicht-
Nullteiler fir P/.J.

Das Verschwindungsideal einer Linearkonfiguration ist nun gerade die Liftung ei-
nes Lex-Segment-Ideals. Allgemeiner gilt, dafl man sogar jedes nulldimensionale
Lex-Segment-Ideal zum Verschwindungsideal einer Punktmenge liften kann (vgl.
etwa [13] ch. 6.2).

Lex-Segment-Ideale haben unter allen Idealen mit gleicher Hilbertfunktion extre-
male Betti-Zahlen ([20]); diese stimmen mit denen der Liftung iiberein (vgl. [26]
S.7).

Die Relevanz von ausgespreizten Linearkonfigurationen und C-Konfigurationen
besteht darin, dafl es im Verschwindungsideal Formen kleinen Grades gibt, die
Produkt von Linearformen sind, es also i.A. mehr Kollineationen als bei Linear-
konfigurationen gibt. Diese verhalten sich unter differentiellen Gesichtspunkten
anders als beispielsweise irreduzible Formen, vgl. (3.11).

a) Pseudo-Linearkonfiguration vom Typ (1,4,2,5,1), b) Ausgespreizte
Linearkonfiguration vom Typ (1,3,5), ¢) C-Konfiguration C,

Betrachtet man X C P" als geometrisches Objekt, so ist die Automorphismen-
gruppe Aut(X) := {g € PGL,;,(k) : ¢X = X} im Allgemeinen trivial. Inter-
essant hingegen ist die Zusammensetzung von X aus ,, Unterobjekten®, d.h. die
Frage, wie sich verschiedene Unterschemata Y; C X zueinander verhalten. Dies
fithrt zu verschiedenen geometrischen Begriffsbildungen.

Definition 1.20. a) Ein Punktmenge X heifst (i, j)-uniform, wenn gilt: Sind
Yl,YQ Q X mat ‘Y1| = ‘Yg‘ = |X‘ — i, S0 gllt HFYl(]) = HFYZ(])

b) X heifit i—uniform, wenn fir jedes Unterschema Y mit |X|—i < Y| < |X]
gilt
HFvy () = min(HFx (¢), | Y]).
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Grundlegendes iiber nulldimensionale Schemata

¢) X heifst Cayley-Bacharach-Schema, wenn X 1-uniform ist.

d) X befindet sich in uniformer Lage, wenn X (|X| — 1)—uniform ist.

e) X befindet sich in linear allgemeiner Lage, wenn fiir jeden echten linea-

ren Teilraum L C P? gilt

XML <1+dimL.

Bemerkung 1.21.

a)

Ist X (i, j)—uniform, so gilt HFy (j) = min(i, HFx(j)) fiir alle Y C X mit
|Y| = 4. Sei ndmlich f; ein minimaler Separator vom Grad 0+ 1 und Y das
durch f; definierte Unterschema von X. Dann gilt

HFy (t) = min(s — 1, HFx(¢))

fiir alle ¢ € 7Z, Y hat also eine ,,abgeschnittene Hilbertfunktion“. Per In-
duktion gibt es ein Unterschema Y; mit HFy,(¢) = min(i, HFx(¢)), woraus
die Behauptung folgt.

Operiert die PGL,, 11 (k) transitiv auf der Menge der d—elementigen Teil-
mengen von X C P" fiir d = 1,...,s, so befindet sich X in uniformer
Lage. Die Existenz einer solchen Gruppenwirkung bildet die Beweisidee des
Satzes von Harris {iber die uniforme Lage ([28]) und liefert die Beispiele von
Galligo ([24]).

X befindet sich in linear allgemeiner Lage genau dann, wenn je n+1 Punkte
von X, betrachtet als Vektoren im A"*!, den A"*! aufspannen. Dies ist
genau dann der Fall, wenn X (|]X| — n — 1, 1)—uniform ist.

Level-Schemata — und damit insbesondere vollstdndige Durchschnitte und
Schemata, die arithmetisch Gorenstein sind — sind Cayley-Bacharach-Sche-
mata: Da ,Separatorengrade Sockelgrade sind“ (1.10 b), folgt daf} jeder mi-
nimale Separator Grad o+1 hat. Nach der Bemerkung nach (1.1) erzeugt ein
minimaler Separator von P; das Verschwindungsideal von Y; := X\{P,};
damit ist HFy,(t) = HFx(¢) fir ¢ < o und HFy,(t) = HFx(¢) — 1 fiir
t > o+ 1, was gerade die Definition von 1-Uniformitét ist.

Der Name , Cayley-Bacharach-Schema® erklirt sich folgendermaflen. Sei
X = {P,..., Py} C P? ein vollstiindiger Durchschnitt von zwei Kubiken
und C' eine weitere Kubik, die P, ..., Py enthilt. Dann besagt eine Version
des Satzes von Cayley-Bacharach, dafl C' auch Py enthilt.

Dies ist dquivalent dazu, daf fiir alle Y; = X\{P;} die Hilbertfunktion ge-
geben ist durch HFy, : 13688--.. Da HFx : 136899 -, verallgemeinert
der Begriff des Cayley-Bacharach-Schemas also diese Eigenschaft.
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Kapitel 2

Der Modul der
Kahler-Differentialformen

In diesem Kapitel untersuchen wir nach Einfiihrung des allgemeinen Begriffes
der Kahler-Differentialformen verschiedene Spezialisierungen dieses Begriffes fiir
Punktmengen, ndmlich die sogenannten holomorphen, ganzen und meromorphen
Differentialformen. Sind die beiden letzteren zyklische Moduln iiber den jeweili-
gen zugrundeliegenden Ringen, ist die Rx-Modulstruktur der holomorphen Dif-
ferentialformen €2r, /. sehr reichhaltig. Im wesentlichen dafiir verantwortlich ist
der Torsionsuntermodul, den wir daraufhin genauer untersuchen. Die Verbindung
von holomorphen Differentialformen mit der ersten infinitesimalen Umgebung des
Schemas, wie sie im letzten Abschnitt gezeigt wird, schldgt eine Briicke zu dem
klassischen Gebiet des Studiums sogenannter Doppelpunktschemata.

2.1 Allgemeine Betrachtungen

Definition 2.1. Sei R ein Ring, S eine R—Algebra und M ein S-Modul.

a) Eine R—lineare Abbildung d : S — M heifit R-Derivation, wenn fir alle
f,g € S die Leibniz-Regel

d(fg) = fdg + gdf
gilt. Definiert man fir b € S
(b-d)(m) :=b-d(m),

so wird die abelsche Gruppe Derg(S, M) aller R— Derivationen S — M zu
einem S-Modul.
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Der Modul der Kahler-Differentialformen

b) Sei Ny der freie S—Modul auf den Symbolen {d(f) : f € S} und Ny der

von Elementen der Form d(bb') — bd(b') — 0'd(b) (b,b" € S) und
d(ab+ a'b') —ad(b) — d'd(b") (a,d’ € R,b,b" € S)

erzeugte Untermodul. Der Quotient Qg/r = Ni/Ns heifit Modul der
Kaiahler-Differentialformen von S iiber R. Die Abbildung

d: S — Qs/p, df :=d(f)

heifst universelle R-Derivation von S.

Bemerkung 2.2.

a)

b)

Die universelle R-Derivation von S ist offenbar eine R-Derivation, die fol-
gende universelle Eigenschaft aufweist: Fiir jeden S—Modul M und jede
R—Derivation e : S — M gibt es genau einen S—linearen Homomorphis-
mus €' : Qg/p — M mit e = e'd.

Fiir einen S-Modul M definiert die Zuordnung M ~ Derg(S, M) einen
kovarianten Funktor Derg(S, —) auf der Kategorie der S-Moduln. Ist dabei
[+ My — M, ein Morphismus von S—Moduln, so ist Derg(S,—)(f) fiir
e € Derg(S, M) gegeben durch

Derg(S, —)(e) := foe.

Die universelle Eigenschaft von g, ist gerade gleichbedeutend damit, daf3
QUg/r diesen Funktor représentiert, d.h. es gilt

Derg(S, M) = Homg(Q2s/r, M).

Daher spricht man von {25/ auch als Modul der universellen Differential-
formen.

Ist S als R-Algebra endlich erzeugt, etwa von (sq,...,s,), so folgt aufgrund
der Leibniz-Regel, dafl Qg als S—Modul von (dsy, ..., ds,) erzeugt wird.

In zwei konkreten Situationen zeigt sich die Relevanz dieser Konstruktion:
Bemerkung 2.3.

a)

Ist M eine glatte affine algebraische Varietét iiber R, so ist M auch eine
glatte reelle Mannigfaltigkeit. Bezeichnet C*°(M) die glatten, O(M) die
reguliren Funktionen auf M, so gilt nach [1] S. 391 fiir das Kotangential-
biindel

(M) = C%(M) @0 Qon/r:
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Der Modul der Kahler-Differentialformen

b) Ist [L : K| eine separable Korpererweiterung, so gilt: fi,..., fs ist genau
dann eine Transzendenzbasis von L|K, wenn dfi, ..., df, L-Basis fiir Q x
ist ([8] 5.3).

Beispiel 2.4. Ist S = R[zy,...,2,], so gilt Qg = @ Sdx,. Die universelle
i=1

Derivaton ist dabei gegeben durch

OJ

Wir fassen das Verhalten von 2 unter verschiedenen Ringkonstruktionen zusam-
men.

Proposition 2.5. Sei R ein Ring, S eine R-Algebra und T eine S-Algebra.
a) Es gibt eine exakte Sequenz von T—Moduln

T ® Qs/p ——= Qryr —— Qs — 0,
wobei 6 gegeben ist durch 6(t @ w) = tw und € durch e(dt) = dt.
b) Ist T eine Lokalisierung von S, so gilt
Qr/r =T ®s Qs/r-
c) Gilt T = S/I, so ist die Sequenz von T—Moduln
I/ - T ®s Qs/p — Qryp — 0
ezakt. Dabei gilt a(i + I*) = 1 ®@ di und B(t ® ds) =t - ds.
d) Sind Sy, Sy R—Algebren und S = S; ® Sy, so gilt
Qs/r = (S1 @r Qs,/r) ® (S2 Qr Qs /r)-
e) Sind Sy, ..., S, R—Algebren und S =[], S;, so gilt

Qs/r = D Qs/n
BEWEIS. a) [1] 16.2, b) [2] 4.22a) ¢) [1] 16.3, d) [1] 16.10, e) [2] 4.11. O
Bemerkung 2.6. Aus den Beweisen zu obiger Proposition folgt, daf} die an-
gegeben Abbildungen homogen vom Grad 0 sind, wenn die zugrundeliegenden

Objekte Z—graduiert sind. Insbesondere sind die genannten Isomorphismen Iso-
morphismen graduierter Moduln.
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Der Modul der Kahler-Differentialformen

2.2 Differentialformen fiir Punktmengen

In der vorliegenden Situation sind besonders die Ringe R = Rx, L = Q"(R) und
der ganze Abschlufl S von R in L interessant. Mit Hilfe der Rechenregeln kénnen
wir gewisse natiirliche Differentialmoduln konkret angeben.

Definition 2.7. Der R—Modul Qg heifst Modul der holomorphen Diffe-
rentialformen auf X. Als meromorphe Differentialformen auf X bezeich-
nen wir den L — Modul Q. Schliefilich nennen wir den S—Modul gy, die
ganzen Differentialformen auf X.

Proposition 2.8. a) Es gibt einen Isomorphismus graduierter R—Moduln

Qi & (@ Rdxi) JdI.

i=0
Dabei bezeichnet @ Rdx; den freien R—Modul auf den (dx;) mit deg dx; =1

i=0
fir i =0,...,n und dI den von {3} %d:ﬁi : f € I} erzeugten Untermodull.

b) Die universellen Differentialmoduln Qg und Qp . sind freie zyklische S—
bzw. L—Moduln. Genauer gilt

QS/k = k[Tl]dTl X ... X k[TS]dTS &= Sdl‘o

und
QL/k = Ldl‘o

BEWEIS.

a) Da nach (2.4) gilt Qp/, = @]dei, folgt die Behauptung mit (2.5 c).

b) Da S = k[t;] x ... x k[ts], folgt mit (2.5 e) und (2.4) (mit n = 1)
Qs = @ E[T;]dT;. Da dxg = (dTy, ..., dTy), folgt der zweite Isomorphis-

mus. Nun ist L = S,, eine Lokalisierung, und mit (2.5 b) erhalten wir

QL/k =1L Xs Sdeg = Ldeg
OJ
Ist G eine abelsche Gruppe, so kann die Untergruppe der Elemente endlicher
Ordnung
TG :={g€ G :[{g)| < oo}
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Der Modul der Kahler-Differentialformen

charakterisiert werden als
TG =ker(G — Q®, G}.
Analog definieren wir

Definition 2.9. Der Torsionsuntermodul T2 := TQg/; ist definiert als Kern
der kanonischen Abbildung

QR/k - L® QR/k = QL/k-

Wir geben zwei Charakterisierungen von 7', die die Bedeutung dieses Untermo-
duls unterstreichen.

Fiir den affinen Kegel Y iiber X gilt, dafy der Tangentialraum an einem Punkt
p # 0 kanonisch isomorph zu der p enthaltenden Komponente von Y ist. Dies
motiviert es, Differentialformen auf X auch als Funktionen auf X zu interpre-
tieren. Algebraisch gesehen entspricht dies dem durch die Eulerderivation auf R
vermittelten Homomorphismus Qg/, — R.

Definition 2.10. Fir einen positiv graduierten Ring R = @,., R; heifit die
Ry-Derivation e : R — R gegeben durch e(r;) =i - r; fir homogenes r; vom Grad
i die Euler-Derivation.

Aufgrund der universellen Eigenschaft von €25/, gibt es einen R—Homomorphismus
c: Qgy — R mit e = cod, der also im Falle R = Rx gegeben ist durch
CRX(dl‘i) = T;.

Proposition 2.11.  a) Der Torsionsuntermodul entspricht gerade den 1-Formen,
die auf X verschwinden: TS) = ker cpy, .

b) Es gibt eine Zerleqgung von graduierten k— Vektorrdumen

Qp i = dRx P T
BEWEIS.

a) Sei e, die Eulerderivation fiir L und ¢;, der zugehérige L—Homomorphismus
Qr/x — L. Aus den Definitionen ist ersichtlich, daf§ folgendes Diagramm
kommutiert.

Qry ke — Qi

e
R———~1

¢y, ist ein Isomorphismus, ebenso ist + : R — L injektiv, woraus die Be-
hauptung folgt.
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Der Modul der Kahler-Differentialformen

b)

Fiir ¢ = cpy ist die Einschrankung ¢; : (Qg/i); — Ry fiir t > 1 surjektiv da
%d Linksinverse ist. Aus der exakten Sequenz

0— (TQ); — (Qrsw)e — Ry
folgt damit die Behauptung.
O

Die Inklusion R < S liefert andererseits einen Morphismus ¢ : $ — X, mit-
tels dessen man Differentialformen auf X zuriickziehen kann. Dieser Pullback
entspricht der kanonischen Abbildung

QRX/k — QS/k =5S® QRx/k'

Da Qg — Qp durch Qg faktorisiert und €g/; injektiv in €y, einbettet,
erhalten wir eine zweite Charakterisierung:

Proposition 2.12. Der Torsionsuntermodul entspricht gerade den Differential-
formen w € Qg i, deren Pullback ¢.w verschwindet. O

Bemerkung 2.13.

a)

Ist ¢# : Rx — Ry der zu einem Morphismus zweier nulldimensionaler
reduzierter Schemata ¢ : X — Y gehorende K —Algebrenhomomorphis-
mus, respektiert die induzierte Abbildung

Q¢%) : Qrye sk — Uy
die Zerlegungen von 2. Mit anderen Worten gilt

Q(¢")(dRx) C dRy und Q(¢™)(Tx) C Ty,

wie aus der Definition folgt. Ist ¢# surjektiv, also z.B. falls Y c X, folgt
aus Dimensionsgriinden auch

Q(¢")(dRx) = dRy und Q(¢™)(Tx) = Ty.
Seien Y1q,...,Y, die Unterschemata von X mit degV¥; = s — 1 und

m; : Rx — Ry, die kanonischen Projektionen. Geschlossene 1-Formen sind
,lokal“ in dem Sinne, daf} die Kenntnis von

Q(m;)(dr) € Qry e (i=1,...,5)

schon dr eindeutig bestimmt. Dies gilt nicht fiir Torsionselemente. Ist namlich
z.B. X C P! vom Grad s, so gibt es nach [22] Torsion genau in den Graden
2 bis 2s+ 1. Fiir h € (TQ)a541\{0} gilt damit Q(m;)(h) =0firi=1,...,s.

O
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Der Modul der Kahler-Differentialformen

2.3 Die erste infinitesimale Umgebung von X

Eng verkniipft mit dem Modul der Kéahler-Differentialformen ist die sogenannte
erste infinitesimale Umgebung von X. Dieses Konzept erlaubt eine dritte Cha-
rakterisierung des Torsionsuntermoduls.

Definition 2.14.  a) Seien p;...,ps die minimalen Primteiler von I = Ix.
Dann heifit
I?:=p?n .. Ny

das symbolische Quadrat von I.

b) Das zu P/I® gehirige Schema 7 heifit erste infinitesimale Umgebung
von X.

Daneben ist fiir Z auch die Bezeichnung als Doppelpunktschema mit Tréger in
X gebrauchlich.
Bemerkung 2.15.

a) Aus der Taylor-Entwicklung folgt fiir ein Polynom f € P = klzg, ..., z,
of

f€p; <= f(P)=0und == (P) =0 it j =0,....n,
i
also 5
fel(2><:>f,a—)‘gelfﬁrj:0,...,n

fiir die gewohnlichen partiellen Ableitungen %. Ein solches f definiert also

eine Hyperfliche, die die P; enthélt und an diesen Punkten Singularitdten
aufweist.

b) Aus der Definition folgt, daB I ein homogenes Ideal ist, welches in I
enthalten ist. Da auch %](2) C I, folgt fiir die Initialgrade

a(IP) > a(l)+ 1.

Desweiteren gilt offenbar 12 C 1.

Wir geben ein Beispiel eines Ideals I (motiviert durch [1] 3.9.1), fiir das gilt
I CI® und (I®) = a(I) + 1.

Beispiel 2.16. Betrachte ein Schema X bestehend aus 9 generischen Punkten
im P8. Nach linearem Koordinatenwechsel kénnen wir annehmen, daf§ gilt

X={(1:0:...:0),...,(0:...:0:1)}.
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Da X nicht ausgeartet ist, gilt a(7) > 2 und damit a(I?) > 4.

Punkte im P?® entsprechen bis auf Skalare genau den 3x3-Matrizen iiber £,
X kann also interpretiert werden als Vereinigung von Matrizen vom Rang 1.
Die Determinate fiir 3x3-Matrizen det ist ein homogenes Polynom vom Grad 3,
das auf X verschwindet; zudem sind die partiellen Ableitungen von det gerade
die 2x2-Minoren, die auch auf X verschwinden. Also gilt det € I1?), o(I®) < 3
und damit 12 # 1®.

In der Tat zeigt eine Computerberechnung, daf§ gilt HF ;2 (3) = 84. O

(2

Allerdings stimmen I und I? in hohen Graden iiberein, wie man folgender

Proposition entnimmt.
Proposition 2.17.
a) Der Torsionsuntermodul des R-Moduls I/1?% ist gerade I /1.

b) Ist X wvollstindiger Durchschnitt, so gilt I?) = T2,
BEWEIS.

a) [11] 4.16.

b) Nach [1] ex. 17.16.a ist I/I? freier R-Modul, also inshesondere torsionsfrei.
Nach a) ist dann I? /12 = 0.

O

Fiir die Berechnung von I® kann eine Variante des Buchberger-Méller-Algorithmus
verwendet werden, wenn die Koordinaten der Punkte bekannt sind. Im allgemei-
nen Fall kann man 7(® als Saturierung berechnen:

](2) = 12 P (xﬂa--'axn)oc’

vgl. [11] 4.16.

Bemerkung 2.18. Interessant ist in diesem Zusammenhang eine Charakterisie-
rung von Vasconcelos ([1] ex. 20.23) fiir den lokalen Fall: Sei (R, p) ein lokaler
Ring und I C R ein Ideal. Dann gilt:  wird genau dann von einer reguldren
Folge erzeugt, wenn gilt projdim I < oc und I/I? ist freier R/I-Modul.

Das Studium von 7® hingt unmittelbar mit dem von Qg und der Torsion
von {2 zusammen. Sei Z die erste infinitesimale Umgebung von X. Wir notieren
zunichst einige exakte Sequenzen graduierter k—Vektorrdume. Der Zusammen-
hang zwischen den Koordinatenringen von Rx und Ry ist offenbar gegeben durch

0— I/ — Ry — Rx — 0 (2.1)
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Sei M := Qp/IQp), = @ Rdx;, € : Qpy, — M die kanonische Projektion und
=0

d:=¢co dp/k. Da dI® =, gibt es einen Isomorphismus

I/1® =4l .= dI (2.2)

Desweiteren induziert d eine Abbildung d : Ry — M; dabei sei j : M — cokerd
die kanonische Abbildung.

Schliellich haben wir aufgrund der Présentierung von g/, und der Zerlegung
von (g als direkte Summe die exakten Sequenzen

0—dl — M =5 Qpj, — 0 (2.3)
und
0 — Rx — Qpjp —> TQ — 0. (2.4)
Damit gilt

Proposition 2.19. Es gibt ein kommutatives Diagramm graduierter k— Vektorrdume
mit exakten Zeilen und Spalten

0 0

0—=1/1% a7 0

0 Ry M cokerd —=0

0 Rx Qr/x 0 0
0 0 0

Insbesondere ist T = coker d.

BEWEIS. Die oben erwihnten exakten Sequenzen entsprechen dem Diagramm
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mit exakten Zeilen und Spalten

0 0
I/1® ——7
0 Rz M—! cokerd —=0
0 Rx ;R/k =T 0
0 0

Man priift nach, daf§ die Rechtecke kommutieren.

Definiere h : cokerd — T fiir n € coker d als h(n) := mym(m) fiir ein m € M mit
j(m) = n. Eine Diagrammjagd zeigt, dafi h wohldefiniert und surjektiv ist. Das
Schlangenlemma liefert die exakte Sequenz

I/1® = dl — kerh — 0 — 0 — 0,

woraus aufgrund I/I1® =2 dI auch ker h = 0 folgt. O

Insbesondere folgt fiir die Hilbertfunktion von Z

HFz(t) = (t + 1) HFx(t — 1) — HF o (¢).

Bemerkung 2.20.

a)

In [26] werden u.a. extremale Hilbertfunktionen von Doppelpunktschemata
untersucht. Sei dazu fiir X; 7Z; die erste infinitesimale Umgebung von X
und (X;);er die Gesamtheit aller Punktmengen mit einer vorgeschriebenen
Hilbertfunktion, d.h. die X sind also Punkte eines gewissen Hilbertschemas.
Gibt es dann imay, imin mit HFz, > HFz, bzw. HFz, < HFy Vi€ I?
Es wird gezeigt ([26] 7.3), daf} imay fiir X C P? existiert, und daf§ die C-
Konfiguration in ihrer Klasse das Maximum annimmt.

Dies bedeutet also gerade, daf} die Hilbertfunktion von QRok /k Minimal ist.

Desweiteren 148t sich mit dieser Verbindung die Hilbertfunktion von Qg
fiir generische Punkte angeben, da die Hilbertfunktion fiir die erste infinite-
simale Umgebung von generischen Punkten nach Ergebnissen von Hirscho-
witz und Alexander bekannt ist (vgl. [22] 4.4).
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Kapitel 3

Hohere Differentialformen

Bildet der Modul der Kéhler-Differentialformen in einem geometrischen Kon-
text ein Analogon zu 1-Formen, so ist die universelle Differentialalgebra ein Pen-
dant fiir hohere Differentialformen. Die damit assoziierte deRham-Kohomologie
ermoglicht es, Werkzeuge der homologischen Algebra einzusetzen. Beispielsweise
ist der deRham-Komplex im Wesentlichen exakt und liefert damit ein besseres
Verstindnis des Torsionsuntermoduls. Aber auch die Fiille neuer Hilbertfunk-
tionen, die mit hoheren Differentialformen verbunden sind, beinhaltet schon in
niedrigen Dimensionen interessante Informationen.

Definition 3.1. Fir eine R—Algebra S ist die universelle Differentialalgebra
definiert als
ﬁS/R = @AiQS/Ra
=0

wobei AOQS/R := S gesetzt wird. Elemente aus QY ,, := APQg g heifflen p—Formen.

/R
Es ist also Q}s*/R = Qg/g, d.h. 1-Formen sind gerade Kéhler-Differentialformen.

Fiir ¢, ¢ € QS/R notieren wir das auflere Produkt als ¢ A 1.

Beispiel 3.2. Fiir S = R[zy,...,z,] und 1 < p < n ist
Wn= P Sdvi, A Adxy,.
i< i
Insbesondere ist also Qg/R frei vom Rang (;) U
Wird S als R—Algebra von sy, ..., s, erzeugt, folgt aus der Definition des dufleren

Produktes, dafl QPS/R =0 fir k >n+1.
Elemente aus Qg/R lassen sich schreiben als
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mit ds; :=ds;; A ... Ads;,. Fiir ein Element dieser Gestalt setzen wir

dr := Z drr A\ dsg.

Ist S graduiert, so sind auch die héheren Differentialformen-Moduln graduiert
durch deg(rds;, A ... ANds;,) = degr + 22:1 deg s;;. Dadurch wird d zu einer
homogenen R—linearen Abbildung vom Grad 0.

Fiir £ = 0 stimmt d mit der universellen Derivation iiberein, und da d(1) = 0,
erhalten wir dod = 0.

Definition 3.3. Die Homologie des Komplezes

0—S-5Lal, 5ok, 5.

heifit deRham-Kohomologie von S/R. Die p. Kohomologiegruppe
ker (€2, — Q‘ZJ/’;)/ im(Q‘g?;z — p)
wird mit H})p(S/R) bezeichnet. Elemente aus ker(€g, — Q2tL) heifen ge-

S/R

schlossene, Elemente aus im(Q%, ) — Q2 ) exakte Differentialformen.

S/R S/R

Das Bilden von Kohomologiegruppen ist in natiirlicher Weise funktoriell, d.h.
H? »(—/R) ist ein Funktor auf der Kategorie der R—Algebren.

Man erinnere sich, dafl nach dem Poincaré-Lemma jede geschlossene p—Form
auf dem R" exakt ist. Fiir die gewdhnliche deRham-Kohomologie, ebenfalls mit
HY . bezeichnet, ist dies gleichbedeutend damit, daB HY, = 0 fiir p > 0 (und
HY, =R).

Wir beschlieflen die allgemeinen Betrachtungen von Differentialformen mit fol-
gendem Satz, der fiir den algebraischen Kontext eine starke Verallgemeinerung
dieser Tatsache bedeutet. Aufgrund der Bedeutung fiir unsere Situation und des
verbliiffenden Argumentes bringen wir den Beweis nach [36].

Satz 3.4. Sei A eine positiv graduierte Q— Algebra. Dann induziert die Inklusion
L1 Ag = A einen Isomorphismus Hpr(Ao/Q) = Hpr(A/Q).

Unmittelbar daraus folgt

Korollar 3.5. Sei k ein Kirper der Charakteristik 0 und P = kfxq,. .., x,]
der standardgraduierte Polynomring in n Variablen tber k. Dann gilt fir jedes
homogene Ideal I C P: H)p((P/I)/k) =k und H} n((P/I)/k) =0 fiir p > 0.

Zum Beweis des Satzes benotigen wir folgendes Lemma.
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Lemma 3.6. Sei k ein Korper der Charakteristik 0 und A eine k— Algebra. Dann
induziert die Inklusion v : A — A[t] einen Isomorphismus

¢ Hpp(A/k) — Hpg(Alt]/F)
fiir alle p > 0.

BEWEIS. Nach [8] 4.9 gilt
D = (0 @ K1) @ (0, @ Klt)dt).

Nun ist H) ,(A[t]/k) = A[t] ® H (A/k), woraus aufgrund Flachheit von A[t]
iiber A die Injektivitit von ¢, := H? (1) folgt. Zu zeigen bleibt die Surjektivitit
von ¢,. Sei dazu 0 € Q’/’;Wk eine geschlossene Differentialform. In dem man ggf.
einige w; oder 7; als 0 wihlt, kann man 6 schreiben als

0 — (W[] +CU1t+ e +wlt2) —|— (TU _|_7-1t_|_ L. +Tifltiil)dt
fiir gewisse w; € Q’;‘/k, T; € Q’;‘_/,t. Es gilt

0= df = du}(] + (dwl)t + (dwg)tQ 4+ ...+ (du}l)tz
+ (=1)P(wy + 2wot + ... + iw;t!) A dt
+ (dro + (dr)t 4 ...+ (dr_)t7 ) A dt.

Daraus folgt dwy = 0 und (—1)?jw; + dr;_1=0 fiir j = 1,...,4. Da char k = 0,

. . 2
kénnen wir setzen A := 7ot + 715 + ...+ 7,15 und berechnen

dA = (1" Nz + 7t + ...+ 7ot dt+ (dro)t + (dr) 5 + .+ drisg )
= (=P Hro+mt+...+ 7t )dt + (= 1)P Hwit + wat? + ...+ wit?).

Damit gilt 8 + (—1)?dA = wy, also haben # und die geschlossene Form wq gleiches
Bild in HY ,(A[t]/k). Il

BEWEIS DES SATZES. Sei H = H7, und seien ¢,9 : A[t] — A die durch
o(t) = 1,9(t) = 0 gegebenen Algebrenhomomorphismen. Da ¢r = ¢ = ida
und nach dem Lemma H(:) ein Isomorphismus ist, sind auch H(v) und H(¢)
Isomorphismen. Sei nun 7 : A — A[t] gegeben durch v(m;) = m;t/ fiir m; homo-
gen vom Grad j. Da auch ¢y = idy, ist ebenso H(7) ein Isomorphismus. Folglich
ist H(¢)H (1) = H(¢) der gesuchte Isomorphismus, da 1 gerade die Projektion
von A auf Ajg ist. O

Im folgenden betrachten wir héhere Differentialformen fiir Punktmengen. Da le/k
und Qi/k zyklische S- bzw. L—Moduln sind, gilt nach Definition des dufleren
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Produktes Qis/k = 0 bzw. QiL/k = 0 fiir + > 1. Dies stimmt fiir S, aufgefafit
als Koordinatenring einer Varietit 5, ja auch mit der geometrischen Intuition
iiberein.

Im folgenden geben wir eine Prisentation fiir ng/k an firm=1,...,n+1, die
insbesondere impliziert, dafl es von Null verschiedene héhere Differentialformen
fiir R/k gibt. Diese bilden allerdings nur einen endlich-dimensionalen Vektorraum.
Zur Notation des Ergebnisses sei N :={0,...,n} und fiir I C N, i3 € N sei

TI(iO) — (_1)\{i€I:i<io}\.
Fﬁrlz{il,...,z’k}, 1 < ...<1y, sei de; = dSEZI/\dl‘lZ/\/\deZk

Proposition 3.7. Seim € {1,...,n+1} und Ny(m) der graduiert-freie P—Modul
auf den dx;(I C N, |I| = m) mit degdx; := m. Seien fi,..., fs Erzeuger von Ix.
Sei No(m) der von

.0
> TI'(Zo)af AT pugio}

iogl’ 20

(t € {1,...,s},I' C N,|I'l = m — 1) und INy(m) erzeugte Untermodul. Dann
qibt es einen Isomorphismus graduierter R— Moduln
7k = Ni(m)/Na(m).
BEWEIS. Zur Vereinfachung der Notation sei Q := Qp /. Nach ([8] 4.12) gilt
Qrppe =2 Q/(1,dI),

wobei (I, dI) das von I und dI erzeugte Ideal in der dufleren Algebra bezeichnet.
Wir zeigen, daf} gilt

(I,dI), = Z Idz; + Z ZP'ZTI’(iU)%de’U{iO}a

JCN:|J|=m I'CN t=1 gl

‘I":m—l
woraus die Behauptung folgt.
Fiir m = 1 haben wir

(I,dI); = Q- I+Qq-dl =) Idz;+ P -dI.

Ist r =Y "r;f; € I, s0 gilt dr =Y rdf; + fidr; € Y, Idx; + >, Pdf;, womit die
Behauptung folgt. Sei induktiv die Behauptung fiir m — 1 gezeigt. Beachte, dafl
gilt

(I,dI)p, =y - (I, dI)y, 1.
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Nun ist
Q- Y Tdey =) Iday
JCN JCN
|J|=m—1 |J|=m

und fir I' C N, |I'|=m —2,i ¢ I

df,EZ' A ZiOQI’ le(ig)%dl‘ju{io} = dl‘l A dLEII Z]. %dl‘]

= zl:dibpu{i} Z]. %dl‘]
Y
= £ 0ruqm ot (i0) AT UG,

woraus die Behauptung folgt. O

Wir stellen zunéchst einige Folgerungen zusammen, die sich direkt aus der Préisen-
tation ergeben.

Korollar 3.8. a) Qlé/k#Of?jrizl,...,n—i—l.
b) (Q’é{/k)QU-I-H-i =0 fU’f‘ 1= 2, o, n A+ 1.

c) HFQ}W(t) = s firt > 20+ 3.

d) Fir j < o(I) =1 gilt HFg, (=) = (") ("T").

/k J ?

e) Sei AI C P das von % (fel,i=0,...,n) erzeugte Ideal in P. Dann gilt

il & P/AI(~n —1).

BEWEIS.

a) Da X nicht ausgeartet ist, sind die partiellen Ableitungen von Elementen
aus I Formen vom Grad > 1. Der im Satz angegebene Untermodul N, ist
also ein echter Untermodul.

b) Nach (1.2) gibt es Formen g¢;; € I vom Grad 20 + 3 mit

dgir, = 25 fidxy, + hipdzg € @ Rdx;,

1=0

wobei f; ein zu P; gehorender Separator vom Grad o+1 ist, d die kanonische
Abbildung
P = Qp — Qppe/ I = P R

1=0
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bezeichnet und h;, € Ra,o ist. Daraus folgt, daf§ fiir m > 2 in Ny(m) alle
Elemente der Form zJ " fidx;(|I| = k) liegen, denn es ist

dl‘o N dgzk = SEg—l—lfl‘deg N dlEk S N2(2)

und damit folgt dann auch fdz; A dz; € No(2) fiir alle f € Ryy19 und fiir
alle 0 < 4,5 < n.

Da (2§ f;) eine k—Basis fiir Ry, bildet, folgt die Behauptung.
¢) Da der deRham-Komplex exakt ist, folgt dies sofort aus Teil b).

d) Fiir die in der Présentation von Q’é/k angegebenen P—Moduln N (i), N (i)
gilt tautologisch

Ry = (N1(0) /TN (i) /No (3)).
Dabei gilt (N1(i)/IN1(i)) = D, .. ;. Bdxj A--- Adzj,, also

n+1 ,
HF n, 6y i3 () = < . ) HFx (t — 7).

Da N,(i) keine Elemente vom Grad < a(I) — 1+ i enthélt, folgt die Be-
hauptung aus der Tatsache HFx(t) = (") fiir t < a(I).

e) Dies folgt sofort aus der Tatsache, daf Q%’kl =P -droNdxy A--- ANdz, mit
degdro ANdxy N --- Ndx, =n+ 1. O

Die Existenz hoherer Differentialformen kann intuitiv wie folgt erkldrt werden:
QOF ist ein Funktor auf der Kategorie der Ringe, unterscheidet also nicht zwi-
schen dem Koordinatenring von X und dem des affinen Kegels Y C A"*!. Der
Ursprung ist eine Singularitit von Y; fiir £ = R ist keine Umgebung von 0 in
Y eine Untermannigfaltigkeit. Da X nicht ausgeartet ist, spannen die ,, Tangen-
tialrichtungen in 0“ den A"™*! auf, was die Existenz hoherer Formen plausibel
erscheinen 148t. Weiterhin ist anschaulich klar, daf§ diese Formen Tréger in 0 ha-
ben, da ja an anderen Punkten Y und die Normalisierung $ lokal isomorph sind.
Aus Nakayamas Lemma folgte dann die Endlichdimensionalitidt von Q%X/k, was
wir hier direkt gezeigt haben.

Bemerkung 3.9. Aufgrund der Exaktheit des deRham-Komplexes entsprechen
geschlossene 2-Formen in eindeutiger Weise Elementen des Torsionsuntermoduls
T von Qpgyp. In [22] wird gezeigt, dal TQ2 von den Elementen der Form

SEidej - SEjdl‘z‘
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fiir 0 < 4,7 < n erzeugt wird. Diese entsprechen genau den exakten 2-Formen
le“l N dxj. O

Beispiel 3.10. Betrachte 12 generische Punkte im P3. Dann gilt fiir die Hilbert-

funktionen
n 01 2 3 4 5 6 7
HF(R) 1 4 10 12 12 12 12
HEF(Q) 4 16 32 25 12 12
HEF(Q?) 6 24 28 0 O
HF(Q?) 4 16 4 0
HE(Q) 1 4 0

Die Aussage, daf die alternierende Spaltensumme stets 0 ergibt, ist gerade die
Exaktheit des deRham-Komplexes. Die Tatsache, dafl

4 4
HFq: (i) = () und HFoi(i +1) = (n + 1)<,>
i i
folgt daraus, daB fiir den Initialgrad gilt o(I) = 2. O

In ([22] 4.3) wird fiir einen vollsténdigen Durchschnitt X C P" vom Typ (dy, ..., d,)
gezeigt, daf} gilt

HFoy (f) = (n+ 1) HFx(t — 1) - g: HFx (¢ — dy).

Vollstédndige Durchschnitte gleichen Typs weisen also die gleiche Hilbertfunktion
und die gleiche freie Auflosung (vgl. die Bemerkung vor 1.14) sowie die glei-
che Hilbertfunktion fiir Q! auf. Jedoch kann schon Q? zwischen verschiedenen
vollstdndigen Durschnitten gleichen Typs unterscheiden, wie folgendes Beispiel
zeigt.

Beispiel 3.11. Sei X; C P? die Pseudo-Linearkonfiguration vom Typ (4,4). Sei
4

Xy gegeben durch Ix, = ([ (22 — tzo), T2 — 7%). Sowohl X, als auch X, sind
i=1

vollstdndige Durchschnitte vom Typ (2,4). Eine Berechnung zeigt, daf}

und damit auch HF gz # HFg2 ist:
1 2

n 012 3 4 5 6 7 8 9
HF(R) 1 3 5 7 8 8 8 8 8
HF(Q') 38 12 15 14 11 9 8
HF (02) 3 6 8 7 3 1 0
HF (Q%) 1 1 1 0

33



Hohere Differentialformen

bzw. fiir X,
n 012 3 4 5 6 7 8 9
HF(R) 1 3 5 7 8 8 8 8 8
HF(Q) 3 8 12 15 14 11 9 8
HF(Q?) 3 6 7 6 3 10
HEF(Q?) 1 0

Die Kenntnis von drei der vier Hilbertfunktionen HFq; (: =0,...,3) fir X C P2
legt die vierte fest. Das vorangehende Beispiel zeigte, dafl HFx und HFq: noch
nicht die verbleibenden beiden festlegen. Aber auch HFx und HFq: legen die
ibrigen noch nicht fest.

Beispiel 3.12. Bezeichnet X; die Linearkonfiguration vom Typ (1,2,3,4) und
X, die C-Konfiguration C'5, so haben X; und X, generische Hilbertfunktion und
es gilt HRgy = HFgs :0001360---. Da

HFq: :0039181530---#HFq: :0039181650---,
1 1
ist auch HF g1 #* HFq . O

Bemerkung 3.13. Geht X, durch linearen Koordinatenwechsel aus X; hervor,
stimmen natiirlich die Hilbertfunktionen der zu X; und X, assoziierten Diffe-
rentialmoduln iiberein. Die Umkehrung stimmt nicht, wie man schon im Fall
X C P! feststellen kann: Die PGLy operiert scharf 3-transitiv auf P!, d.h. drei
beliebige Punkte konnen stets auf {0,1, 00} abgebildet werden, vier allgemeine
Punkte jedoch nicht auf vier vorgegebene Punkte. Da endliche Punktmengen im
P! vollstindige Durchschnitte sind, stimmen fiir zwei Punktmengen gleicher Kar-
dinalitit die Hilbertfunktionen der Koordinatenringe und von Q! iiberein. Da ?
verschwindet, stimmen auch die Hilbertfunktionen von Q? iiberein.

Beispiel 3.14. Eine Hilbertfunktion heifit unimodular, wenn sie bis zu einem
Maximum monton wéchst und dann monoton fillt. Die Pseudo-Linearkonfiguration
X vom Typ (2,5,1,19,8) zeigt, daBB weder HF g1 noch HFg: notwendig unimo-
dalur sind. In der Tat gilt
HF%X : 03918304247504947464545464748495052535251504948
4746454443424140393837363535 - - -

und

HFg: ~: 003918303634282220171616161616161718171615141312
X
111098765432100---.
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Die hoheren Differentialformen liefern also eine Fiille von Hilbertfunktionen, von
denen neben der von Q' die von Q"*! am leichtesten kontrollierbar scheint, wie
(3.8 e) nahelegt.

Nach Macaulays Basissatz gilt fiir ein homogenes Ideal I und fiir eine Term-
ordnung o die Beziehung HFp,;; = HFp,11,(1); die Untersuchung von solchen
Hilbertfunktionen kann also auf ein im Allgemeinen einfacher zu 16sendes kom-
binatorisches Problem reduziert werden. Fiir die Berechnung der Hilbertfunktion
von Q"1 stellt sich damit die Frage, ob fiir eine Grébnerbasis g¢i, ..., g, von Ix
auch schon (a%jgi 01 <i<t0<j <n)eine Grobnerbasis fiir AT ist — nach
Euler ist dies ja zumindest ein Erzeugendensystem von AI. Dies wére z.B. rich-
tig, wenn Derivationen mit der Bildung von Leittermen kommutierten. Dies ist
aber im Allgemeinen falsch. Wir geben daneben einige weitere Beispiele, die die
Schwierigkeiten bei diesem Zugang verdeutlichen.

Beispiel 3.15.

a) Sei P = k[zg,...,x,] und o eine Termordnung auf P mit z;, >, ;Vj # io.
Fiir f; =", xt(l > 1) gilt dann fiir i # i
0 0
— LT, fi=0#LT,(=—f) =1zl
o, fi # (8a:i fz) z;

b) Sei X C P! endlich, |X| > 2 und f ein Erzeuger von Ix, ohne Ein-
schrinkung also f = [[;_, (z1 — a;xo). Fiir eine Termordnung o auf k[zg, 2]
mit x; > xg ist f tautologisch Grébnerbasis von . Es gilt

0 f:x{‘lzLT(,if.

LT, —
83:0 83?1

Also bilden diese Formen keine Grobnerbasis fiir Al, da Q?%X/k endlichdi-

mensional ist, aber keine Potenz von zq in (LT, %f, LT, %lﬁ liegt.

¢) Ist X C P! dreipunktig und o=DegRevLex eine Termordnung fiir
P = k[xzg, x1, 23], so berechnet man

HF Q%P/LTG(IX))/k(i) =4 7é HF Q%P/IX)/k(i) =3

fiir 2 > 4. OJ

Selbst in der simpelsten Klasse von vollstdndigen Durchschnitten, den vollstandi-
gen Gittern gleichen Typs, unterscheiden sich die Hilbertfunktionen von Q"*!: es
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treten arithmetische Gesichtspunkte auf.

Beispiel 3.16. Sei X C P gegeben durch I = (¢ — 28", ... zd — 20", X ist
also vollstindiges Gitter, die Koordinaten der Punkte sind Einheitswurzeln. Ist
ohne Einschrinkung d; = min{d;}, so gilt

AT = (g2~ Bt o .

1n

Damit lassen sich leicht die verschiedenen Hilbertfunktionen ausrechnen.
Ist nun z.B. X C P? konkret gegeben durch Ix = (z3 — 23,23 — 23, 23 — 23)
und Y C P? gegeben durch ([]2_, (z; — i:cg) [T, (g — izo), [Ty (25 — z:cg)> SO
berechnet man HFQ4 » :0000146410...und HFQ4 » :000014410.
Beachte jedoch, daﬁ X und Y auch unter geometrlschen Aspekten verschieden

sind, so gilt | Aut(X)| > | Aut(Y)]. O

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem theoretischen Resultat. Nach (3.5) gibt
es fiir 2 > 2 eine Zerlegung graduierter k—Vektorrdume

=BP 7

mit B; := d2! und einem komplementiiren Vektorraum Z;, sodaB die Ein-
schrinkung d|z, : Z; — dZ; ein Isomorphismus ist. , B¢ steht also fiir die Rénder,
, 2 fiir die Zykel. Wir wollen im Folgenden die zugehorigen Projektionen explizit
angeben.

Fiir eine glatte reelle Mannigfaltigkeit M induziert ja ein Vektorfeld X durch
Verschréinkung eine Abbildung ix : AY(T*M) — A" 1(T*M),

(ix(w))a(vy, ... viq) = w(Xx,pl,...,vi,l)—w(vl,XI,...,vi,l)—i——...
+(_1)2_2(,U(U1, e Uity Xz)

fir x € M und vy,...,v;_1 € T, M. Da die Euler-Derivation (fiir ¥ = R) auch

als ein Vektorfeld interpretiert werden kann, e = S_7_ 2,2, erhalten wir eine
k=0 "k oz},

“innere Multiplikation” auf der universellen Differentialalgebra.

Definition 3.17.  a) Sei p(e) : Qpj, — Qpyy, die P—lineare Abbildung gegeben
durch
ple)(dzj, A ... ANdxy,) = Z(—l)t“xﬁd.frﬁ A Ndz, A A dag,.

t=1

Die induzierte Rx-lineare Abbildung i(e) : ﬁgx/k — QRX/k heift die durch
e induzierte innere Multiplikation auf ﬁRX/k.

b) Die k—lineare Abbildung L :=i(e) od — doi(e) heifit Lie-Ableitung.
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Hohere Differentialformen

Bemerkung 3.18. Da Q) fiir i > 0 ein freier P—Modul ist, ist u(e) wohldefi-
niert. Fiir die Wohldefiniertheit von i(e) bleibt zu zeigen, daf p(e)(dl), C (dI)g_1.
Dies folgt aber induktiv aus der Tatsache, da§ (dI)x = ((dI)g_1Adz; : 0 < i < n).
Hiermit erkldrt sich auch die Vorzeichenwahl von pu(e).

Fiir ﬁp/k ist der Hodge-Stern definiert durch
w(dwg, A .. Ndwy,) = odxy, Ao Ndxg,,

fiir iy < ... <k, J1 < ... < Jny1—k, sodaB (i, ..., 0k, J1,- -, Jni1—k) eine Permu-
tation von {0, ..., n} mit Signum o ist. Diese Operation hingegen induziert keine
wohldefinierte Abbildung auf dem Quotienten ﬁRX/k, denn da I # I gibt es ein
fe€Tund0 < i< nmit (%if ¢ I, und damit gilt w := %don. Ndxy, € (dI)pyq,
aber xw = 5L ¢ I = (dI),. O

Proposition 3.19. a) Fiir w € Q! gilt Lw = tw.

b) Fiirt > 1 sind die kanonischen Projektionen m, : Q' — Z, und m : Q' — By
gegeben durch

1 1
T = ;i(e) od undmy= —gdo i(e).

BEWEIS.
a) Fir w= fdx;, A...Adx;, gilt

doi(e)(w) = d(X\, f-(=1)aydey, AL Adai, AL A day,)
= Yo fdz, A...Ad:cij Ao Ny,
3 (1) ey df Ady, AL Adag AL A da,
= tw+i(e)odw),

woraus aufgrund der Linearitdt die Behauptung folgt.

b) Nach Teil a) gilt m; + w9 = id. Es ist klar, dafl im 7y C B, und B; C ker .
Ist andererseits w € ker mq, so gilt w = mw € B,;. Somit gilt ker 7y = B; =
im my, was zu zeigen war.

O

Damit schliellich erhalten wir eine weitere exakte Sequenz von graduierten Rx-
Moduln.
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Hohere Differentialformen

Proposition 3.20. Die durch i(e) induzierte Sequenz graduierter Rx-Moduln
0= 5 . 5 Q' 5 Rx - Rx/m=2k —0

18t exakt.

BEWEIS. Eine Standardrechnung zeigt, da8 i(e) o i(e) = 0. Zu zeigen bleibt, daf}
fir w; € Q7 mit i(e)(w) = 0 ein wy € YT existiert mit w; = i(e)wy. Wiihle
Wy = % -i(e)wy, dann gilt

wy = (m + mo)wy = dws.

Da im(Q' — Rx) = m, folgt auch die Exaktheit bei Rx. O
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Kapitel 4

Reguliare Differentialformen

Neben holomorphen, ganzen und meromorphen sind die reguldren Differentialfor-
men von grundlegender Bedeutung, fiir die wir in diesem Kapitel zwei dquivalente
Zugénge beschreiben.

Geometrisch motiviert ist die Konstruktion des Moduls der Obstruktionen, den
wir als isomorph zu ersten lokalen Kohomologiegruppe des Koordinatenrings R
nachweisen. Der dazu duale Modul, der sogenannte kanonische Modul w von R,
spielt in der Dualitétstheorie eine wichtige Rolle und beinhaltet zudem weitere
geometrische Informationen iiber X. Neben der hdufig gebrauchten Beschreibung

von w als
w = Homy, (R, k[zo])(—1)

beschreiben wir hier w mittels der kanonischen Residuenabbildung als Untermo-
dul von €, und bezeichnen w als Modul der reguldren Differentialformen (im
Sinne von Grothendieck).

In einem weiteren Abschnitt zeigen wir, dafl dieser Begriff mit dem der reguldren
Differentialformen im Sinne von Rosenlicht iibereinstimmt. Ist die zweite Kon-
struktion anschaulicher und einfacher fiir konkrete Berechnungen, so hat die erste
doch den Vorteil, in natiirlicher Weise funktoriell zu sein und auch leicht auf héhe-
re Dimensionen verallgemeinerbar zu sein.

4.1 Lokale Kohomologie

Sei wie in den vorangegangenen Kapiteln X ein 0-dimensionales reduziertes Sche-
ma, das im P” eingebettet und nichtausgeartet ist. Mit Y wird der zugehérige
affine Kegel im A"*! bezeichnet. Offenbar ist 0 der einzige singuliire Punkt von
Y, also stimmt der reguldre Ort Y, mit dem punktierten Kegel Y := Y\{0}
iiberein. Wir betrachten L = Q"(R) als reguliire Funktionen auf Y.
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Regulére Differentialformen

Definition 4.1. Als Modul der Obstruktionen bezeichnen wir den graduier-
ten R—Modul
Obs(X) := L/R.

Ein Element m € Obs(X)\{0} représentiert also eine regulire Funktion auf Y,
die nicht Einschréankung einer reguldren Funktion auf Y ist.

Beachte, dafl Obs(X) kein endlich erzeugter R—Modul ist. Eine kurze Rechnung
zeigt jedoch, dafl Obs(X) ein graduierter Artinscher R—Modul ist: Jede abstei-
gende Kette graduierter R—Untermoduln wird stationér. Diese Tatsache folgt
allgemeiner aus der Tatsache, dafl Obs(X) mit der ,ersten lokalen Kohomologie-
gruppe H}(R)“ iibereinstimmt. Dieses wollen wir im folgenden zeigen.

Fiir einen graduierten Ring R sei C(R) die Kategorie der Z-graduierten R—Moduln.
Als Morphismus graduierter R—Moduln f : M — N verstehen wir dabei ein Ele-
ment

f € Homp (M, N) = @) Hom(M, N(n)),

nez

wobei N(n) den um n gradverschobenen Modul, also N(n), := Ngi,, und
Hom(M, N(n)) die homogenen R—linearen Abbildungen M — N(n) bezeichnet.
Der Funktor Hompg(—, N) (bzw. Homy(M, —)) hat abgeleitete Funktoren H'
(bzw. H;), und es gilt

Ext'(M, N) == H'(M) = H;(N).
Definition 4.2. Fiir ein homogenes Ideal a C R und M € C(R) sei
Fo(M): =0 a)*:={meM:3IneN:a"-m=0}
Da ['y(M) ein graduierter Untermodul von M ist und fiir einen Homomorphis-

mus graduierter R—Moduln f : M — N gilt f(T'g(M)) C T(N), ist Ty(—) ein
Funktor, der sogenannte a — Torsionsfunktor.

Beispiel 4.3. Fiir R = Rx gilt nach (2.9) ['wQpg/, = T9. O
Bemerkung 4.4. Aufgrund der Beziehung Hompg(R/a™, M) 22 (0 :p a”) zeigt
man, daf I'y natiirlich &quivalent ist zu dem Funktor lim _ Homg(R/a", —), vgl.

[4],1.2.11 (iii). Daraus folgt sofort, daf T’y linksexakt ist.

Da C(R) geniigend injektive Objekte besitzt ([3] 3.6.2), gibt es eine injektive
Auflésung von M der Form

0= M—=E°SFE' — .. ..
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Regulére Differentialformen

Definition 4.5. Die Kohomologie des Komplezes
0TE">T,E'— ...

heift lokale Kohomologie. Der i. Kohomologie-Modul wird dabei mit H.(M)
bezeichnet.

Bemerkung 4.6. Die abstrakt existierenden rechtsabgeleiteten Funktoren von
[, sind konkret durch die H: gegeben. In Verallgemeinerung von (3.3) zeigt man
die natiirliche Aquivalenz von H: und lim Ext%(R/a", —), vgl. [4] ch. 12.
Ein Satz von Grothendieck zeigt, dafl im vorliegenden Fall R = Rx die héheren
Kohomologiefunktoren trivial sind:

Proposition 4.7. Sei R = Rx, m das maximale homogene Ideal von R und M
ein endlich erzeugter graduierter R—Modul. Dann gilt H. (M) =0 firi > 1.

Bewers. Da dim M :=dim R/(0 :p M) < dim R = 1, folgt die Behauptung aus
4], 6.1.2. O

In Analogie zu [4] 2.2.4 und 2.2.7 schlieflen wir
Satz 4.8. FEs gibt einen Isomorphismus graduierter R— Moduln
H.(R) = Obs(X).

BEWEIS. Anwenden des kontravarianten Funktors Homp(—, R) auf die exakte
Sequenz
0—-m"—>R— R/m"—0

liefert eine lange exakte Sequenz

0 — Homg(R/m",R) — Homg(R,R) — Homg(m", R)
— Extp(R/m",R) — Extp(R,R) —

Es gilt Homp(R, R) = R und Ext,(R, R) = 0 da R projektiver R—Modul ist.
Zudem ist Homz(R/m", R) = (0 :g m") = 0 da Anngm” C Anngzj = 0. Die
Sequenz vereinfacht sich also zu

0 — R — Homp(m", R) — Exth(R/m" R) — 0.
Da L als Lokalisierung flach iiber R ist, folgt nach [1] 2.10
Hompg(m", R) < L®gHomy(m", R) & Hom, (L®pm”, LQrR) = Hom, (L, L) = L,
somit gilt die klassische Beschreibung als gebrochenes Ideal

Homg(m", R) = (m")™':={re L:r-m" C R}.
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Regulére Differentialformen

Desweiteren ist (m™)~! C (m*)~! fiir n < k, und fiir f € L; gilt f-m° "1 C R,
also erhalten wir insgesamt

lim Homp(m", R) = | J (m")™" = L.

neN neN

Da der Funktor hﬂnelN kurze exakte Sequenzen respektiert, gibt es eine Sequenz

0 — lim R — lig Homp(m", R) — lim Extp(R/m", R) — 0,

neN neN neN

mit obiger Rechnung und (4.4) folglich
0—R—L— H:(R)—0,

was zu zeigen war. 0]

Im allgemeinen einfacher zu handhaben als die lokalen Kohomologiemoduln sind
ihre Dualmoduln:

Definition 4.9. Sei k ein Kérper, R ein Z-graduierter Ring mit Ry = k und M
ein graduierter R—Modul. Als Dual von M wird der graduierte R—Modul

M* := Hom, (M, k)
bezeichnet. Dabei ist die R—Modulstruktur gegeben durch (r - ¢)(m) := ¢(r - m).

Der kontravariante Funktor D : M +— M?* ist ein sogenannter dualisierender
Funktor, d.h. er ist R—linear und es gilt D* = 1, vgl. [1] S.525. Ist M artinscher
R—Modul, so ist M* noethersch und umgekehrt.

Definition 4.10. Der graduierte Rx-Modul
w = wx = H} (Rx)*
heifit kanonischer Modul von Rx.

Bemerkung 4.11.

a) Aus der konkreten Beschreibung von H. (R) folgt
w = Hom,(L/R, k) = {¢ € Hom, (L, k) : ¢(R) = 0}.
Insbesondere gilt fiir die Hilbertfunktion

HE,(t) = s — HF p(—1).
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Regulére Differentialformen

b)

Da R ein freier k[zg]—Modul vom Rang |X] ist, erhilt man mit [27] 2.2.8
und 2.2.9 die iibliche Beschreibung als

w & Hom, (R, Klz])(—1).

Man zeigt, dafl R genau dann Gorenstein ist, wenn es eine Zahl a gibt mit
R = w(a), vgl. [27] (2.1.3). Im vorliegenden Fall folgt durch Betrachten der
Hilbertfunktion, daf} gilt a = o.

Fiir eine weitere Beschreibung von w wird in [30] wie folgt verfahren. Es gibt
L, k[zo, z5"]).
Da L ein freier k[zg, z;']-Modul ist, gibt es eine kanonische Spurabbildung
tr: L — k[zg, 5], die fiir f = (a,T},...,a,T}) € L; gegeben ist als

S
tr f = E a;xo’.
Jj=1

Mit Hilfe der Spurabbildung tr hat man (nach der Wahl von z;) einen ka-
nonischen Isomorphismus Homk[xo’mal}([,, klxg,2,']) & L-tr, es gibt folglich
also einen R—Untermodul ¢ C L mit

eine kanonische Einbettung Homy, . (R, k[zo]) < Homy, 1) (

Der Modul € C L wird Dedekindscher Komplementérmodul genannt, und
man zeigt ([30]), daB €,, := z77"*€ ein Ideal von R ist, das sogenannte
.kanonische Ideal®.

OJ

Ist Y C X ein Unterschema, bettet der kanonische Modul von Ry in den von Rx

eln.

Proposition 4.12. Bezeichnet Iy x das Bild von Iy in Rx, so gilt

WY§{¢€Wxijy/X'¢:0}.

BEWEIS. Dies folgt nach [27] (2.2.9). O

Fiir das weitere Vorgehen ist es wichtig, dafl man w auch als Untermodul von

Qi realisieren kann. Die wesentliche Beobachtung dabei ist, dafl die Residu-

enabbildung fiir Differentialformen als eine Spezialisierung der gerade definierten
Spurabbildung aufgefafit werden kann.
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Regulére Differentialformen

Definition 4.13. Sei 7 = ) fidzo € Q) eine meromorphe Differentialform

auf X, wobei fi = (a1,;T},...,as;T!) homogen vom Grad i ist. Dann ist das
Residuum von 7 (bei 0) definiert als

S
Rest := E aj 1.
J=1

Proposition 4.14.  a) Es gibt einen Isomorphismus graduierter R— Moduln
QL/k = Homk(L, k),
der explizit gegeben ist durch

U : fdxg — (g — Res(gfdxy).

b) Fir den oben definierten Dedekindschen Komplementdirmodul € gilt damit
w = Cdxy.
BEWEIS.
a) Dies ist klar, da ker ¥ = 0 und dimy, L;dzq = s = dimy Homy(L_;_1, k).
b) Da Qx = Ldxy = L(—1), ist auch das klar.
O

Bemerkung 4.15. Bezeichnet ¢ : k[zg, z,'] — k,z¢ + 0 den Einsetzungsho-
momorphismus, so gilt (eotr)(f) = Res(f%o). Spurabbildungen verallgemeinern
also in diesem Sinne die Residuenabbildung.

4.2 Regulire Differentialformen nach Rosenlicht

In diesem Abschnitt zeigen wir, daf} die soeben definierten reguléren Differential-
formen mit denen im Sinne von Rosenlicht {ibereinstimmen. Dazu skizzieren wir
zunichst die allgemeine Begriffsbildung fiir reguldre und singuldre Kurven nach
[15] und [16].

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper beliebiger Charakteristik und C' eine
irreduzible nichtsingulire algebraische Kurve, also eine eindimensionale projek-
tive Varietdt. Fiir einen Punkt P € C ist der lokale Ring O¢ p ein diskreter
Bewertungsring mit zugehoriger Bewertung vp. Sei t = tp € k(C) mit vp(t) =1
ein lokaler Parameter bei P. Die Komplettierung beziiglich dieser Bewertung
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Regulére Differentialformen

——

k(C) ist isomorph zum Kérper £((7T")) der formalen Potenzreihen in einer Varia-

——

blen, die Einbettung ¢ : k(C) < k(C) ist explizit gegeben durch ¢(tp) = T. Der
Modul der Differentialformen Q = Q(cy/x ist ein freier £(C)-Modul vom Rang
eins, als Basis von 2 kann man dtp wihlen. Dies ermdglicht es, das Residuum
einer Differentialform an einem Punkt zu definieren: Ist w € Q,w = fpdtp und

o(fp) = anno a,T", so sei
Resp(w) :=a_;.

Man zeigt, dafl diese Definition nicht von der Wahl des lokalen Parameters abhéngt.
Daneben ist Resp w # 0 nur fiir endlich viele P, und es gilt der Residuensatz

Z Respw = 0.

PeC

Diese Resultate sind also Verallgemeinerungen klassischer Resultate der Funk-
tionentheorie. Der Kalkiil 148t sich auf hoherdimensionale nichtsingulire Va-
rietéiten ausdehnen, vgl. etwa [10].

Wichtig fiir uns ist der eindimensionale singulére Fall. Da der lokale Ring in einer
Singularitit kein diskreter Bewertungsring ist, 143t sich nicht ohne weiteres von
einem Residuum in einem Punkt sprechen. Deshalb betrachtet man eine zugehori-
ge desingularisierte Kurve X' (vgl. [16]). Bezeichnet S den ganzen Abschluf} von
Rc in k(C'), so ist S gerade der Koordinatenring von X'. Beachte, daf der durch
die Inklusion R < S induzierte Morphismus ¢ : C' — C endlich ist.

Die Untergarbe der ,reguldren Differentialformen wx“ der von € induzierten
Garbe Q ist nun gegeben durch die Halme

Wxe dw:& Ve Ox,y: Z Res, fw = 0.
a' e~ (z)

Dabei wird fw in der natiirlichen Weise als Differentialform auf X' angesehen.
In analoger Weise definieren wir fiir Punktmengen den Begriff der reguliren Dif-
ferentialform.

Definition 4.16. Eine meromorphe Differentialform 7 € Qp ), heifit regulér,
wenn gilt
Res fr=0 Vf € R.

Als regulédre Differentialformen auf X bezeichnen wir den R—Modul
RD(X) := {w € Q) : w ist reguldr}.

Wie angekiindigt entsprechen die regulidren Differentialformen dem kanonischen
Modul, interpretetiert als Untermodul von €2y, /.
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Satz 4.17. Es gibt Isomorphismen graduierter R— Moduln
RD(X) = w = €dxy.

BeEWwEIS. Ist 7 € RD(X), so ist ¢, : ¢ — Res(¢g7) € Hom, (L, k) mit ¢,(R) = 0,
d.h. ¢, € w nach (4.11 a). Andererseits definiert ein ¢ € Hom, (L, k) eine Diffe-
rentialform 7, nach (4.14), die regulér ist, wenn gilt ¢(R) = 0. O

Bemerkung 4.18. Auch in der vorliegenden Situation stimmen also die re-
guldren Differentialformen im Sinne von Grothendieck, definiert als Dual der
hichsten nicht verschwindenden Kohomologie H! (R), mit denen im Sinne von
Rosenlicht iiber das Residuum definierten reguléren Differentialformen iiberein.
Daneben gibt es verschiedene Ansétze, diesen Begriff allein ringtheoretisch zu
definieren, vgl. etwa die monumentale Konstruktion in [9]. Die dort gewonne-
ne Allgemeinheit 148t sich jedoch nur beschwerlich in einer konkreten Situation
anwenden, so dafl wir im folgenden stets regulire Differentialformen als

w = Cdxg

auffassen werden.
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Kapitel 5

Die
Fundamentalklassen- Abbildung

Sei M eine orientierbare glatte relle Mannigfaltigkeit der Dimension n. Dann sind
die singuldren Homologiegruppen (bzw. Kohomologiegruppen) mit Koeffizienten
in einem Ring R, bezeichnet mit H;(M, R) bzw. H'(M,R), und die deRham-
Kohomologiegruppen H% (M) erklért.

Nach dem Satz von de Rham ([5] S.44) sind die deRham-Kohomologiegruppen
isomorph zu den singuldren Kohomologiegruppen mit Koeffizienten aus R:

Hjyp(M) = H'(M.R).
Aus der schwachen Form der Poincaré-Dualitét ([5] S.56) folgt der Isomorphismus
Hy(M,R)* = H" *(M,R).

Fiir eine relle Untermannigfaltigkeit V' der Dimension k£ mit der induzierten Ori-
entierung und eine k — 1—Form 7 gilt nach dem Satz von Stokes ([5] S.60)

/deO,
%

damit induziert V ein Funktional iy € (H%,)*. Das dadurch nach Poincaré und
deRham eindeutig bestimmte Element ¢y € Hpy2" (M) heit Fundamentalklas-
se von V.

Es ist nicht ohne weiteres klar, wie man dieses Konzept in einen algebraischen
Kontext iibertrégt, ist ja im vorliegenden Fall die deRham-Kohomologie trivial.
Da die lokale Kohomologie nicht verschwindet, ist es motiviert, auch ein Element
c(Y) € wx fir Y C X als Fundamentalklasse von Y zu bezeichnen. Fiir die
Konstruktion einer solchen Abbildung verfihrt man in zwei Schritten:

1. Da wy C wx, reicht es, ein kanonisches Element ¢(Y) € wy zu konstruieren.
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2. ,Identifiziere“ Y mit dem Koordinatenring Ry und betrachte wy als Unter-
modul von Q. fiir Ly := Q"(Ry). Zeige, daB das Bild der Einschriinkung der
universellen Derivation d : Ly — Q. auf Ry ein Untermodul von wy ist.
Dabei ist zu beachten, daf die konstruierte Abbildung Rx — wx durch Qg
faktorisiert, es reicht also die Konstruktion von c: Qg — w. Dies wollen wir
im folgenden ausfiihren.

Sei also w = €dxg der kanonische Modul von R = Ry, interpretiert als Untermo-
dul von Qy /. In Qp . gilt dz; = Z—éda:o. Bezeichnet ¢ : Qr/p — L ® Qg = Q1
die kanonische Abbildung, so gilt also ¢(3 fidz;) = (3 fiZ*)dx,. Fiir das Bild
von ¢ gilt damit imp = m - x—lod:ro C w, denn ganze Differentialformen sind tri-
vialerweise regulir, und es gilt % csce

Die induzierte Abbildung bezeichnen wir mit cx.

Definition 5.1. Der homogene R—Homomorphismus

heifit Fundamentalklassen- Abbildung von X. ¢(dzq) heifit die Fundamen-
talklasse von X.

Die Fundamentalklassen-Abbildung induziert nach der universellen Eigenschaft
von {2 eine R—Derivation § : R — w. Eine explizite Angabe von 4 gibt also einen
anderen Zugang zu Fundamentalklassen.

Unter der Spurabbildung tr verstehen wir im folgenden die Abbildung

(ay,...,a5) — Zai € Hom, (L, k)q = wp.
i=1

Proposition 5.2. Die Derivation § : R — w ist gegeben durch 6(r) = e(r) - tr
fiir die Fulerderivation e von R.

BEWEIS. Die Spur entspricht dem Element xiod:ro € Q. Fiir r € Ry, gilt

~ Or ~ Or 1 1
p(dr) = 90(2:0 del) = (; 3:Eixi) : x—odxo =mr- $—0de = e(r) - tr,

woraus die Behauptung folgt. O

Die erste sich stellende Frage ist die nach Kern und Bild der Fundamentalklasse.
Definition 5.3. Der Cokern Jx von cx heifit der Jacobi-Modul von X.

Damit erhalten wir eine fundamentale exakte Sequenz.
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Proposition 5.4. Die Sequenz graduierter R— Moduln
0 —TQ — Qpjp — wx — Jx — 0
18t exakt.

BEWEIS. Zu zeigen ist nur ker cx = T€). Dies ist aber klar nach der Definition
des Torsionsuntermoduls (2.9). O

Daneben stellt sich die Frage nach der Surjektivitdt von cx, d.h. wann Jx = 0.
Wir berechnen dazu die Hilbertfunktion von Jx.

Proposition 5.5. Fiir die Hilbertfunktion von J = Jx gilt
HF;(t) = s — HFx(|t]).
Insbesondere ist Jx = 0 genau dann, wenn X aus nur einem Punkt besteht.

BEWEIS. Es gilt imcx = %da:o, d.h.

0 t<0
HFimcx (t) - { HFX(t) t>0

Damit ist fiir t # 0
HF](t) = HFw(t) — HFich(t) =S5 — HFx(—t) — HFx(t) = S — HFx(‘tD,

und dies gilt auch fiir ¢t = 0. U

Beispiel 5.6. In [20] wird gezeigt, daB es fiir gegebene r,¢ > 1 Level-Schemata
Xy gibt mit ox +1 = 7 und CM(Rx) = t. Die Idee besteht darin, ein nulldi-
mensionales Lex-Segment-Ideal zu konstruieren, dessen Hilbertfunktion in einem
gewissen Sinn maximal ist, und dieses dann zu liften. Fiir X = X9 4) ist nach
[20] 3.4 und 3.7 die Castelnuovo-Funktion gegeben durch AHFx : 1368100.. .,
also HFx : 14101828 28.. ..

Damit gilt fiir die Hilbertfunktion von Jx

n e =4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
HF(Jx) --- 0 10 18 24 27 24 18 10 0

O
Die Fundamentalklassen-Abbildung ist ein ausgezeichnetes Element in
Hom(Qpy /i, wx). Wenn R = Rx Gorenstein ist, so hat dieser R—Modul eine
einfache Beschreibung:

Hom, (Qp/k, wx) = Homg(Qg/k, R)(0) = Derg(R, R)(0).
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Nach dem graduierten Dualitétssatz ([27] 2.6.1) gilt daneben
Homp (Qp/k, w) = Ho(Qryi)”.

Im allgemeinen Fall erhalten wir eine weitere Beschreibung (vgl. auch [32] §3).
Proposition 5.7. Es gibt eine exakte Sequenz graduierter R—Moduln

0 — R — Homp(Q,w) — Exth(J,w) — 0.
BEWEIS. Es gilt fiir Q = Qg

Homp(Q2/T$, w) = {¢ € Homp(2, w) : $(T2) = 0} = Homp (2, w)
da w torsionsfrei ist. Anwenden des Funktors Hom(—,w) auf die Sequenz
0->Q/TQ—>w—J—=0

liefert also

0 — Homg(J,w) — Homp(w,w) = Homz(Q,w)
—  Extp(J,w) — Extp(w,w).

Da J Torsionsmodul ist, ist auch Homg(.J;w) = 0. Durch Lokalisierung erhélt
man nach dem Lokal-Global-Prinzip Extp(w,w) = 0 nach ([6] 6.1) und
Homp(w,w) 2 R - id nach ([6] 6.1 d). O

Ist Y ein Unterschema von X, so hat man eine Surjektion 7 : Qx — Qy und
eine Inklusion ¢ : wy < wx. Kombiniert man (5.4) fiir X und Y, erhilt man ein
(nicht kommutierendes) Diagramm der Form

0 TQX QX X Wwx JX 0

L]

0 TQY QY Wy JY 0

Es stellt sich somit die Frage, wie sich p := ¢ o ¢y o m verhdlt. Sei also
Y ={P,...,P,} CX={P,..., P}.

n
Proposition 5.8. Sei 7 =) fidr; € Qg /x vom Grad m und sei
i=0

f= (alTlm_l, e aSTSm_l)

das Bild von "I, fiz; im ganzen Abschluf S von Rx. Identifiziert man (wx)m
kanonisch mit einem Unterraum des k*, so gilt p(7) = (ay,...,a0,...,0).
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BEWEIS. Identifiziert man (wy),, mit einem Unterraum des k', so ist die In-
klusion (wy)m — (wx)m gerade die kanonische Inklusion k' < k*. Da der gan-
ze Abschlufl von Ry in einer kanonischen Weise ein Quotient von S ist, folgt
cy om(7r) = (ay,...,a;) und damit die Behauptung. O

Das Diagramm legt auch nahe zu untersuchen, ob es einen Morphismus Jy — Jx
gibt. Mit anderen Worten: € ist ein kovarianter, w ein kontravarianter Funktor —
ist dann auch J in natiirlicher Weise ein Funktor? Auf dem Vektorraum-Niveau
bedeutet das nur einen Vergleich der Hilbertfunktionen, den wir hier fiir Y C X
durchfiihren.

Bemerkung 5.9. Fiir Y C X gilt HF;, < HF .

BEWEIS. Nach obiger Formel ist fiir |X| = s,|Y| = s — i zu zeigen, daf} gilt
HFy > HFx —i. Dies ist klar, da

HFy(d) = rk(t(P)) pev.ieTy > Tk(E(P))pex e, — ¢ = HFx(d) — 4,

denn die erste Matrix geht durch Streichen von i Zeilen aus der zweiten hervor. [

Mittels der in [25] §3 angegebenen Beschreibung von wyx 148t sich auch zeigen, dafl
Jy, aufgefaft als k[zo]—Modul, ein direkter Summand des k[xo]—Moduls Jx ist.
Da wy keine natiirliche Rx—Modulstruktur triagt, kann auch Jy nicht in kanoni-
scher Weise als Rx-Modul betrachtet werden, da ja wy und .Jy in nichtpositiven
Graden iibereinstimmen; das Bilden des Jacobi-Moduls ist also nicht funktoriell.

Beispiel 5.10. Sei X C P" ¢-uniform fiir ein ¢ € {1,...,Ax} und Y C X mit
Y| = |X| —¢. Da HFy und HFx erst fiir ¢ > 0 + 1 verschieden sind, erhélt man

HFJY (t) == I'IlaX(I‘I]i—“]X (t) - t, 0)
Ist beispielsweise X C P? ein vollstéindiger Durchschnitt vom Typ (5,5), so ist X

ein Cayley-Bacharach-Schema und fiir Y C X mit |Y| = |X]| — 1 gilt

n -8 -7 -6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 56
HF(Jx) 0 1 3 6 10 15 19 22 24 22 19 15 10 6 3
HF(Jy) 0 0 2 5 9 14 18 21 23 21 18 14 9 5 2

O =

8
0
0.

Ist hingegen X' C P" nicht 1-uniform, so gibt es ein Unterschema Y C X mit
|Y‘ = |X‘ — 1 und HFJY(Jx) = HFJX(Jx). ]
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Kapitel 6

Der Jacobi-Modul

In diesem Abschnitt untersuchen wir den Cokern der Fundamentalklassenabbil-
dung J := Jx = coker cx. Da holomorphe Differentialformen trivialerweise re-
gulér sind, représentiert also ein Element w € J\{0} gerade eine ,interessante*
reguldre Differentialform.

Genau dann ist J = 0, wenn X aus nur einem Punkt besteht. Sei also im wei-
teren stets |X| > 1 vorausgesetzt. Die Hilbertfunktion von .J bietet keine neuen
Informationen, so kann man sofort HF; fiir generische Punktmengen oder andere
Klassen von Punkten angeben. Interessant hingegen ist die Struktur von J als R-
Modul, auf die wir hier ndher eingehen. Motiviert sind diese Betrachtungen aus
der Tatsache, dafy die Struktur des kanonischen Moduls geometrische Informa-
tionen enthélt. Diese sind in den nichtpositiven Komponenten von w enthalten,
iiberleben also auch in .J. Sind die positiven Komponenten von w trivial, bein-
halten die positiven Komponenten von .J als Quotient von w jedoch noch weitere
Informationen.

Als erstes kldaren wir die Frage nach einem Erzeugendensystem von .J als R—Modul.
In [19] wird ein effizienter Algorithmus zur Angabe einer Prisentation des ka-
nonischen Moduls gegeben. Wichtig fiir unsere Zwecke ist die dort angegebene
Beschreibung eines Erzeugendensystems fiir w.

Proposition 6.1. Seien t,...,t, eine k[xq]-Basis von R, so daf$ die Bilder von
t1,...,tx eine Basis des Sockels von R/xoR bilden. Sei die zugehdrige duale Ba-
sis gegeben durch py,...,ps € Homy, (R, k[xo]), d.h. pi(t;) = d0ij. Dann bilden
die sogenannten ,Sockelprojektionen“py,...,pr ein minimales Erzeugendensys-
tem von Homy, (R, k[zo]) und damit fir w.

BEWEIS. [19] 4.4. O

52



Der Jacobi-Modul

Fafit man w auf als €dzy C Qp ), so gilt also w = (g;dxo) fiir gewisse g; € L mit
Res(tigjdxg) = 51]

Damit erhalten wir

Proposition 6.2. Die Bilder eines minimalen Erzeugendensystems von w bilden
ein minimales Erzeugendensystem von J. Insbesondere ist die Kardinalitat eines
solchen Erzeugendensystems gleich dem Cohen-Macaulay-Typ von R.

BEwWEIS. Wire 1 ein Sockelelement, so folgte x; = c;zg fiir gewisse ¢; € K
(t = 1,...,n) und damit bestiinde X aus nur einem Punkt. Also gilt fiir die
Grade der g¢; die Beziehung degg; = —degt; — 1 < —1, d.h. w wird in Graden
< 0 erzeugt. Daher bilden die Bilder der Sockelprojektionen in .J ein minimales
Erzeugendensystem, da ja J; = w; fiir + < 0. Daraus folgen die Behauptungen. [

Bemerkung 6.3. Ist R Gorenstein, so ist w zyklischer R—Modul und damit
auch J, sodaf in diesem Fall J eine R—Algebrenstruktur aufweist. Allgemeiner
definiert man die Jacobi-Algebra als

J:= R/ Anng J,
vgl. etwa [35].

Die Namensgebung erklért sich aus folgendem Spezialfall.

Proposition 6.4. Sei X C P" ein vollstindiger Durchschnitt, Ix = (f1,..., fn)
mit deg f; = d;. Bezeichne D := det(gg{?)izl n die Determinante der Jacobi-
J

.....

7j=1,...,n

Matrixz. Dann gilt
J = R/(xD,...,x,D)(> di—1).
i=1

BEWEIS. Sei go := x¢ und g; := f; fiir i = 1,...,n. Die Folge (g0, 91,---,9n) ist

damit regulér fiir TX+<xU)' nach [7] F.9 wird der Sockel von P/(I+(xq)) = R/{x)

erzeugt von det (2% )i=o0,.. n = = D. Nach dem Jacobi-Kriterium ([7] VIL.1.5) ist D
i’ j=0,

j=
Nichtnullteiler, da der afﬁne Teil von X glatt ist. Also kann man als Sockel-

prOJektlon - verwenden, d.h. w = (L]‘jd§00>. Damit gilt R = Dw und folglich

= w/dR = R/(mD)%2 (37" (d; — 1)), denn deg D = 77 (d; — 1), O

Eine explizite Beschreibung der homogenen Komponenten von J liegt ebenfalls
auf der Hand.
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Der Jacobi-Modul

Proposition 6.5. Fir ¢ € 7 fasse R; und J; als Unterrdaume des k* in der
kanonischen Weise auf. Sei (,) die nicht-ausgeartete Paarung gegeben durch

(a, b> = Z Cljbj.
7=1

Fiir ¢ <0 gilt dann
Ji=(R_)":={vek’|(v,w)=0Vw € R_;}

und fir i > 0 ist
J; = k°/R;.

Damit sind also J; und J_; kanonisch isomorph.

BEWEIS. Die Einschrinkung der Spur auf eine homogene Komponente ist gerade
(,). Da fiir i < 0 stets J; = w; gilt, folgt die erste Aussage aus der expliziten Be-
schreibung von w in (4.11 a), wonach gilt w_; = {¢ € Homy(L;, k) | ¢(R;) = 0}.
Die restlichen Aussagen sind klar. 0]

Definition 6.6. Die k— Vektorraum-Dimension u(X) von Jx heifst Milnor-Zahl
von X. Bezeichnet 6(R) := dimy(S/R) den Grad der Singularitit von X, so
qgilt

u(X) =20(R) — s+ 1.

In der Tat ist (X)) = 3 s — HRx(Jf]) = 2(3" s — HFx(f)) — s + 1.
t=—0 t=0
Bemerkung 6.7. Ist M ein graduierter Rx-Modul, so gilt fiir die Lange (M) von
M als R—Modul, definiert als Supremum aller Léngen von aufsteigenden Ketten
graduierter Untermoduln 0 = My C M, C ... C M,, = M, daB I(M) = dimy M,
da Ry = k. Die analogen Aussagen im lokalen Fall, d.h. fiir eine nicht notwendig
(quasi-)homogene Kurve, benutzen daher den allgemeineren Lingenbegriff, vgl.
etwa [37],[21] und [32]. O

Ist 0 = 0, so besteht eine nicht ausgeartete Punktmenge X C P"™ aus n + 1
generischen Punkten und fiir die Milnor-Zahl gilt u(X) = n, also gibt es stets
Punktmengen mit vorgeschriebener Milnor-Zahl.

Aus der fundamentalen exakten Sequenz allein kann keine Aussage iiber die
Abhéngigkeit der Langen von J und T getroffen werden, da ja HF; durch
HF x festgelegt ist, nicht jedoch HF . Fiir vollstindige Durchschnitte kann man
jedoch schon mithilfe von (1.14) eine genaue Aussage treffen.
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Proposition 6.8.
a) Ist X arithmetisch Gorenstein, so gilt dimy, J = os + 1.
b) Fir einen vollstindigen Durchschnitt X C P™ vom Typ (dy,...,dy) gilt
dimy, J = dim, TQ = [[d; = ) Jdi —n+ 1.
i=1 i=1
BEWEIS. Sei abkiirzend H := HFx .
a) Nach (1.10 ¢) gilt H(t) = s — H(o — 1), also

s— H(t) + is— H(t)

H(U—t)+ZS— H(t)
+1.

Mq

dimk J =

1

-
Il

Il
SEINgE

b) Da Q = TQ@ dR, gilt fiir t > 1
HFro(t) = (n+1)H(t—1)— ZH(t— ) — H(t)

- Xn:H(t—1)—H(t—di)+H(t—1)—H(t)

=1

und damit .

dikaQ:sZ(di—l) —s+1l=o0s+1
i=1
da fiir k € Z gilt Y ;0 H(t)— H(t—k) = k-s. Nach (1.14 ¢) ist s = [[\_, d;
und 0 = > | d; —n — 1, womit die Behauptung folgt. O

Bemerkung 6.9. Analog zu [29] kann man schlielen, daf§ die Zahl
~(X) := dimy Jx — dimy, TQx + dim, I /12

unter gerader Liaison invariant bleibt. Da fiir einen vollstindigen Durchschnitt
IF(? = I% gilt, fiir einen Punkt X jedoch Jx = TQx = 0 ist und jeder vollstéindiger
Durchschnitt gerade zu einem Punkt liiert ist, erhdlt man damit einen anderen
Beweis des vorangehenden Satzes. U

Wie in [25], [31] gezeigt wird, hat die R—Modulstruktur von w Konsequenzen
fiir die Geometrie von X. Wir wollen im folgenden die R—Modulstruktur von J
untersuchen und erinnern dazu an zwei Ergebnisse iiber w.

Eine k—lineare Abbildung i : U® V — W endlichdimensionaler k—Vektorraume
heifit dabei biinjektiv, wenn aus p(u ® v) = 0 bereits u = 0 oder v = 0 folgt.
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Proposition 6.10. ) X ist genau dann ein Cayley-Bacharach-Schema, wenn
gilt Ann @ = {0} fiir ein generisches Element ¢ € w_,.

b) Fir 0 <i <o ist X ist genau dann s — HFx(i)-uniform, wenn die Multi-
plikationsabbildung R; ® w_; — wq biinjektiv ist fir alle j € {i,...,0}.

c) X ist in linear allgemeiner Lage genau dann, wenn fir alle i € {1,...,0}
die Abbildung Ry @ w_; — w_;;1 biinjektiv ist.
BEWEIS. a) [25] 3.5), b) [31] 3.2, ¢) [31] 4.2. O

Diese Ergebnisse werfen also Licht auf die Modulstruktur fiir die nichtpositiven
Komponenten von J.

Bevor wir zu einem Ergebnis iiber die Multiplikation in den positiven Kompo-
nenten kommen, merken wir an, dafl sich die Multiplikation mit Nichtnullteilern
in R wie erwartet verhélt.

Lemma 6.11. Sei r € Ry ein homogener Nichtnullteiler. Dann operiert r mit
mazimalem Rang auf J, d.h. bezeichnet ,; : J; — Jita, ¢ — 7@ die Multiplika-
tionsabbildung, so gilt

rank p,; = min(dim J;, dim J; 4 4)
fiir alle 1 € 7.

BEWEIS. Identifiziert man R, in der kanonischen Weise mit einem Unterraum
des k*, so geht r {iber in ein v = (vy,...,vs) mit v; # 0 fiir s = 1,...,s dar
ein NNT ist. Fa}t man .J; und J;;, als Unterrdume bzw. Faktorrdume des k*
auf, so wird fp,; durch die Multiplikation mit der invertierbaren Diagonalmatrix
diag(vy, ..., vs) induziert. Daraus folgt die Behauptung. O

Lemma 6.12. Sei r € Ry homogen und I := {i € {1,...,s}|r(P;) = 0}. Fir
io > 0 ist die Multiplikationsabbildung p, @ Jiy — Jig+a surjektiv genau dann,
wenn es fir alle i € I einen Separator fir P; in R;,1q gibt.

BeEwEIS. Ohne Einschrinkung ist I = {1,...,m} fir m = |I|. Sei v; := r(F))
und V := diag(vy,...,vs) der zu p, assoziierte Endomorphismus des k°. Genau
dann ist u, surjektiv, wenn gilt

coker V = (ey,...,en) C Rigia

bei der Identifizierung von R; 4 mit einem Unterraum des £°. Da bei dieser Iden-
tifizierung die Bilder von Separatoren gerade die kanonischen Basisvektoren sind,
folgt die Behauptung. O

26



Der Jacobi-Modul

Satz 6.13. Aquivalent sind:
a) X ist ein Cayley-Bacharach-Schema.

b) Ist fiirr € Ry (d < o) die Multiplikationsabbildung p, : Jy_q — J, surjektiv,
so ist r ein Nichtnullteiler.

BEWEIS. Die erste Bedingung ist dquivalent damit, daf} alle minimalen Separa-
toren Grad o + 1 haben. Dies ist nach den vorangegangenen Lemmata gleichbe-
deutend mit der zweiten Aussage. 0
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Anhang A

Dokumentation verwendeter
Programme

Fiir die im Text angegebenen Berechnungen wurde ein CoCoA-Paket ,, Differenti-
alformen.cpkg“ geschrieben, dessen bereitgestellte Funktionen kurz dokumentiert
werden. Dieses Paket befindet sich auf der beiliegenden CD, ebenso wie Dateien
der Form Bsp*.*.coc, die die im Text behandelten Beispiele berechnen.

Alle Rechnungen wurden auf einem Intel Pentium 4 mit 3 GHz und 512 MB RAM
unter WinCoCoA 4.3 durchgefiihrt

Alpha(I: Ideal), Sigma(K: Ring): Int
Alpha berechnet den Initialgrad eines Ideals, Sigma liefert fiir den Koordinaten-

ring K einer Punktmenge X die Zahl ox.

Lift(L: List): Ideal

Fiir ein nulldimensionales Lex-Segment-Ideal .J = (x§' -+ g%~ ... 2{" - 2p"")
und L := [[a11,...,a1p),- -, [an, ..., ap]] erzeugt Lift das Verschwindungsideal

I C k[xyg,...,x,] einer projektiven Punktmenge X C P"™ mit I + (zq)/(zo) = J.

CKonfiguration(T: Integer, N: Integer): Ideal

Es werden T' Geraden der Form agxg + a121 + asxs = 0 (a; zufillig aus (=N, N))
berechnet und das Verschwindungsideal der paarweisen Schnittpunkte zuriickge-
geben.
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LinearKonfiguration(L: List): Ideal

Berechnet fiir L = [ky,...,ks] das Verschwindungsideal der Pseudo-Linearkon-
figuration vom Typ (ki, ..., k).

Orbit(P:List): List

Fiir P = [py,...,py| liefert Orbit die Menge aller Tupel der Form [p,(1),. .., Po(n)]
fiir eine Permutation o € S,, d.h. gerade den Orbit von (py,...,p,) unter der
symmetrischen Gruppe.

IstUnimodular(L: List): Boolean

Fiir eine Liste von Hilbertfunktionswerten priift IstUnimodular, ob diese unimo-
dular ist.

Omega(K: Int, Erzeuger: List): Module

Fiir das Ideal Ix C P = k[zy, ..., xy] mit Erzeugern gy, ..., g; berechnet Omega
eine Prisentation des P—Moduls Q}I.f/lx. Dieses geschieht wie folgt: Zunéchst wer-
den Listen Ly, Ly aller (K — 1)- bzw. K-elementigen Teilmengen von {0,..., N}
angelegt. Fiir I € Ly bezeichne j(I) die Position von I in Ly und T := Len(Ly).
Wie in Proposition (3.7) angegeben, kann Qf.f/l realisiert werden als Quotient
von PT mit kanonischen Basisvektoren ey (I € Ly). Zunéchst kann der Quoti-
ent P/I% présentiert werden durch P"/N; mit Ny = (Fe;) : F' € Erzeuger).
Es bleibt die weiteren Relationen (df A dz; : f € Erzeuger,|J| = K — 1) zu
realisieren. Dazu wird fiir alle F' € Erzeuger und alle I € L; der Ausdruck

v(3 af
Sp1 = Z(—l) @) 8:1:'ej(lu{i})
igI !

gebildet fiir (7, 1) := |{j € I|j < i}|. Dabei wird die Berechnung von «(i, I) und
J(I'U{i}) von Unterroutinen iibernommen. Fiir den dadurch erzeugten Untermo-
dul Ny := (ss,) gilt dann schlieflich

Q5 = PT/(Ny 4+ No)(K),

da die Basisvektoren e; zunichst Gewicht 0 haben. Zuriickgegeben wird diese
Prasentation des gradverschobenen Moduls.
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Omegal (Erzeuger: Liste): HilbertFn,
OmegaN1(Erzeuger: Liste): HilbertFn

Diese Funktionen berechnen direkt die Hilbertfunktionen der ersten und letzten
Differentialmoduln. Dabei kann aufgrund des Isomorphismus (3.8 ) QV*! direkt
als gradverschobener Quotient von P berechnet werden.

TOmega (Erzeuger: Liste)

Berechnet wird ein Untermoduls U von &; Rdx;, so daB fiir Q! = &; Rdx;/dI gilt
TQ = U +dlI/dI. Der Modul U wird dabei als Saturierung dI : 2,> berechnet.
Dabei gilt nach den Gradschranken (3.8 ¢) schon U = dI : (242" 1), was fiir die
Berechnung benutzt wird. Die Hilbertfunktion von T2 kann damit entweder iiber
HFrq = HFy — HF 47 oder iiber HFrq(t) = HFq(t) — HF g(¢)(t > 1) angegeben
werden.

LenTOmega (Erzeuger: List)

Berechnet wird die Dimension des Torsionsuntermoduls von Q! iiber die Differenz
der Hilbertfunktionen von Rx und Q.

SymbolischesQuadrat(L: List): Ideal

Berechnet fiir L = [[p10,-.-,DP1n),- -+ [Ptos - - - » Pr.n)] das symbolische Quadrat des
Verschwindungsideals von X = {(pio: ... :D1n)s s (Pro: -+ Din)}

LenTorsionI2(L: List): Int

Berechnet fiir eine Liste von Punkten die Lénge des P/I—Torsionsuntermodul
I /1% yon I/I?, d.h. die Codimension von I?) in I2.

BerechneDFormen (Erzeuger: Liste)

Fiir die Erzeuger des Verschwindungsideals Ix C P := k[xg,...,zx] wird eine
formatierte Liste der Hilbertfunktionswerte von 0 bis 20x + 4 ausgegeben von

R:= P/Ix, Qg - - Qg;j.

SingDeg(R: Ring), Milnorzahl(R: Ring)

Fiir eine Punktmege X gegeben durch den Koordinatenring R = Rx werden der
Grad der Singularitit und die Milnorzahl berechnet.
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Hiermit versichere ich, daf} ich diese Arbeit selbstéindig verfafit habe und keine
anderen als die angegebenen Quellen und Hilfsmittel benutzt sowie Zitate kennt-
lich gemacht habe.

Dortmund, 19.05.05



