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Kapitel 1

Einleitung

Die Theorie der Syzygien stellt einen zentralen Bereich der Computeral-
gebra dar. In der kommutativen Computeralgebra ist dabei die folgende Si-
tuation gegeben. Sei {z1,...,x,} eine Menge von Unbestimmten, sei P =
K|[xq,...,x,] der Polynomring iiber einem Korper K und P’ ein endlich er-
zeugter freier P-Modul. Fiir Elemente ¢;,...,g9s € P" ist eine Syzygie des
Tupels G = (g1,...,9s) nun definiert als ein Tupel (fi,...,fs) € P?, das
die Relation fig1 + ... + fsgs = 0 erfiillt. Die Menge dieser Elemente be-
sitzt zudem eine P-Modulstruktur und wird deshalb der Syzygienmodul von
G genannt. Das Thema der Syzygienberechnung ist fiir den kommutativen
Fall bereits ausfiihrlich behandelt worden. So finden sich die theoretischen
Grundlagen und Algorithmen zur Berechnung von Syzygien z.B. bei Kreuzer
und Robbiano ([5]). Hier wird in diesem Zusammenhang auch die Theorie
der Gribnerbasen fiir P-Untermoduln von P" detailliert beschrieben. Die-
se ermoglicht es, fiir P-Moduln Erzeugendensysteme mit besonderen Eigen-
schaften anzugeben. So ldsst sich z.B. jeder Leitterm eines Elements in P"
durch die Leitterme der Grobnerbasiselemente darstellen.

Diese Arbeit soll sich nun zentral mit der Frage beschéftigen, in wie weit
sich die Erkenntnisse zu den Themen Groébnerbasen und Syzygienberech-
nung auf den nicht-kommutativen Fall iibertragen lassen. Hierbei stellt sich
zundchst die Frage, welche algebraische Struktur den Untersuchungen zu
Grunde liegen soll. Aufgrund der fehlenden Kommutativitit ist in unserer
Situation zwischen der Multiplikation von rechts und von links mit nicht-
kommutativen Polynomen zu unterscheiden, d.h. zwischen freien rechtsseiti-
gen, linksseitigen und zweiseitigen Moduln. Fiir die Grébnerbasistheorie von
Rechtsmoduln verweisen wir auf Green ([3]) bzw. auf Ackermann und Kreu-
zer ([1]). Wir wollen uns in dieser Arbeit aber mit freien zweiseitigen Moduln
beschéftigen. Diese wurden in bisherigen Betrachtungen noch nicht bertick-
sichtigt. D.h. die im Folgenden erarbeiteten Aussagen bilden die Grundlage
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fiir weitere Untersuchungen zu diesem Thema. Die Konstruktion des frei-
en zweiseitigen Moduls basiert dabei auf dem Tensorprodukt. Ist K[X*]
der nicht-kommutative Polynomring iiber einem von X = {zy,...,x,} er-
zeugten nicht-kommutativen Monoid X*, so besitzt K[X*] ® x K[X*] zusam-
men mit einer zweiseitigen skalaren Multiplikation eine zweiseitige K[X*]-
Modulstruktur. Wir bezeichnen diesen Modul als den freien zweiseitigen
K[X*]-Modul F; vom Rang 1. Der freie zweiseitige K[2*]-Modul F, vom
Rang r ist dann definiert als die direkte Summe F, = @_, K[X*] ® K[X*].
Fiir F, schreiben wir zur besseren Versténdlichkeit auch @;_, K[X*]e; K[X*].
Der Modul F, heifit dann der freie von {ey, . .., e, } zweiseitig erzeugte K[X*]-
Modul.

Eine analoge Differenzierung muss bei dem Begriff der Syzygie erfolgen.
Auch hier ist zu unterscheiden, ob die Elemente g1, ..., gs von rechts, von
links oder zweiseitig mit Polynomen multipliziert werden sollen, um die obi-
ge Relation zu erfiillen. Wir werden uns ausschliefllich den zweiseitigen Sy-
zygien widmen. Nun gestaltet sich die Definition einer solchen Syzygie im
Vergleich zum kommutativen Fall etwas komplizierter. Wir betrachten da-
zu die Elemente ¢g; = x1e; und go = x9x1€7 + x1€129. Durch die Gleichung
Tog1 + 9172 — g2 = 0 ist dann eine Syzygie gegeben. An diesem Beispiel
wird deutlich, dass ein Element g; mehrfach in der obigen Relation enthal-
ten sein kann. Eine zweiseitige Syzygie von (g1, ..., gs) ist nun definiert als
ein Element des freien von {ey, ..., s} zweiseitig erzeugten K[X*]-Moduls E,
welches mit dem Homomorphismus A : £ — F}, ¢; — g; auf Null abgebildet
wird. Der Syzygienmodul Syz(gi, .. ., gs), ein zweiseitiger K[X*]-Untermodul
von F, ist demnach der Kern von \.

Eine Motivation fiir die Untersuchung zweiseitiger Syzygien liefert eine
praktische Anwendung aus dem Gebiet der Kryptographie. Wir betrachten
dazu einen Monoidring K[M] und ein Public-Key-Kryptosystem mit &ffent-
lichem Schliissel g € K[M]. Eine Person A mochte nun einer Person B
eine Nachricht iibermitteln. Person B wihlt dazu einen geheimen Schliissel
f € K[M] und sendet go = fg;f~' an Person A. Diese wiederum ver-
schliisselt ihre Nachricht mit g, und iibermittelt sie an Person B, die sie durch
ihre Kenntnis von f dechiffrieren kann. Das beschriebene Kryptosystem ist si-
cher, solange keine dritte Person aus g» und dem 6ffentlichen Schliissel g; den
geheimen Schliissel f ermitteln kann. D.h. die Sicherheit des Systems héngt
von der Schwierigkeit der Aufgabe ab, aus einem Element des Monoidrings
K[M] und einem Konjugat den zugehorigen Konjugator zu bestimmen. Das
beschriebene mathematische Problem wird auch das Konjugationssuchpro-
blem in Monoidringen genannt.

Dieses Problem lésst sich auch mit der folgenden Sichtweise betrachten.
Die Relation go = fg,f~! kann auch formuliert werden als die Gleichung
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for — gof = 0. Damit erfiillt das Element fe; — eof € E die definieren-
de Eigenschaft einer zweiseitigen Syzygie des Tupels (g1, g2). Das Losen des
Konjugationssuchproblems ist also dquivalent zu dem Problem, die zweisei-
tige Syzygie des Tupel (g1, g2) von obiger Gestalt zu berechnen.

Wir wollen nun zunichst eine kurze Ubersicht dariiber geben, wie wir bei
der Erarbeitung der Grébnerbasistheorie fiir Untermoduln freier zweiseitiger
Moduln und der Syzygienberechnung vorgehen werden. Dabei sei an dieser
Stelle angemerkt, dass wir uns beim Aufbau in Kapitel 2 und 3 an [5] orien-
tieren.

In Kapitel 2 wird als Grundlage dieser Arbeit die Theorie der Grébner-
basen fiir Untermoduln freier zweiseitiger Moduln eingefiihrt. Dazu befassen
wir uns zuerst mit Termordnungen fiir freie zweiseitige Moduln. In diesem
Kontext gelangen wir zu dem Begriff des Leitterms, der eine zentrale Rolle in
der Definition einer Grébnerbasis einnimmt. Die besonderen Eigenschaften
einer solchen Grébnerbasis verdeutlichen wir, indem wir die Zusammenhénge
mit dem Divisionsalgorithmus und den Termersetzungssystemen studieren.
Das zentrale Ergebnis stellt schliellich der Buchberger-Algorithmus dar, der
das Aufzihlen einer Grobnerbasis ermdglicht.

In Kapitel 3 beschéftigen wir uns dann mit der Syzygienberechnung. Hier-
bei betrachten wir zunéchst Syzygien von Tupeln aus Monomen, bevor wir
das ,,Liften“ solcher Syzygien erkldren. Anschlieend gehen wir auf eine all-
gemeine Methode der Syzygienberechnung ein. Dabei ist ein Studium der
Eliminationstheorie nétig, wobei insbesondere die Theorie der Komponenten-
Elimination zur Anwendung kommt.

Kapitel 4 ist der Berechnung von zweiseitigen Syzygien iiber Restklassen-
ringen von K[X*] gewidmet. Dazu werden wir eine Grobnerbasistheorie fiir
Restklassenmoduln erarbeiten. Die daraufhin getroffenen Aussagen zur Sy-
zygienberechnung iiber Restklassenringen iibertragen wir dann auf den Fall
der Monoidringe, um letztlich alle Syzygien des Tupels (g1, g2) € K[M] be-
stimmen zu koénnen.

In Kapitel 5 geben wir abschlieffend einige interessante Fragestellungen an,
die in dieser Arbeit nicht beriicksichtigt werden konnten. So z.B. die Frage,
wie unter allen Syzygien von (g1, g2) genau diejenige der Gestalt feq — eof
gefunden werden kann.

Nach dieser kurzen Ubersicht iiber den Verlauf dieser Arbeit befassen wir
uns nun etwas detaillierter mit den oben vorgestellten Themen der Kapitel 2
bis 4. Der erste Abschnitt des 2. Kapitels befasst sich mit Termordnungen
auf dem Monoid der Terme X* und dem dadurch induzierten Begriff des
Leitterms. Dabei verstehen wir wie in der kommutativen Theorie unter einer
Termordnung eine totale Ordnung, die zum einen ordnungstreu unter der
zweiseitigen Multiplikation mit Termen ist und zum anderen eine Wohlord-



1. Einleitung 5

nung ist, d.h. dass jede absteigende Kette von Termen stationdr wird. Es
ist hierbei zu bemerken, dass nicht jede Termordnung auf dem kommutati-
ven Monoid zugleich eine auf dem nicht-kommutativen darstellt. Ein Beispiel
hierfiir erhalten wir mit der lexikographischen Termordnung. Ist eine Term-
ordnung o gewahlt, lasst sich nun jedes Element in K[X*] ordnen und der
grofite Term bzgl. o, der sogenannte Leitterm, identifizieren.

Diese Begriffe lassen sich wie im kommutativen Fall auch auf Moduln
iibertragen. Die bereits beschriebene Konstruktion des freien zweiseitigen
K[X*]-Moduls F, stellt dabei die Grundlage weiterer Betrachtungen dar. Im
Folgenden befassen wir uns mit zweiseitigen Untermoduln M von F,., wo-
bei 7 stets eine Termordnung auf der Menge der Terme T(F,) von F, ist.
Die Leitterme aller Elemente in M bilden wieder einen zweiseitigen K [X*]-
Untermodul von F,. Fiir diesen Leittermmodul LT, (M) lédsst sich nun die
Giiltigkeit eines zentralen Ergebnisses aus der kommutativen Computeralge-
bra nachweisen. Die Aussage von Macaulays Basis-Theorem, dass die Rest-
klassen der Terme in T(F,)\LT, (M) eine K-Basis von F,. /M bilden, gilt auch
in unserer Situation. Im Gegensatz dazu fehlen in der nicht-kommutativen
Theorie wichtige Resultate wie Dickson’s Lemma und damit auch der Hilbert-
Basis-Satz. Diese Tatsache zerstort nun jede Hoffnung auf die gesicherte Exis-
tenz endlicher Grobnerbasen G von Moduln M. Diese sind im Ubrigen analog
zum kommutativen Fall definiert, d.h. die Leitterme der Elemente in G erzeu-
gen den Leittermmodul von M. Das bedeutet aber nicht, dass Grobnerbasen
ihre besonderen Eigenschaften verlieren:

e Jedes Element m € M lédsst sich in den Elementen von G darstellen,

so dass jeder Summand einen durch LT (m) beschrénkten Leitterm hat.

Das von G induzierte Termersetzungssystem ist konvergent.

Jedes Element in F,. besitzt eine eindeutige Normalform.
e Ein Element m € F, reduziert genau dann zu Null, wenn m € M ist.

Ist G endlich, so entsprichte der normale Rest im Divisionsalgorithmus
der Normalform eines Elements.

Des Weiteren funktioniert der Buchberger-Algorithmus analog zur kom-
mutativen Theorie. Der einzige Unterschied besteht darin, dass dieser nicht
enden muss. Um auch Grobnerbasen fiir zweiseitige Ideale I von K[X*] mit
Erzeugendensystem {fi,..., fs} berechnen zu kénnen, identifizieren wir ein
Ideal eineindeutig mit einem Restklassenmodul eines Untermoduls von F}.
Der Hintergrund dieser komplizierteren Sichtweise ist der folgende. Es lésst
sich einem Polynom in K[X*] nicht eineindeutig ein Element des Moduls F}
zuordnen. Entspricht z.B. das Polynom x; dem Element x,e; oder e;x;. Wir
bilden deshalb Restklassenmoduln M;/N mit dem zweiseitigen Untermodul
N = (z;e;—eyz; |t =1,...,n) von Fi. Nun haben die Elemente x1e; und e;x;
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dieselbe Restklasse. Dabei ist M; der von {e; f1,...,e1fs} zweiseitig erzeugte
Untermodul von Fj. Ist nun G eine Grobnerbasis des Moduls M; + N, so
erhalten wir nach Anwendung des Homomorphismus F; — K[X*], e; — 1
auf die Elemente in GG eine Grébnerbasis von .

In Kapitel 3 befassen wir uns mit dem Thema der Syzygienberechnung.
Hier lassen sich zunéchst die gleichen Ergebnisse wie in der kommutativen
Theorie erzielen. Fiir Monome my, ..., mg € F, erhalten wir mit der Menge
der Fundamentalsyzygien o;; = mwi@wg — mszjw;- ein endliches
Erzeugendensystem des Syzygienmoduls von (my,...,mg). Ist {g1,...,9s}
eine Grobnerbasis, so funktioniert auch in unserer Situation das sogenannte
,Liften* der Syzygien von (LM, (g1),...,LM;(gs)). D.h. es ldsst sich aus ei-
nem endlichen Erzeugendensytem von Syz(LM;(g1),...,LM;(gs)) ein solches
fiir Syz(gy, . .., gs) konstruieren. Bildet hingegen {gi, ..., gs} keine Grébner-
basis, so stellt sich nun das folgende Problem. In der kommutativen Com-
puteralgebra wird in diesem Fall zunéchst eine endliche Grobnerbasis G von

M = (g1, ...,gs) zusammen mit einer Transformationsmatrix bestimmt. Den
Elementen des Syzygienmoduls von G werden dann mittels der Matrix Syzy-
gien von (g1, . .., gs) zugeordnet. Diese Methode kann im nicht-kommutativen

Fall so nicht umgesetzt werden. Dies scheitert an der Tatsache, dass der Mo-
dul M keine endliche Grobnerbasis besitzen muss. Deshalb wihlen wir eine
andere Strategie, die wirklich iibertragbar ist. Dabei betrachten wir soge-
nannte Komponenten-Eliminationsordnungen. Das sind Termordnungen mit
der Eigenschaft, dass fiir ein Element in F}., dessen Leitterm keinen der Er-
zeuger in L C {ey,...,e.} enthélt, auch jeder andere Term diese nicht um-
fasst. Unter dem Komponenten-Eliminationsmodul von M bzgl. L verste-
hen wir dabei den zweiseitigen Untermodul von M, dessen Elemente keinen
der Erzeuger in L enthalten. In diesem Kontext ergibt sich das zentrale Er-
gebnis, dass der Syzygienmodul Syz(gi,...,gs) dem Modul all derjenigen

Elemente in U = (g1 — €741,...,9s — €r4s) entspricht, die im freien von
{€r41,..., 615} zweiseitig erzeugten Modul F' enthalten sind. Dieser kann
auch als der Komponenten-Eliminationsmodul von U bzgl. L = {ey,...,e.}

identifiziert werden. Eine Grébnerbasis von UNE erhalten wir nun aus einem
Resultat der Eliminationstheorie: Ist G eine Grébnerbasis von U, so ist GNF
eine Grobnerbasis von U N F.

In Kapitel 4 studieren wir zunéchst Grobnerbasen fiir zweiseitige Mo-
duln {iber einem Restklassenring R = K[X*|/I, wobei I durch eine endliche
Grobnerbasis gegeben ist. Das Ziel dabei ist die Berechnung einer Grobner-
basis von Syz(gi,...,gs) fir g1,...,9s € R. Das Ergebnis ist eine Isomor-
phie zwischen Syz(gy, . . ., gs) und dem Komponenten-Eliminationsmodul von
(e1g1— €2, ...,e19s—esy1) + Mr+ N bzgl. L = {1}. Dieses Resultat lasst sich
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nun auch auf Monoidringe iibertragen. Das abschliefende Beispiel zeigt die
Anwendung der Prozedur auf ein Tupel von Elementen der symmetrischen

Gruppe Ss.



Kapitel 2

Grobnerbasen fiir zweiseitige
Moduln

In diesem Kapitel befassen wir uns mit den Grundlagen fiir die Berechnung
von Syzygien. Der Schwerpunkt liegt dabei auf dem Begriff der Grobnerbasis
eines Moduls. Darunter verstehen wir ein Erzeugendensystem eines Moduls,
welches, wie in der kommutativen Theorie, auch hier besondere Eigenschaften
besitzt, die fiir weitere Berechnungen interessant sind. Wir betrachten dabei
zweiseitige Moduln iiber nicht-kommutativen Polynomringen, die Thema des
ersten Abschnitts sind. Es folgen Termordnungen fiir Moduln und in diesem
Kontext die Einfithrung von Grébnerbasen. Im dritten Abschnitt beschafti-
gen wir uns mit dem Divisionsalgorithmus, bevor wir anschlieBend Termer-
setzungssysteme und deren Zusammenhang mit Grobnerbasen ansprechen.
Der Buchberger-Algorithmus steht im Mittelpunkt des fiinften Abschnitts.
Er ermoglicht eine Berechnung von Grobnerbasen. Im letzten Abschnitt be-
handeln wir einen wichtigen Spezialfall der zweiseitigen Moduln, den der
zweiseitigen Ideale von nicht-kommutativen Polynomringen. Dabei werden
die in den ersten Abschnitten gewonnenen Erkenntnisse auf zweiseitige Idea-
le angewendet.

2.1 Der nicht-kommutative Polynomring

Im Folgenden sei X = {zi,...,x,} eine Menge von Unbestimmten und
2* bezeichne das von Y erzeugte nicht-kommutative Monoid der Terme. In
anderen Zusammenhéingen (siehe Kapitel 4) heift X' auch ein Alphabet und
2* entspricht der Menge der Worter. Die Elemente von X* haben die Form
W = Ty - --xy, mit iy, ..., 0 € {1,...,n} fir ein & € Ny. Als Verkniipfung
dient die Konkatenation. Das neutrale Element ist das leere Wort 1 = 1.



2. Grobnerbasen fiir zweiseitige Moduln 9

D.h. fir w,w' € X* mit w = 2;, - -2, und W' = z;, -+ - xj, ist dann ww' =
Tjy - T, Tjy - T, wobel iy, ... ik, g1, ..., 5 € {1,...,n} und k,l € No.

Definition 2.1.1 Sei w = z;, -+ x;, € X* mit iy,...,9 € {1,...,n} und
k € N.
1) Die Zahl deg(w) = k € Ny heifit der Grad von w.
2) Fiir jedes p € {1,...,k} heiBt z;, ---;, Prafix von w und z;, ---z;
Suffix von w.

k

Definition 2.1.2 Sei K ein Korper. Unter dem nicht-kommutativen Po-
lynomring (oder der freien assoziativen Algebra) von X* iiber K ver-
stehen wir die Menge aller endlichen Linearkombinationen von Termen, d.h.

k
K[E*] = {Z C;,W; ‘ Cc; € K\{O},’U}z S E*,k‘ € N},
=1

mit der iiblichen Addition und der linearen Fortsetzung der Multiplikation
in X* als Multiplikation.

Wir wollen nun zunéchst die Elemente des Monoids Y* ordnen. Dazu be-
trachten wir totale Ordnungen auf XJ* mit zusétzlichen Eigenschaften, soge-
nannte Termordnungen. Diese geben uns dann die Moglichkeit, die Elemente
von K[X*] auf eindeutige Art und Weise darzustellen.

Definition 2.1.3 Eine vollstandige Relation o auf X* heiit Monoidord-
nung auf X*, falls fiir alle Terme wy, woy, w3, wy € X* gilt:

1) wy >, wy,

2) Wy >4 Wo, Wy 26 W = Wi = Wo,

3) W1 >4 W, Wy >4 Wy = W1 >4 Ws,
4) wy >, we = WaWi Wy >, W3Waly.

Eine Monoidordnung ¢ heifit Termordnung, falls zusétzlich gilt, dass

5) o eine Wohlordnung ist, d.h. dass jede absteigende Kette von Termen
Wy >, Wy >, +++ In X* stationdr wird.

Fir wy >, wy mit wy,wy € X* schreiben wir auch wy <, wy. Ist zudem
w1 # wo, SO notieren wir dies mit wy; >, wy bzw. mit wy <, wy.

Die Terme eines Elements f € K[X*] lassen sich nun bzgl. einer Term-
ordnung ¢ anordnen und f erhélt eine eindeutige Darstellung f = Ele ciw;
mit ¢; € K\{0} und w; >, - -+ >, wy fiir ein k € N.

Die Notwendigkeit einer Termordnung, d.h. die Giltigkeit von 5), wird
hier zunéchst nicht deutlich. Sie liefert jedoch das wesentliche Argument in
spiteren Betrachtungen.
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Beispiel 2.1.4
a) Fiir zwei Terme ist die lexikographische Ordnung Lex wie folgt definiert:

<= es existiert ein 1 < k < r mit
i1 = J1,- 5 ik—1 = Jr—1 und i < Jg,

xil .. .xiT >Lex ‘/L‘jl .. x]

s

wobel 41, ...,%,j1,...,Js € {1,...,n}. Die Ordnung Lex ist eine Mo-
noidordnung. Sie bildet jedoch fiir n > 2 keine Termordnung auf X*,
denn es ldsst sich eine unendliche, echt absteigende Kette von Termen
konstruieren:

2 3
T1 >Lex T2T1 >Lex T5T1 >Lex L9L1 >Lex - - -

b) Ein Beispiel fiir eine Termordnung auf X* liefert die linge-lexiko-
graphische Ordnung LLex. Fiir zwei Terme wq, we € X* gilt wy >1pex wo
genau dann, wenn deg(w;) > deg(wsy) oder deg(w;) = deg(wy) und
W1 ZLex Wa.

Abschlieflend wollen wir noch den Begriff des Leitterms eines Elements von
K[X*] einfiihren, der eine Bezeichnung fiir den jeweils grofiten Term darstellt.
Dieser wird in den folgenden Abschnitten von besonderer Bedeutung sein.

Definition 2.1.5 Sei ¢ eine Termordnung auf X*. Ist f = Zle c;w; ein
Element von K[X*] mit ¢1,...,¢x € K\{0}, wq,...,wr € X*, k > 1 und
wy >, v >0 wy, so heift LT, (f) = w; der Leitterm, LC.(f) = ¢; der
Leitkoeffizient und LM, (f) = c;w; das Leitmonom von f.

Es ist hier zu beachten, dass fiir f = 0 die obigen Begriffe nicht definiert
sind.

2.2 Modultermordnungen

Nachdem wir den nicht-kommutativen Polynomring K[X*] eingefiihrt ha-
ben, wollen wir uns nun mit der algebraischen Struktur der freien zweiseitigen
Moduln iiber K[X*] befassen. Fiir diese definieren wir wieder Termordnun-
gen, sogenannte Modultermordnungen, bevor wir uns mit dem Begriff der
Grobnerbasis fiir zweiseitige Moduln beschéftigen.

Wir betrachten zunéchst das Tensorprodukt K[X*] @k K[X*], welches
mit K x (K[X*]@g K[X*]) — K[2*| @k K[X*], c(g ®Kk ¢') = cg Q@ ¢ eine
K-Modulstruktur besitzt. Fiir nihere Details verweisen wir auf [2], Kapi-
tel 2 §3. Eine der definierenden Eigenschaften des Tensorproduktes besteht
in der Giiltigkeit der Relation cg Qi ¢ = g ®k c¢g’ fir alle ¢ € K\{0}
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und g,¢ € K[Y*]. Ein Element von K[X*] @k K[X*] hat also die Form
Y ien GiW; @i wy, wobei ¢; € K, w;,w; € X* und nur endlich viele der ¢
von Null verschieden sind. Wir kénnen K[X*] ® x K[X*] auch als zweiseiti-
gen K[X*]-Modul interpretieren. Sei dazu die skalare Multiplikation definiert
durch - : (K[X2¥] x K[X*]) x (K[2*] @k K[2*]) — K[2*] @k K[X*] mit
(f1.f2)  (9®x g) = fra® g fa.

Definition 2.2.1 Sei r € N. Unter dem freien zweiseitigen Modul F,
iiber K[Y*] vom Rang r verstehen wir die Menge (K[X*] @ x K[X*])" ver-
sehen mit der komponentenweisen Addition und der skalaren Multiplikation
(f1, f2) (91 ®k g1, -+ 9r Bk 9;) = (f191 Ok g1 f2, -5 [19r ® g, f2).

Zur besseren Versténdlichkeit schreiben wir im Folgenden den soeben de-
finierten Modul (K[2*] @ K[X*])" als F, = @._, K[X*|e; K[X*]. D.h. die

. r / .
Elemente von F, sind nun von der Form 7, >\ cjjwgeswi; mit ¢;; € K,

jEN
wij,wi; € X fir e =1,...,r und j € N, wobei nur endlich viele der ¢; von
Null verschieden sind. Wir nennen diesen Modul auch den freien zweiseiti-
gen Modul iiber K[X*] erzeugt von {ej,...,e.}. Wird aus dem jeweiligen

Kontext ersichtlich, dass es sich bei F, um den genannten Modul handelt, so
schreiben wir auch F' statt F,.

Soweit nicht anders erwéhnt verstehen wir von nun an unter einem Modul
stets einen zweiseitigen K[X*]-Modul. Ist G = {g¢;|¢ € I} fiir eine Index-
menge I, so schreiben wir fiir den von G erzeugten zweiseitigen Modul kurz
(g; |7 € I). Ein Homomorphismus ¢ : F' — F” von freien zweiseitigen Mo-
duln F' und F’ sei im Folgenden eine Abbildung, so dass fiir m, mo € F und
f1, fa € K[X*] die Bedingung ¢(fi(m1 + ma)fa) = fie(mi)fa + fip(ms)fa
erfiillt ist.

Wir wollen zunéchst, bevor wir wie im vorherigen Abschnitt Termord-
nungen fiir freie zweiseitige Moduln einfithren, die im weiteren Verlauf der
Arbeit haufig verwendete universelle Eigenschaft freier zweiseitiger Moduln
diskutieren.

Satz 2.2.2 (Universelle Eigenschaft freier zweiseitiger Moduln)

Sei F,. der freie von {eq,...,e.} zweiseitig erzeugte K[X*|-Modul, seien F’
ein weiterer freier zweiseitiger K[X*|-Modul und my, ..., m, Elemente in F".
Dann ezistiert genau ein Homomorphismus ¢ : F, — F', so dass p(e;) = m;
firi=1,...,r.

Beweis. Der freie zweiseitige Modul F,. vom Rang r ist die direkte Summe aus
dem freien zweiseitigen Modul F; vom Rang 1 als r-facher Summand. Der
Modul F; wiederum ist als das Tensorprodukt K[X*|®x K[X*]| definiert. Aus
der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes (siehe dazu [2], Kapitel 2
§3.1 Prop. 1b)) und der direkten Summe folgt nun die Behauptung. a
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Definition 2.2.3
1) Ein Element in F' der Form we;w’ mit i € {1,...,r} und w,w’ € X*
heifit Term in F. Mit T(F’) sei die Menge aller Terme in F' bezeichnet.
2) Eine Modultermordnung auf T'(F) ist eine totale Ordnung 7, so dass
gilt:
i) Aus t; <, ty folgt witiwy <, witows fiir alle Terme ty,ty € T(F)
und wy, wy € L.
ii) Jede absteigende Kette t; >, to >, -+ von Termen in T(F') wird
stationér, d.h. 7 ist eine Wohlordnung.
3) Sei o eine Monoidordnung auf X*. Eine Modultermordnung 7 auf T'(F)
heifit vertriglich mit o, falls aus wiw] <, wyw} stets witw| <, wotw)
folgt fiir alle wy, w), wq, w)y € X* und t € T(F).

Die Terme wtw' mit w,w’ € Y* und ¢t € T(F') nennen wir im Folgenden
auch Vielfache des Terms t¢.

Mit Hilfe einer Modultermordnung 7 lasst sich nun ein Element f € I ana-
log zu den nicht-kommutativen Polynomen eindeutig darstellen. Wir kénnen
f schreiben als f = S0 ¢ty mit ¢y, ..., ¢ € K\{0}, t,...,t, € T(F) und
ty >ty >, ... >t firein k € N.

Ab jetzt sei, soweit nicht anders erwahnt, 7 stets eine Modultermordnung
auf T(F'). Die wichtigsten und damit fiir uns relevanten Modultermordnun-
gen sind wie folgt aufgebaut.

Beispiel 2.2.4 Sei To eine Termordnung auf X* und wy, w}, we, wh € X*.
a) Fiir Terme wye;w}, woe;wh € T(F) mit ¢,5 € {1,...,r} ist die Ordnung
ToPos definiert durch
W1EW] >Topos Wae Wi
= ww >t Wows oder (wiw)] = wewsy und wy >, wo)
oder (w; = wy und wj = w) und i < 7).
Wir erhalten mit ToPos eine Modultermordnung auf der Menge der Ter-
me T(F'). Vereinfacht gesagt werden zunéchst die beteiligten Terme bzgl.
To verglichen und bei Gleichheit entscheidet deren jeweilige Position.
b) Ahnlich ldsst sich nun auch die Modultermordnung PosTo fiir Terme
wre;wh, woejwhy € T(F) mit 4,5 € {1,...,r} definieren:
W1€;W] >pogro Wl jWh
<= i< joder (i =jund wjw] >1, woywy)

oder (i = 7 und wyw] = wow) und wy >1, Wwo).
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Auch der Begriff des Leitterms lésst sich auf Elemente eines Moduls iiber-
tragen. In diesem Zusammenhang wollen wir des Weiteren den Leittermmo-
dul ansprechen, den wir am Ende dieses Abschnitts fiir die Definition der
Grébnerbasis bendtigen.

Definition 2.2.5 Sei M ein zweiseitiger Untermodul von F'.

1) Ist m = 3¢ ity € F mit ¢; € K\{0}, t;, € T(F) und k > 1, wobei
ty >, -+ >, lg, so heifit LT, (m) = t; der Leitterm, LC,(m) = ¢; der
Leitkoeffizient und LM, (m) = ¢1t; das Leitmonom von m.

2) Der zweiseitige Untermodul LT, (M) = (LT.(m)|m € M\{0}) von
F heiit der (zweiseitige) Leittermmodul von M und LT . {M} =
{LT,(m)|m € M\{0}} die Menge der Leitterme von M.

Wie bei den nicht-kommutativen Polynomen ist auch hier der Leitterm
fiir m = 0 nicht definiert. Um die Modulstruktur des in 2) definierten Leit-
termmoduls zu sichern, fithren wir noch folgendes Lemma an.

Lemma 2.2.6 Sei o eine Monoidordnung auf X* und 7 vertrdiglich mit o.
Dann gilt fir m,my,mqg € F\{0}, w,w’ € X* und f, f' € K[X*]\{0}:

a) Ist my + mo # 0 und LT (my) # LT, (msa) bzw. LT, (my) = LT, (ma)
und LC;(my) # —LC,(may), so ist

LT, (my + mg) = max,{LT, (m), LT (ms)}.

b) LT, (wmw') = w - LT, (m) - w'.
&) LT, (fm ") = LT,(f) - LT, (m) - LT, (f").

Beweis. Fiir den Beweis von a) schreiben wir m; und my als my = Zle citi
bzw. my = Zk cit; anhand von 2.2.5 1). Sind die Leitterme von m; und mqy

=1 "1"1
verschieden, so folgt die Behauptung direkt. Bei gleichen Leittermen erhélt
dieser nach der Addition den Koeffizienten ¢;+co, der nach Voraussetzung un-
gleich Null ist. Damit ist der Leitterm von m; und msy auch der von mj +ms.

Um b) zu zeigen, schreiben wir wieder m = Zle ¢it; mit t; € T(F') und
c; € K\{0} fiir i = 1,..., k. Dann ist wmw' = Zle c;wt;w’. Da 7 eine Mo-
dultermordnung ist, folgt aus ¢; <, ¢; nun wt,w’ <, wt;w'. Damit ergibt sich
LT, (wmuw') = wLT,(m)w'.

Fiir den Beweis von c¢) seien f = 23:1 djw; und f" = 25/:1 dw), mit
dj, dy € K\{0}, wj,w}, € X* fir j =1,...,0 bzw. j* = 1,...,I'. Dann er-
gibt sich fmf' = SF 22':1 Zé’lf:1 c;djdjw;t;w; mit von Null verschiedenen
Koeffizienten. Aufgrund der Vertréiglichkeit von 7 mit o folgt nun die Be-
hauptung. O
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Mit Hilfe der Menge der Leitterme lésst sich nun explizit eine Basis des
K-Vektorraums F//M angeben. Dazu betrachten wir den folgenden wichtigen
Satz.

Satz 2.2.7 (Macaulays Basis-Theorem)
Sei M ein zweiseitiger Untermodul von F. Dann bilden die Restklassen der
Terme in T(F)\LT,{M} eine K-Basis von F/M.

Beweis. Fir v € F sei v die zugehorige Restklasse in F//M. Angenom-
men, die Restklassen von T(F)\LT,.{M} bilden kein Erzeugendensystem
von F'/M. Dann sei v € F' so gewéhlt, dass v einen minimalen Leitterm bzgl.
7 hat mit der Eigenschaft, dass 7 ¢ (t|t € T(F)\LT,{M})x =: B. Gilt
LT, (v) € T(F)\LT{M}, so ist auch die Restklasse von v = v — LM, (v)
nicht in B enthalten. Nun hat v aber einen kleineren Leitterm als v im Wi-
derspruch zur Wahl von v. Ist LT, (v) € LT {M}, so existiert ein m € M
mit LT, (m) = LT, (v). Wieder ist die Restklasse von v/ = v — fg:(%m nicht
in B enthalten und LT, (v') <, LT, (v), ein Widerspruch. Damit wird F/M
durch die Restklassen von T (F)\LT, {M} erzeugt.

Zum Beweis der linearen Unabhéingigkeit nehmen wir an, dass fiir ein
k>1gilt Y25 ¢f; = 0 mit ¢; € K\{0} und Termen t; € T(F)\LT,{M}. Es
folgt 2% | ¢it; € M und damit LT, (34, ¢;t;) € LT {M}N(T(F)\LT,{M}),
ein Widerspruch. O

Im restlichen Teil dieses Abschnitts wollen wir uns nun mit Grobnerbasen
fiir zweiseitige Moduln auseinandersetzen. Dazu geben wir zunéchst deren
Definition an, bevor die ersten besonderen Eigenschaften von Grobnerbasen
erfasst werden.

Definition 2.2.8 Sei M ein zweiseitiger Untermodul von F'. Eine Teilmenge
G C M\{0} heifit (zweiseitige) 7-Grébnerbasis von M, falls gilt

LT AM} = {w, LT, (m)wy |m € G,wy,wy € X*}.

Die Definition einer 7-Grobnerbasis von M ist natiirlich gleichbedeutend
damit, dass der Leittermmodul LT, (M) von den Leittermen der Elemente
in G erzeugt wird. Weiter sei Folgendes bemerkt.

Bemerkung 2.2.9 Sei G C M\{0} eine 7-Grobnerbasis von M.

a) Der Modul M besitzt i. Allg. keine eindeutige 7-Grobnerbasis, denn fiir
m € M\G ist auch G U {m} eine 7-Grébnerbasis von M.

b) Die Existenz einer 7-Grobnerbasis ist gesichert, denn G = M\{0} stellt
stets eine 7-Grébnerbasis von M dar.
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¢) Eine 7-Grobnerbasis von M héngt immer von der gewihlten Modulterm-
ordnung 7 ab. Ist 7 eine andere Modultermordnung auf T(F"), so muss
also G keine 7-Grobnerbasis von M sein. Dies wird aus der Tatsache er-
sichtlich, dass bereits die Leitterme und damit der Leittermmodul von M
von der Modultermordnung abhéngen.

Beispiel 2.2.10 Sei K = Q und X = {21, 22}. Sei F' der freie zweiseitige
Modul erzeugt von {e;,es} und 7 = PosLLex die gewidhlte Modultermord-
nung auf T(F).

a) Sei M = (g1, ¢-) ein zweiseitiger Untermodul von F mit g; = z?e; + ey
und g, = 2x3e; —eyx. Dann ist G = {g1, go} eine 7-Grébnerbasis von M,
denn jedes von Null verschiedene Element von M lédsst sich schreiben
als m = Y8 (cowale w) + c;wieqw)) + Z;Zl(devjxgelv§- — djvjeanav])
mit k,1 € No, ¢;,d; € Q\{0}, wi, wj,vj,v; € X* fiiri = 1,...,k und
g = 1,...,1. Dabei konnen sich nun zwei Monome cz-wix%elw; und
2djvjx%elv; nicht gegenseitig wegheben. Deshalb ist der Leitterm von
m entweder ein Vielfaches von z2e; = LT, (g;) oder z3e; = LT (go).

b) Sei nun M = (g1, go) mit g1 = xe1x9 + w16, und go = €123 + €. Dann
ist {g1, 92} keine 7-Grobnerbasis von M, denn es gilt zie120 — 23y =
G172 — Tigo und damit xie;ry = LT, (z1e100 — 22ey) € LT, (M), aber
zie1wz & (LT-(g1), LT (g2))-

Es stellt sich schnell heraus, dass der Nachweis, dass eine Teilmenge G
von M\{0} eine 7-Grobnerbasis von M ist, nur selten so einfach gelingt
wie in den obigen Beispielen. Wie der komplizierte Nachweis der definieren-
den Bedingung umgangen werden kann, werden wir anhand des Buchberger-
Algorithmus im vorletzten Abschnitt dieses Kapitels erkléren.

Eine erste wichtige Eigenschaft von Grobnerbasen soll der néchste Satz
vermitteln. Demnach besitzt jedes Element in M\{0} eine besondere Dar-
stellung in den Elementen einer Grobnerbasis.

Satz 2.2.11 Sei M ein zweiseitiger Untermodul von F und G C M\{0}.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) G ist eine T-Grobnerbasis von M.

b) Fiir jedes Element m € M\{0} existieren ¢1,...,9s € G, wy,...,ws,
wh,..,wh € X und ¢y, ..., ¢ € K\{0} fir ein s € N, so dass gilt
m =Y cwgw; und LT, (m) >, LT, (wg;w}) firi=1,...,s.

Beweis. Sei zunéchst G eine 7-Grobnerbasis von M und my; € M\{0}. Dann
ist LT,(my) € LT, {M} und es existieren ein ¢; € G, wy,w] € X* mit
LT, (m1) = w1 LT, (g1)w] = LT, (wyg1w}). Wir betrachten nun das Element
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my = my — Ii%:(gll))wlglw’l. Es gilt LT, (m2) <, LT,(m;) und LT, (msy) €

LT, {M}. Da G eine 7-Grébnerbasis von M ist, finden wir wieder ein g € G
und woy, wh € X* mit LT, (mg) = LT, (wagow}). Damit erhalten wir ein Ele-
ment ms = mg — E%:(gj)) wagowy mit LT (ms) <, LT (my). Da 7 eine Wohl-
ordnung ist, endet dieses Verfahren nach endlich vielen Schritten. Ist s die
Anzahl dieser Schritte, so gilt my = > 7, I;J%:((Z ")) w; giw.

Umgekehrt gelte nun die Aussage in b). Zu zeigen ist, dass G eine
7-Grobnerbasis von M ist. Sei dazu t € LT, {M}, d.h. es gibt ein f € M\{0}
mit LT, (f) = ¢. Nach Vor. besitzt f eine Darstellung f = > 7_; ciw;giw}
mit gi,...,9s € G, wy,...,wg,wy, ..., w, € X* ¢1,...,¢s € K\{0} und
LT.(f) >, LT (w;giw;) fir i = 1,...,s. Es existiert also ein j € {1,...,s}
mit ¢ = LT,(f) = LT, (w;g;w};) = w;LT,(g;)w}. G erfiillt demnach die Be-
dingung aus der Definition einer 7-Grébnerbasis von M. a

Korollar 2.2.12 Sei M ein zweiseitiger Untermodul von F und G C M\{0}
eine T-Grobnerbasis von M. Dann ist G auch ein Erzeugendensystem des
Moduls M.

Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus der Implikation a) = b) des voran-
gehenden Satzes. O

Wir haben gesehen, dass der Begriff der Grébnerbasis ein spezielles Er-
zeugendensystem beschreibt. Weitere dquivalente Aussagen werden in den
Abschnitten 4 und 5 folgen.

2.3 Der Divisionsalgorithmus

Im vorangehenden Abschnitt haben wir 7-Grobnerbasen fiir zweiseitige
Moduln M kennen gelernt und gesehen, dass sich jedes m € M mit Ele-
menten aus G auf eine bestimmte Art und Weise darstellen lasst. Nun stellt
sich zwangsldufig die Frage, wie wir zu einer solchen Darstellung gelangen
konnen. Die Antwort wird in diesem Abschnitt mit dem Divisionsalgorith-
mus gegeben. Er ermoglicht es uns, ein Element m € F durch ein Tupel
(91,---,95) € F° zu ,dividieren®, d.h. er liefert Elemente ¢;;,q;; € K[X”]
und p € F', so dass

m = qug1qy + - F QuG1Gn, + 0 F G195Qer + 0+ QonoGsQon, + P

Bevor wir den Algorithmus und seine Eigenschaften formal vorstellen, wol-
len wir zunéchst intuitiv an einem Beispiel vorgehen.
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Beispiel 2.3.1 Sei F' der freie von {ej, es} zweiseitig erzeugte Modul {iber
Q[x1, o) und 7 = PosLLex die gewihlte Modultermordnung auf T'(F'). Wir
betrachten Elemente m, g1, g» € F mit m = x3x16123+ 1161203 + 231260+ €9,
g1 = €1T21% + T1T9ey + €9 und gy = Tex1e179 — 5. Wir wollen nun m durch
das Tupel (g1, g2) darstellen. Dazu reduzieren wir schrittweise den Leitterm

von m und erhalten:

TIr1e1T3 + T1e1Tox? + X3Toey + €y = Tagoly + T1G1 + P

TIT1e1T3 —  TaeoTo

Z‘1€1$2x% + x%xgeg + Zoeoxy + €9

Z‘1€1$2x% + x%xgeg + xie9

To€oXy — 1€y + €3 =D

Damit ergibt sich die Darstellung m = q1g1¢} +¢292¢5 +p mit ¢1 = 1, ¢ = 1,
q2 = ¢4 = w9 und Rest p = :cge2:c2 — T169 + €. Dabei erfiillt p die zusétzliche
Eigenschaft, dass LT, (p) <, LT.(¢g1) und LT, (p) <, LT,(g2). Wir erhalten
also LT (p) & (LT, (1), LT, (g )) AuBlerdem gilt LT, (m) >, LT, (q1914;) und
LT, (m) >, LT (q29205)-

Wir kommen nun zur eigentlichen Formulierung des Algorithmus und wer-
den sehen, dass die im obigen Beispiel aufgetretenen zusétzlichen Eigenschaf-
ten stets erfiillt sind.

Satz 2.3.2 (Der Divisionsalgorithmus)
Seien s > 1 und m,gy,...,9s € F\{0}. Wir betrachten die folgenden In-
struktionen:
1) Firi=1,...,s seien n; = 1, g1, ¢}, € K[X*] mit g1 = ¢}; = 0, sowie
O=peF und f =m.
2) Bestimme das kleinste i € {1,...,s}, so dass w,w' € X* existieren mit
LT, (f) = wLT,(g;)w'. Existiert solch ein i,

e crhéhe n; um 1,
o selze G, = ng((;))w und g, = w’,

ersetze f durch f — LCT(f)) wg;w',

falls f # 0, fahre mit 2) fort,
o falls f =0, fahre mit 4) fort.

3) Ersetze p durch p + LM, (f) und f durch f — LM, (f). Ist nun f # 0,
so fahre mit 2) fort.

4) Gib ([(q11,q41)s - -5 (@Qings @1n))s - -5 (@1, @1)s - - > (@sne> @, )]) und p
aus.
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Die Ausgabe des Algorithmus erfiillt folgende Bedingungen:

@) m=qugiqu + -+ QG qin, T+ @a19s@a o+ Gon,GsGen, +P-

b) Kein Term t € Supp(p) ist in (LT (g1),...,LT,(gs)) enthalten.

c¢) Gilt qi; # 0 # q;; fir eini € {1,...,s} und j € {1,...,n:}, so ist
d) Fiir allei € {1,...,s} und j € {1,...,n;} gilt

mquLTT<gl)Q;j ¢ <LTT(g1)7 ce 7LTT(g’L'*1>>'

e) Die Elemente ([(qu1, 1), - - (@ings @) -5 (@15 @6)s - -+ (Gsnes @on,)])
und p sind durch die Eigenschaften a)-d) eindeutig bestimmd.

Beweis. Wir zeigen zunéchst a), indem wir die Giiltigkeit der Gleichung

m=quoidy + QD1 T T 19501 T Gsnn9sGen, F P+

in jedem Schritt des Algorithmus nachpriifen. Da nur fiir f = 0 eine Ausgabe
erfolgt, wiaren wir dann fertig. Im 1. Schritt ist die Gleichung mit Sicherheit
erfiillt und der 2. Schritt ist nur zu beachten, falls ein i € {1, ..., s} mit den
geforderten Bedingungen gefunden wird. Dann gilt aber wieder
qmz.gz-qgm + f= fg:((;)) wgw' + f — Eg:((i)) wg;w'.

Im 3. Schritt erhalten wir p + f = p + LM, (f) + f — LM.(f). Eine etwaige
Wiederholung der Schritte 2 und 3 dndert dabei nichts an der Giiltigkeit der
Gleichung. Diese Schritte werden im Ubrigen nur endlich oft durchlaufen, da
jedes Mal der Leitterm von f aufgrund der Wohlordnung von 7 echt kleiner
wird.

Ausschliefllich in 3) erhélt p einen neuen Term und nur dann, wenn die-

ser nicht Vielfaches einer der Leitterme von gy, ..., gs ist. Damit ist auch b)
erfiillt.
Fiir den Beweis von ¢) seien ¢ € {1,...,s} und j € {1,...,n;} mit

¢ij # 0 # q;;- Wir betrachten nun den zugehérigen 2. Schritt im Algorithmus
und erhalten LT, (gi;9:q;;) = LT, (f) <; LT-(m), da der Leitterm von f nach
jedem Durchlauf echt kleiner wird.

Um d) zu zeigen, seien i € {1,...,s} und j € {1,...,n;}. Da im zugehori-
gen 2. Schritt das ¢ minimal gewdhlt wurde, ist LT, (f) kein Vielfaches eines
der Terme LT, (g1),...,LT,(g;—1). Hierbei ist aber

LT.(f) = m%jLTT(gi)q;j'

Fiir den Beweis von e) seien ([(r11,771), - -5 (Pimys Py )]s - - 5 [(Ts1,751)5 - - -
(Tsme» Tem, )]) und p’ zwei weitere Elemente, die die Bedingungen a)-d) erfiillen.
Damit ergibt sich
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0 = Q1191Q11 + T Qi 91910, — 7’11917“/11 - 7’1m1917’/1m1
+ QSIQSQ;l +...+ qsns9sqsns, — Tslgs'rlsl T e T Tsmsgs,r;ms
+p—p

mit my, ..., ms € N. Wegen a) folgt nun LT, (p—p') € (LT (1), ..., LT, (gs)).
Damit wiirde dieser Term tatséchlich in der Summe auftreten. Da diese aber
Null ergibt, muss demnach p = p’ gelten. Aus der Bedingung d) l&sst sich
weiter folgern, dass die Leitterme von Summanden in verschiedenen Zei-
len paarweise verschieden sind. Mit der obigen Argumentation bzw. mit
2.2.6 a) gilt somit, dass die Summe in jeder Zeile bereits Null ergeben muss.
Fir alle i € {1,...,s} und j,k € {1,...,n;} mit j > k haben wir dabei
LT (qi59:q;) < LT-(qingiqyy,). Wir erhalten also n; = m; und g¢;;g:q;; =
1i59i7;;- Demnach ist ¢;; = ri; und ¢j; = rj; fir alle i € {1,...,s} und
jed{l,...,n;}. O

Das Element p € F' in der Ausgabe des Algorithmus wird auch der nor-
male Rest NR, g(m) von m bzgl. G = (g1, ..., gs) genannt. Er hingt i. Allg.
von der Reihenfolge der Elemente ¢4, . . ., gs ab. Der néchste Abschnitt wird in
diesem Zusammenhang zeigen, dass dies nicht der Fall ist, wenn {g1,..., s}
eine 7-Grobnerbasis von (g1, ..., gs) ist.

2.4 Termersetzungssysteme

In diesem Abschnitt werden wir fiir eine Teilmenge G C F' eine Relati-
on auf den Elementen von F' einfiithren. Fiir zwei Elemente m; und ms, die
in Relation stehen, ist dann m; — ms in dem von G erzeugten zweiseitigen
Untermodul von F' enthalten. Hier l&sst sich auch schon der enge Zusammen-
hang mit dem Divisionsalgorithmus erkennen. Denn fiir m € F' wissen wir
bereits, dass m — NR, g(m) € (G) gilt. Dem normalen Rest NR, g(m) wird
dabei noch eine gesonderte Bedeutung zugewiesen.

Definition 2.4.1 Seien g, m € F.

1) Existieren ein Term w;e;w; € Supp(m) und Elemente wo, w) € X* mit
wo LT (g)wh = wye;wy, dann sagen wir g reduziert m in einem Schritt
zam' =m — ﬁ(g)wggwé. Wir notieren dies mit m —2 m/. Hierbei ist ¢
der Koeffizient von wye;w] in m.

2) Fir G C F bezeichne %, den reflexiven und transitiven bzw. << den

. . L. g .
reflexiven, symmetrischen und transitiven Abschluss von | J gec ——- Die

Relation —= heiBt Reduktions- oder Termersetzungssystem.
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3) Ein Element f € F heifit irreduzibel bzgl. i, falls es kein g € G und
kein f' € F\{f} gibt mit f - f'.

4) Ein Termersetzungssystem %, heit noethersch, falls es keine unendli-
che Reduktionskette gibt. Es heifit konfluent, falls fiir alle f, f1, fo € F
mit f <, fiund f <, fo ein Element f3 € I existiert mit f; <, f3
und f5 <, f3. Es heifit lokal konfluent, falls fiir alle g1, g2 € G und
fofi, fo € Fmit f 2% fyund f 25 f, ein Element f; € F existiert

mit f; <, f3und fo <, f3. Ein noethersches und konfluentes Termer-
setzungssystem heifit konvergent.

Bemerkung 2.4.2 Sei G C F\{0}.

a) Das Termersetzungssystem 9, ist stets noethersch. Denn angenommen,
es gibt eine unendliche absteigende Reduktionskette f; 2 f, 25 ...
mit f; € F und g; € G fiir alle ¢ € N. Dann ergibt sich aber durch

LT,(f1) >, LT,(f2) >, --- eine unendliche absteigende Kette von Ter-

men im Widerspruch dazu, dass 7 eine Wohlordnung ist. Also ist <,
noethersch.

b) Es ldsst sich zeigen, dass das Termersetzungssytem S, genau dann kon-
fluent ist, wenn es lokal konfluent ist. Ein Beweis hierfiir findet sich z.B.
in [4], Theorem 4.

Beispiel 2.4.3

a) Wir betrachten wieder Beispiel 2.3.1. Dabei ergibt sich m LN Tie1 T+
T2 T9es+ToeaTo+ 63 I poeomy—TrE9+ 69 = NR; (g1,90)(m). Wir erhalten
mit NR; (4, ¢,)(m) ein irreduzibles Element.

b) In Beispiel 2.2.10 b) haben wir gesehen, dass fiir g; = x3e;my + 16
und g, = €122 + e, die Menge G' = {g1, g2} keine 7- Grobnerbasis des
Moduls M = {gy, g2) ist. Wir wollen nun m = z}e;x3 bzgl. G reduzieren.
Nun ergeben sich zwei Moglichkeiten. Entweder reduzieren wir mit ¢y
und erhalten m - —x1€1x9 oder mit go, was zu m G, —x3ey fiihrt.
Beide Ergebnisse stellen bzgl. -, irreduzible Elemente dar, sind aber
verschieden. Also ist < nicht konfluent.

Das letzte Beispiel zeigt, dass auch die Eigenschaften eines Termerset-

zungssystems %, davon abhéngen, ob GG eine 7-Grobnerbasis ist oder nicht.
Diese Aussage soll der nachste Satz konkretisieren.

Satz 2.4.4 Sei M ein zweiseitiger Untermodul von F mit Erzeugendensys-
tem G C M\{0}. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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a) G ist eine T-Grobnerbasis von M.

b) Das Termersetzungssystem <, 1st konvergent.
c) Zu jedem m € F existiert genau ein irreduzibles Element NF, p(m) € F

mit m —Z NF; p(m).

d) Fir ein Element m € F gilt m 0 genau dann, wenn m € M.

Beweis. Um a) = b) zu zeigen, sei G also eine 7-Grobnerbasis von M. Nach
Bemerkung 2.4.2 a) ist das Termersetzungssystem %, noethersch.

Zum Beweis der Konfluenz seien m,mi,myo € F mit m &, my und
m -5 my. Wir erhalten nun durch endlich viele Reduktionen irreduzible Ele-
mente mj, my € F' mit my <, my und my <, mY. Dann ist m} —mj € M
und wieder irreduzibel. Da G eine 7-Grobnerbasis von M ist, gébe es fiir
mj —mb # 0 ein g € G, so dass der Leitterm von m)| — m), ein Vielfaches
von LT, (g) ist. Dies steht im Widerspruch zur Irreduzibilitét von m/ —m),
womit m)| = mj, folgt.

Wir wollen nun b) = ¢) beweisen. Sei dazu m € F. Da das Termer-
setzungssystem 9, stets noethersch ist, ist die Existenz eines irreduziblen

Elements NF, p/(m) € F mit m <, NF; p(m) gegeben. Fiir den Beweis der
Eindeutigkeit nehmen wir an, dass es ein zweites irreduzibles Element m’ € F

gibt mit m . Wegen der Konfluenz von -9, existiert nun ein Element
m” € F mit NF, 5/ (m) S m” und m’ -5 m”. Mit der Trreduzibilitéit von
NF; p(m) und m' folgt dann aber NF, y;(m) = m"” =m/.

Fiir den Beweis von ¢) = d) sei zunéchst m € F mit m %, 0. D.h. es

existieren Elemente g1,...,9r € G und my,...,myp_1 € F fiir ein k € N
mit m 25 m; 2 ... By me_1 2 0. Also ldsst sich m schreiben als

m = Zle ciw;giws, wobei ¢; € K\{0} und w;,w; € X* fiir i = 1,...,k. Da
nun G ein Erzeugendensystem von M ist, folgt m € M.
Umgekehrt sei jetzt m € M gegeben. Dann lédsst sich m mit Hilfe von

Elementen g, ..., g, des Erzeugendensystems G darstellen. Dies induziert

m Y29 0. Da 0 nun ein irreduzibles Element und nach ¢) die Normalform

von m eindeutig bestimmt ist, erhalten wir auch m 0.

Um die Implikation d) = a) zu zeigen, sei m € M beliebig. Mit d) gilt
nun m 0, d.h. es existieren Elemente gy,...,g9x € G, ma,...,my € F fiir
ein k € N, so dass m = my omy 2 Emk %, 0. Es lisst sich m
also darstellen als m = Zle cow;giw; mit ¢; € K\{0} und w;,w; € X* fiir
1 =1,..., k. Im i-ten Schritt der Reduktion wird dabei immer ein Term von
m; durch kleinere bzgl. der Modultermordnung 7 ersetzt. Da die Reduktions-
kette bei 0 endet, muss dies auch fiir den Leitterm von m in einem der Schritte
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gelten. Damit erhalten wir LT, (m) >, LT, (w;gw}) fiir alle ¢ € {1,...,k}.
Mit Satz 2.2.11 folgt nun die Behauptung. a

Definition 2.4.5 Fiir einen zweiseitigen Untermodul M von F' und ein Ele-
ment m € F heifit das oben beschriebene Element NF; ;(m) die Normal-
form von m bzgl. 7.

Es ldsst sich in diesem Zusammenhang zeigen, dass die Normalform eines
Elements nicht von der gewéhlten 7-Grobnerbasis G von M abhéngt, sondern
nur von der Modultermordnung 7 und M selbst.

Bemerkung 2.4.6 Mit der Aussage d) in Satz 2.4.4 lasst sich die Zugehorig-
keit eines Elements m zu einem zweiseitigen Modul M priifen. Dazu muss
zunéchst eine 7-Grobnerbasis G von M berechnet und anschlieffend getestet
werden, ob die Normalform von m bzgl. des zugehorigen Termersetzungssys-

tems —Z gleich Null ist.

Wir wollen nun einige einfache Eigenschaften der Normalform angeben.
Es wird sich dabei herausstellen, dass fiir eine endliche 7- Grobnerbasis die
Normalform eines Elements gleich dem normalen Rest aus dem Divisions-
algorithmus ist.

Korollar 2.4.7 Sei M ein zweiseitiger Untermodul von F mit 7-Grébnerba-
sis G € M\{0}. Dann gilt fir m,my,my € F':

CL) NFT,M(ml + mg) = NFT,M(ml) + NFT7M<m2);

b) NFT,M(NFT,M(m)) = NFﬁM(m).

c) Ist G = {q1,...,9s}, so stimmen fir G = (g1,...,9s) die Normalform
NF; p(m) und der normale Rest NR; g(m) tberein.

Beweis. Fiir den Beweis von a) seien mq, my € F. Hieraus folgt zunéchst

my + Mo — (NFT,M(ml) + NFﬂM(mg))
= (Z’I’Ll — NF7—7M(m1)/> 4+ (mg — NFT,M(mQZ) e M.

-~ -~

eM eM
Es ergibt sich also m; + mo <, NF; p(my) + NF, pr(mg). Weiter ist das

Element NF, 5;(my) + NF, 5/(m2) irreduzibel bzgl. %, und damit die nach
Satz 2.4.4 eindeutig bestimmte Normalform von my + ms.
Der Beweis von b) beruht auf der Tatsache, das die Normalform von m

bereits irreduzibel bzgl. %, ist. Die Normalform eines irreduziblen Elements
ist nun wegen der eben erwiahnten Eindeutigkeit stets das Element selbst.
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Bleibt noch ¢) zu beweisen. Dazu sei m € F und G = (¢1, ..., gs). Wir er-
halten mit NR, g(m) ein irreduzibles Element, denn jeder Term im Tréger von
NR, g(m) ist nach Satz 2.3.2 b) nicht in LT, {M} = (LT,(¢1),...,LT(gs))

enthalten. Da weiter m — NR,g(m) € M ist, gilt m <, NR, g(m). Damit
folgt insgesamt NR, g(m) = NF, ps(m). O

Fiir endliche Grébnerbasen entsprechen sich also die Begriffe der Normal-
form und des normalen Rests. Damit héngt auch der normale Rest nicht mehr
von der Reihenfolge der Elemente in G ab und ist somit eindeutig bestimmt.

2.5 Der Buchberger-Algorithmus

In diesem Abschnitt geben wir eine Prozedur an, mit der wir anhand eines
endlichen Erzeugendensystems eines zweiseitigen Untermoduls M von F eine
7-Grobnerbasis G von M berechnen konnen. Es handelt sich dabei um eine
sogenannte aufzihlende Prozedur, d.h. sie muss nicht zwangsldufig terminie-
ren und die Vereinigung aller im Verlauf der Prozedur berechneten Elemente
liefert eine 7-Grébnerbasis von M.

Die zugrundeliegende Idee dabei ist zu iiberpriifen, ob das gegebene Erzeu-
gendensystem bereits eine 7-Grobnerbasis ist. Ist dies nicht der Fall, so wird
es durch geeignete Elemente solange erweitert, bis es die Bedingungen einer
7-Grobnerbasis erfiillt. Wir haben bereits gesehen, dass dies gewéhrleistet
ist, falls fiir jedes Element m € M der normale Rest NR. g(m) gleich Null
ist. Nun ist es natiirlich nicht effektiv, dies fiir jedes Element nachzuweisen.
Aber es ldsst sich zeigen, dass es geniigt, nur ganz bestimmte Elemente auf
diese Bedingung hin zu iiberpriifen, die sogenannten S-Vektoren.

Definition 2.5.1 Sei [ eine Indexmenge und G = {g;|i € I} C F\{0}.
Ein Paar (i,7) mit 7,7 € [ und i < j heifit kritisches Paar von G, falls
Terme w;, w;, w;, w; € X* existieren, so dass w;LT;(gi)w; = w;LT,(g;)w]
gilt. Die Menge aller kritischen Paare sei mit B bezeichnet. Zu jedem solchen
kritischen Paar (i, j) ist der S-Vektor wie folgt definiert:

Sij =

/ 1 /
WiGiW; — TE, (g;) WidiWj»

wobei w;, wi, wj, w; € X* so gewdhlt sind, dass w; und w; kein gemeinsames
Prifix bzw. w; und w’; kein gemeinsames Suffix haben.

_ 1
LCr(9:)

Dass die Betrachtung der S-Vektoren eines Erzeugendensystems G von M
tatsdchlich ausreicht, um G als eine 7-Grobnerbasis von M zu identifizieren,
zeigt der folgende Satz.
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Satz 2.5.2 (Das Buchberger-Kriterium)
Sei G = {g;|i € I} C F\{0} mit einer Indexmenge I, sei M der von G
zweiseitig erzeugte Untermodul von F und B die Menge der kritischen Paare

von G. Dann ist G genau dann eine T-Grébnerbasis von M, wenn S;; G, 0
fiir alle Paare (i,j) € B.

Beweis. Ist G eine 7-Grobnerbasis von M, so gilt nach Satz 2.4.4, dass
m -5 0 fir alle m € M. Nun ist der S-Vektor S;; ein Element von M
fur jedes kritische Paar (i, 7) € B. Damit gilt also .S;; 0.

Gelte nun umgekehrt S;; -, 0 fiir jedes kritische Paar (7, j) von G. Nach
Satz 2.4.4 und Bemerkung 2.4.2 b) geniigt es zu zeigen, dass das Termer-

setzungssystem %, lokal konfluent ist. Seien dazu m,my, mg € M, so dass
gilt m 2 my und m N me mit g;,g; € G. Wir miissen nun ein Element

ms € M finden mit my £, ms und me C, ms. Sel m; = m — c;w;g;w; und
my = m — cjw;g;w;, wobei ¢;, ¢; € K\{0} und w;, wj, w;, w; € X*. Angenom-
men, es gilt w; LT, (g;)w; # w;LT,(g;)wj. Dann sei O.B.d.A. w;LT,(g;)w; >~
w; LT, (g;)w). Gilt nun w;LT.(g;)w; € Supp(wigiw;), so erhalten wir mit
Mg = M — CW;g;W; — C;W; gjw; ein Element in M und die Reduktionsschritte

mi —% ms und my —2 ms. Fiir den Fall w; LT, (g;)w; € Supp(w;gsw;) ergibt
sich das Element mg = m — c;w;g;w; — (¢; — #(ng))wjgjw}, wobei ¢ € K\{0}
der Koeffizient von w;LT;(g;)w’ in w;giw; ist. Die zugehorigen Reduktions-
schritte sind m; N ms und msy 25 m — Ciw; g;w; — cjwjgjw} LN ms.

Sei also nun w; LT, (g;)w; = ijTT(gj)w;. Dann ist mg — my = cw;g;w, —

Cjw;giw; = c;LC;(g:)S;; und es folgt nach Voraussetzung ms — my 0.
Wir erhalten also eine Reduktionskette der Form
My — My — My — My —Cilwilgi1w§1 =fi 5= Je =0,

wobei k € Ny, ¢;; € K\{0}, w,w;, € X* und g;, € G fiir [ = 1,..., k. Ist
¢y der Koeffizient von w;, LT+(g;, )w;j, in my bzw. ¢, der Koeffizient in ms, so
gilt ¢} # ¢, und ¢;, = ¢, — ¢|. Es ergeben sich damit die Reduktionsschritte
mi —% my — ciw;, g, wi, = hy und my 2 ey — cyw;, gy, wi, = hf. Also ist
fi = h} — hy. Mit Induktion nach k folgt nun, dass Elemente hy, b}, € M
existieren mit m; -, hi, Mo -, hj und fp = h) — hy = 0. Somit erhalten
wir das gesuchte Element mg3 = hy, = hj, und die lokale Konfluenz des Term-

G
ersetzungssytems —. O

Mit obigem Kriterium gelangen wir nun zu der folgenden Prozedur. Da-
bei werden aus der Menge B Elemente mit einer , fairen Strategie® entnom-
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men. Der Begriff ,fair“ soll dabei andeuten, dass jedes Element, welches ir-
gendwann zu B hinzugefiigt wurde, auch tatséchlich im Laufe der Prozedur
gewdhlt wird. Eine faire Strategie konnte z.B. darin bestehen, die Menge B
als Liste zu interpretieren, wobei stets das erste Element der Liste ausgewahlt
und jedes neue am Ende angefiigt wird.

Satz 2.5.3 (Der Buchberger-Algorithmus)

Seit G ={g1,...,9s} € F\{0}, sei M der von G erzeugte zweiseitige Unter-
modul von F und G = (g1, ...,9s). Wir betrachten die folgenden Instruktio-
nen:

1) Sei s’ = s und B die Menge der kritischen Paare von G.

2) Ist B= 0, gib G aus und stoppe. Andernfalls wihle ein Paar (i,j) € B
unter Verwendung einer fairen Strategie und entferne es aus B.

3) Berechne den S-Vektor S;; und den normalen Rest NR.g(S;;). Ergibt
sich NR;g(S;;) =0, so fahre mit Schritt 2) fort.

4) Erhéhe s um 1. Fige g¢ = NR,;g(S;;) 2u G und die Menge der Paare
{(4,8") |1 < i < & und (i,s") bildet ein kritisches Paar} zu B hinzu.
Fahre dann mit Schritt 2) fort.

Dies ist eine Prozedur, die eine T-Grébnerbasis G von M aufzdhlt. D.h.
die Vereinigung aller derjenigen Elemente, die im Verlauf der Prozedur in
Schritt 4) zu G hinzugefiigt werden, mit der gegebenen Menge G bildet eine
T-Grobnerbasis von M. Besitzt M eine endliche T7-Grobnerbasis, so stoppt sie
nach endlich vielen Schritten und das ausgegebene Tupel G ist eine endliche
T-Grobnerbasis von M.

Beweis. Wir wollen zunéchst zeigen, dass die Prozedur tatséchlich eine
7-Grobnerbasis berechnet. Nach Satz 2.5.2 muss dazu gepriift werden, ob
fiir jedes kritische Paar (i,7), das irgendwann im Verlauf der Prozedur zu
B hinzugefiigt wird, der zugehorige S-Vektor zu Null reduziert. Zuerst ist
festzustellen, dass aufgrund der in Schritt 2) fair gewihlten Strategie jedes
kritische Paar auch bearbeitet wird. Fiir ein solches Paar (7, j) wird nun in
Schritt 3) der normale Rest des zugehorigen S-Vektors S;; berechnet. Ent-
weder ist dieser bereits gleich Null oder es wird ein neues Element gy zu G
hinzugefiigt, das nun S;; zu Null reduziert.

Es bleibt jetzt noch zu beweisen, dass bei der Existenz einer endlichen
7-Grobnerbasis G' = {g},...,g;} von M die Prozedur auch terminiert. Sei
dazu G die von der Prozedur aufgezéhlte 7-Grobnerbasis. Dann existiert zu
jedem j € {1,...,k} ein Element g;; € G, so dass LT,(g;) ein Vielfaches von
LT:(g;,) ist. Wir erhalten also
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LT.,-{M} = {wlLTT(gg)wg ‘j € {1, cey /{:},wl,wg € 2*}
C{wil T (gi, w2 |j € {1,... .k}, w,wo € 27}
C {wilT-(gi)wa |7 € {1, ... ,max{ir,... ix}}, w1, w2 € X7}
C LT {M}

und damit eine 7-Grébnerbasis {g1, . . ., Gmax{is, ..., ik}} von M. Wurde nun also
das Element gyax{i,,...i,} an das Tupel G angehéingt, so reduzieren alle Sj;
zu 0. Es wird also durch die Prozedur kein weiteres Element an G angefiigt
und alle Paare (i, 7) € B werden abgearbeitet, d.h. die Prozedur endet. O

Wir haben also nun die Moglichkeit, Grobnerbasen zu berechnen. Diese
sind nicht immer bzw. nur selten endlich. Es kann also passieren, dass die
Prozedur nicht endet. In diesem Fall wird sie hdufig zu einem gewissen Zeit-
punkt abgebrochen und die bis dahin berechneten Elemente der Grobnerbasis
ausgewertet. Es wird oft keine vollstandige Grobnerbasis benotigt. Zumeist
interessieren nur Elemente bis zu einem bestimmten Grad, so dass diese Er-
gebnisse ausreichen.

Des Weiteren stellt die angegebene Prozedur nur die Grundform des Buch-
berger-Algorithmus dar. Sie lasst sich noch zum Zweck der Effizienz an vielen
Stellen optimieren. So bleibt hier zum Beispiel offen, mit welcher Strategie
das jeweils néchste kritische Paar ausgewahlt wird.

Wir wollen den Buchberger-Algorithmus nun an einem Beispiel demon-
strieren.

Beispiel 2.5.4 Sei K = Q und X = {x,22}. Weiter sei F' der freie von
{e1, €2} zweiseitig erzeugte Q[X*]-Modul und 7 = PosLLex die gewihlte Mo-
dultermordnung.

a) Sei M = (g1, g2) ein zweiseitiger Untermodul von F und G = (g1, 92)
mit g; = Tow1€179 + €1 und go = €173 + x169. Wir erhalten also zunichst
B = {(1,2)}, wahlen das kritische Paar (1,2) und entfernen es aus B.
Als zugehoriger S-Vektor ergibt sich

_ _ 2, .
Si2 = q1T2 — TaT1g2 = €172 — ToXi€a = g3.

Es ist nun g3 = NR, g(S12) und nach Schritt 4) haben wir G = (g1, g2, 93)
und B = {(1,3),(2,3)}. Wir wéhlen (1,3) als néchstes Paar mit

_ _ 2, .
S13 = g1 — Taw1g3 = €1 + TaT1T2TTE2 = 4.

Es gilt wieder, dass g4 = NR;g(S13) und damit G = (g1, g2, g3, 94) sowie
B =1{(2,3),(1,4),(2,4),(3,4)}. Fiir das Paar (2,3) ergibt sich der S-

Vektor ,
Sog = go — g2 = ToTiesTy + T1€3 =: gs.
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Mit g5 = NR, g(Ss3) erhalten wir das Tupel G = (g1, g2, g3, 94, g5) und
B =1{(1,4),(2,4),(3,4)}. Es lasst sich weiter Folgendes berechnen:

S14 = g1 — TaT194T2 = €1 — I2$1$2$1$2$%€2$2
D Rk Lo Lo T Ty — ToT i ToT ey
LN xgxlxzﬁeQ — 1‘2.1:11'2];%62 =0,
Sot = G2 — 4T3 = —ToT1ToTi€2T5 + T1e€o
L roxlesrs + 1160 L5 —x109 + 1109 = 0,
Ss4 = g3 — gaTy = —TaT1ToTTCoTy — TaTiey
L zoaxdey — xoxde; = 0.
Demnach endet die Prozedur und gibt das Tupel G = (g1, 92, g3, 94, g5) als
7-Grobnerbasis von M aus. Hierbei ist zu bemerken, dass auch {g4, g5}
eine 7-Grobnerbasis von M ist, da LT, (¢1), LT, (g2) und LT, (gs5) Viel-
fache von LT, (g4) sind.
Andern wir die Elemente g, und g, nur geringfiigig ab, so erhalten wir ein
ganz anderes Ergebnis. Sei also g1 = xox1e129+ €5 und go = elxg + x1€7.
Wir starten wieder mit G = (g1,¢2) und B = {(1,2)}. Fiir das Paar
(1,2) ergibt sich hierbei der S-Vektor

512 = §1T2 — TX1g2 = —ZEQJ,’%Gl + €y = NRT,g(Slz) =133

und es ist G = (g1, 92, 93) bzw. B = {(2,3)}. Wir entfernen das Paar
(2,3) aus B und erhalten

Soz = Toxigs + g373 = waxie; + eax3 = NR, g(S93) =: gu.
Damit ist nun G = (g1, g2, g3, 94) und B = {(2,4)}. Der S-Vektor fiir das
Paar (2,4) ist

Soy = 2923 gy — gax3 = waxie; — ear) = NR, g(S24) =: g5
Es ergibt sich also G = (g1, g2, 93, 94, g5) bzw. B = {(2,5)}. Es ldsst sich
erkennen, dass sich die Prozedur im weiteren Verlauf analog zu den letz-
ten Schritten verh&lt. D.h. der zu berechnende S-Vektor des jeweiligen
kritischen Paares in B hat stets eine von Null verschiedene Normalform

und B wird um genau ein neues Paar erginzt. Die Prozedur wird nicht
enden. Also besitzt M keine endliche 7-Grébnerbasis.

Das Beispiel in a) hat gezeigt, dass es Elemente in einer 7-Grobnerbasis G

geben kann, ohne die G immer noch eine 7-Grobnerbasis bildet. Das fiihrt
uns zu einer speziellen Art von 7-Grébnerbasen. Bevor wir diese definieren,
benotigen wir noch folgendes theoretische Detail.

Satz 2.5.5 Sei M ein zweiseitiger monomialer Untermodul von F. Dann
besitzt M genau ein minimales Erzeugendensystem.
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Beweis. Da M ein monomialer Modul ist, existiert ein Erzeugendensystem
G C M bestehend aus Termen in T(F'). Werden aus dieser Menge nun alle
Elemente entfernt, die Vielfache eines anderen sind, so erhalten wir eine Men-
ge G C @G, die nicht weiter verkleinert werden kann. Dies zeigt die Existenz
eines minimalen Erzeugendensystems.

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit sei G2 ein weiteres minimales Erzeu-
gendensystem von M. Zu einem Element g € G, gibt es nun ein h € G,
so dass gilt ¢ = wihw| fiir geeignete wy,w] € X*. Analog existiert zu h
aber auch ein ¢ € G und we,wh € X* mit h = weg'wh. Es folgt al-

so g = wihw] = wyweg'whw| und wegen der Minimalitdt von G; daher
g = ¢ = h. Wir haben damit G; C G5 gezeigt. Die andere Inklusion folgt
nun analog. O

Definition 2.5.6 Sei M ein zweiseitiger Untermodul von F'. Eine 7-Grobner-
basis G C M\{0} von M heifit reduzierte T7-Grébnerbasis von M, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind:

1) LC,(g) =1 fiir alle g € G.

2) Die Menge {LT,(g)|g € G} ist ein minimales Erzeugendensystem von
LT, (M).

3) Supp(g — LT, (9)) NLT {M} =0 fur alle g € G.

Bisher war es nicht moglich, eine eindeutige 7-Grobnerbasis fiir einen zwei-
seitigen Modul M anzugeben. Der Begriff der reduzierten 7-Grobnerbasis
liefert hier nun Abhilfe, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 2.5.7 Ist M ein zweiseitiger Untermodul von F, so existiert genau eine
reduzierte T-Grobnerbasis von M.

Beweis. Sei G C M\{0} eine 7-Grobnerbasis von M. Wir ersetzen nun
1

jedes Element g € G durch Y Damit erfiillt G bereits Bedingung
1) aus Definition 2.5.6. Um auch 2) zu erfiillen, entfernen wir jedes Ele-
mente g aus G, dessen Leitterm ein Vielfaches eines Elements der Menge
{LT,(f)| f € G\{g}} ist. Wir erhalten somit ein minimales Erzeugendensys-
tem G’ C G von M, welches immer noch eine 7-Grobnerbasis ist.

Fiir g € G’ schreiben wir nun g = LT, (g)+h und ¢’ = LT, (g9) + NF, p(R).
Wir zeigen, dass G” = {¢'|g € G'} eine reduzierte 7-Grobnerbasis von M

ist. Es ergibt sich zunéchst G” C M\{0}, denn fiir ¢/ € G” gilt ¢’ # 0 und
¢ =g—(h—NF,p(h)) € M.
—/_/
eM

Weiter ist LT, (¢') = LT, (g) fiir alle ¢ € G” und damit G” eine 7-Grébner-
basis von M, die 1) und 2) erfiillt. G” erfiillt auch 3), denn fir ¢ € G” ist
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Supp(¢’ — LT (¢')) = Supp(NF_,,(h)) € T(F)\LT{M}, da NF, »(h) irre-

duzibel bzgl. st

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Seien dazu G und H zwei re-
duzierte 7-Grobnerbasen von M. Fiir ein g € G existiert nun ein h € H,
so dass LT, (g) = w, LT, (h)ws fiir geeignete wy,wy € X*. Ebenso muss es
ein ¢’ € G und wi,w) € X* geben mit LT, (h) = wiLT,(¢")wh. Es folgt also
LT.(9) = wywiLT, (¢ )whw, und damit ¢ = ¢, da G nach Voraussetzung
die Bedingung 2) erfiillt. Zugleich ergibt sich auch LT,(g) = LT.(h). Ferner

haben wir ¢ — h € M und g — h ist nach 3) irreduzibel bzgl. -, Mit Satz
2.4.4 gilt demnach g = h. Es folgt also G C H und mit der anderen, analog
zu beweisenden Inklusion erhalten wir die geforderte Gleichheit. a

Reduzierte 7-Grébnerbasen geben uns nun zum Beispiel die Moglichkeit,
zwei Moduln auf Gleichheit zu iiberpriifen. Dazu miissen wir lediglich die
jeweiligen reduzierten 7-Grobnerbasen berechnen und diese auf Gleichheit
testen.

2.6 Grobnerbasen fiir Ideale

In diesem Abschnitt wollen wir den Spezialfall der zweiseitigen Ideale von
K[X*] studieren. Um die im vorherigen Abschnitt erarbeitete Grébnerba-
sistheorie fiir zweiseitige Moduln anwenden zu konnen, ordnen wir jedem
zweiseitigen Ideal eineindeutig einen Restklassenmodul eines zweiseitigen Un-
termoduls zu. Wir betrachten dazu den Fall r = 1, d.h. den freien von {e}
erzeugten zweiseitigen Modul Fi. Im Folgenden wird der zweiseitige Unter-
modul N = (x;e—ex; |i =1,...,n) von Fj eine wichtige Rolle spielen. Weiter
sei o stets eine Termordnung auf Y* und 7 = Posco die zugehorige Modulter-
mordnung auf T(Fy). Fur G = {f1,..., fs} € K[X*] bezeichne (fi,..., f)
das von G erzeugte zweiseitige Ideal von K[X*].

Grobnerbasen fiir zweiseitige Ideale lassen sich zunéchst analog zu denen
fiir Moduln definieren.

Definition 2.6.1 Sei o eine Termordnung auf X* und I ein zweiseitiges
Ideal von K[X*]. Eine Menge G C I\{0} heifit (zweiseitige) o-Grobner-
basis von I, falls gilt

LT, {I} = {wLT,(g9)ws| g € G,wy,ws € X*}.

Es lédsst sich nun der folgende Zusammenhang zwischen dem Polynomring
K[X*] und dem Modul F; feststellen.
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Satz 2.6.2 Sei N der von {x;e — ex;|t = 1,...,n} erzeugte zweiseitige
Untermodul von Fy. Dann induziert die Abbildung 7w : Fy — KI[X*] mit
m(e) =1 einen Isomorphismus © von Fy/N nach K[X*].

Beweis. Die Abbildung 7 ist nach der universellen Eigenschaft des freien
zweiseitigen Moduls F; aus Satz 2.2.2 ein Homomorphismus und offensicht-
lich surjektiv.

Es bleibt noch Kern(7) = N zu zeigen. Hierbei ist nur die Inklusion ,,C“ zu
beweisen. Wir nehmen dazu an, dass ein Element m € Kern(7)\N existiert.
Dabei sei m so gewiihlt, dass LT, (m) minimal ist. Fiir m = 22:1 c;w;ew) mit
¢; € K\{0} und w;,w; € ¥* firi =1...,1 ist also 7(m) = 22:1 c;w;w; = 0.
In der Menge {w;w}|i = 1,...,1} gibt es nun bzgl. ¢ ein maximales Ele-
ment. O.B.d.A. sei dies wyw}. Ist A = {k|k € {1,...,l},wpw, = ww}},
so gilt |A] > 2. Es existiert demnach ein j € A mit j # 1. Wir erhal-
ten mit m' = m — cqwiew] + cqw;ew’; wieder ein Element im Kern von

J

7, denn cywiew] — cleew;- € N. Dann ist aber m’ € N, weil sonst auch
m = m' + ciwiew; — cqwjew; € N gelten wiirde, und LT, (m') <; LT, (m)

im Widerspruch zur Wahl von m. O

Welche Auswirkung die Quotientenbildung mit dem zweiseitigen Unter-
modul N hat, zeigt das folgende Resultat.

Lemma 2.6.3 Seien v € N und iy,...,i, € {1,...,n}. Dann gilt

v

€Tiy "+ Tj, = Ty +* Ti,€T4, ., - T, mod N

fiir jedes p € {1,...,v}.

Beweis. Seien v € N, iy,...,4, € {1,...,n} und p € {1,...,v}. Wir zeigen
nun ex;, - - T, — T+ T, €4, -+ T3, € N mit Induktion nach p. Fir p =1
erhalten wir direkt ex;, - - - x;, — x;,ex;, - - x;, = (ex;, — xje)xy, -+ x;, € N.
Sei jetzt p > 2. Dann ist

v
61‘7/1 Y xZ,} —_— le “ .. ‘/‘E’LMGJJZH+1 e x’l,
= 61’,‘1 Ty, — ZL’Z‘l s $i#716$iu s IZ‘V + l‘il s Iiufl(el‘iu — xiue)xiﬁl eIy

v

Der letzte Summand ist bereits ein Element von N. Nach Induktionsvoraus-
setzung umfasst N auch den verbleibenden Teil der Summe, womit wir die
Behauptung bewiesen haben. O

Die Menge der zweiseitigen Ideale I von K[X*] entsprechen via 7 nun
eineindeutig der Menge der Restklassenmoduln zweiseitiger Untermoduln von
F}. Dabei ist 7 der von 7 : Fi — K[X*], m(e) = 1 induzierte Isomorphismus
aus Satz 2.6.2.



2. Grobnerbasen fiir zweiseitige Moduln 31

Lemma 2.6.4 Sei G ={f1,..., fs} C K[X*]\{0}, sei I das von G erzeugte
zweiseitige Ideal von K[X*], set G = {efi,...,efs} € Fy und M der von
G erzeugte zweiseitige Untermodul von Fy. Dann ist 7= 1(I) = M; + N.

Beweis. Da N = Kern(m) gilt, erhalten wir sofort 7(M; + N) = n(M;) C [
und damit die Inklusion ,, 2 “.

Sei nun umgekehrt m € 7~(I). Dann ist 7(m) € I, d.h. wir kénnen 7 (m)
schreiben als m(m) = > 7, > oy cijwij fiwy; mit ¢ € K, wij, w; € X fiir

t=1,...,sund j € N, wobei nur endlich viele der ¢;; von Null verschieden
sind. Mit m — Zle > Jjen CijWije fing erhalten wir somit ein Element aus
Kern(m). Alsoist m € Y77, >~ cijwijefiwy; + N € My + N. O

Wir kénnen jetzt unsere Kenntnisse iiber die Theorie der Grobnerbasen auf
den Modul 771(I) anwenden. Die dabei gewonnenen Ergebnisse iibertragen
wir anschliefend durch den Homomorphismus 7 auf das Ideal I. Auf diesem
Weg ldsst sich nun eine Grébnerbasis von I bestimmen.

Satz 2.6.5 Sei G = {f1,...,fs} C K[X*]\{0}, sei I das von G erzeugte
zweiseitige Ideal von K[X*], set Gy = {efi,...,efs} € Fy und M der von
G erzeugte zweiseitige Untermodul von F.

a) Es gilt LT ,(m(m)) = (LT, (m)) fir alle m € F;.
b) Ist G eine T-Grobnerbasis von My + N, dann ist 7(G)\{0} eine o-
Grébnerbasis von 1.

Beweis. Wir zeigen zunéchst a). Sei dazu m € F; und LT, (m) = wiew)
mit wy, w) € X*. Fir einen von 7(LT,(m)) = wyw) verschiedenen Term ¢
in w(m) existiert ein Term wqew) € Supp(m) mit m(weew)) = t. Es gilt
nun LT, (m) >, weew). Wegen 7 = Poso ergibt sich wyw] >, wyw) und
daher 7(LT,(m)) = wjw] >, wewy = w(weewh) = t. Wir erhalten somit
(LT, (m)) = LT, (7(m)).

Fiir den Beweis von b) sei G eine 7-Grobnerbasis von M; + N. Weiter sei
fe N[0}, dh. f=370 37 cn cijwiy frwy; mit iy € K, wyy, wi; € K* fiir i =
1,...,sund j € N, wobei nur endlich viele der ¢;; von Null verschieden sind.
Zu zeigen ist nun, dass Elemente g € 7(G)\{0} und w,w’ € £* existieren
mit LT, (f) = wLT,(g)w'. Esist f =37, > jen Cijwijefiwy; ein Element in
M; mit w(f) = f. Nach Lemma 2.6.3 gilt auch f = 37_, > jen Cijewij fiwg; €
M;+ N = 77(I). Sei dabei ew mit w € X* der Leitterm von f. Da G eine
7-Grobnerbasis von 7~1(1) ist, existieren also ein § € G und w,w’ € X* mit

LT, (f) = wLT,(g)w’. Dann muss aber w = 1 und LT, (g) = ew” gelten fiir
ein w” € X*. Wir erhalten ew = ew”w’ und mit a)
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LT, (f) = LT, (x(})) = (LT, (J)) = @ = w'u/
— 7(LT, (7))’ = LT, (x(@)w,

Das Element 7(g) € 7(G)\{0} erfiillt also die geforderten Bedingungen. O

Bemerkung 2.6.6

a) Ist G eine reduzierte 7-Grobnerbasis von 771(I), so folgt daraus nicht,
dass auch 7(G)\{0} eine reduzierte o-Grébnerbasis von I ist. Wir be-
trachten als Beispiel dazu das zweiseitige Ideal I = (x129, Toxy, 23, 23)
von Q[X*] mit X = {x1,x9}. Als reduzierte PosLLex-Grobnerbasis
von 7 HI) = (ex139, exyxy, €T}, €Ty, T1€ — exy, Tee — ex) erhalten wir
G = {ex179, exoxy, €23, exd, 116 — exy, Toe — exy, ex2Ty, ex3a; } und damit
T(G)\{0} = {x129, 0wy, 3, 23, 2229, 222, }. Dies ist offensichtlich keine
reduzierte o-Grébnerbasis von 1.

b) Trotz der Existenz einer endlichen o-Grobnerbasis eines Ideals [ fiihrt
der Buchberger-Algorithmus wie in Satz 2.5.3 beschrieben nicht immer
zu einer endlichen Grobnerbasis des zugehérigen Moduls 771 (1). So ist
z.B. {z1} eine LLex-Grobnerbasis des zweiseitigen Ideals I = (z1) von
Q[X*] mit X' = {1, x5}, aber die Berechnung der PosLLex-Grobnerbasis
des Moduls 771(1) = {(ex, 11e—exy, Toe—exs) ergibt die neuen Elemente
{exyzy, ex3zy, ...} und damit ein unendliches Erzeugendensystem.

Abschlieflend wollen wir nun anhand von Satz 2.6.5 explizit Grébnerbasen
fiir zweiseitige Ideale berechnen.

Beispiel 2.6.7 Wir betrachten den Polynomring Q[X*] mit X = {x,z»}
und der Termordnung o = LLex.

a) Sei I das zweiseitige Ideal von Q[X*] erzeugt von f; = 2 — zo und
fo = w129 — 1. Als zugehorigen zweiseitigen Untermodul von Fj erhalten
wir 7 (1) = (g1, g2, g3, ga) mit

g1 = efi = ex? — ewy,

g2 = efa = exyx3 — €,

gs = efs = r1e — ey,

g1 = efy = wae — exy.
Wir berechnen nun mit dem Buchberger-Algorithmus eine 7-Grébner-
basis von 7~ *(I), wobei T = PosLLex gewiihlt ist. Wir starten dabei mit
G = (91,92,93,94) und B = {(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)} als Menge der
kritischen Paare. Fiir das Paar (1, 3) ergibt sich der S-Vektor

g1
S13 = T1g1 — G273 = eTs — T1eTy — —T1eT9 + eToTy
93 g2
— —eT 1T + eX9X] — €T2T1 — € = (5.
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Es ist dann G = (.91792793794795) und B = {<174>7 (273)7 (274)7 (375)7
(4,5)}. Als S-Vektor zum Paar (1,4) erhalten wir

95
S14 = Tog) — gaTs = €ToT? — T9€Ty —— —T9CTy + €T
g4
— —ex% +exy =: gs

und damit G = (g1, g2, 93, g4, g5, gs) bzw. die Menge der aktuellen kriti-
schen Paare B = {(2,3),(2,4),(3,5),(4,5),(3,6),(4,6)}. Alle restlichen
S-Vektoren lassen sich wie folgt zu Null reduzieren.

o g6 g3

So3 = T1Ga—g3T1T9 = €TiT9—T 16 — ers—x1e —> —T1et+er; — 0
95 ga

Soq = Taga — JaT1T2 = €ToT 1Ty — To€ — —Tge + exy — 0

92 g3
535 = (g3T2X1 — X195 = —E€L1T2X1 + 16 — 1€ —exr; — 0
ge g1 g4
Si5 = gaTaT) — Togs = —€TAT| +Toe — —eTI+Toe — Tope—eTy —
0
Sap = 2 _ 2 92 _
36 = J3T5 + T1ge = —€T1T5 + T1€T1 — T1€T1 — €9
93 2 g1
— ex] —exry — 0
S - 2 .3 g6 92 .
46 = 0aT5 + Xage = —€XT5 + Xo€X1 —> —€X 1Ty + T2€T] — T2l — €

94 g5
— erqxr; —e — 0

Da nun B = @ gilt, erhalten wir als 7-Grébnerbasis von 7=1(I)

G = {gla92a93ag4795796}
= {ex? — exq, €T 1Ty — €,T16 — €T, Tol — €Ty, ET9T| — €, —eTa + e }

und damit 7(G)\{0} = {22 — zo, 7120 — 1,201 — 1, —2% + 21} als
o-Grobnerbasis von I. Hierbei ist 7(G)\{0} sogar die reduzierte o-Grob-
nerbasis von /.
Seinun I = (fy, fo, f3) mit fi =23 —1, fo = 23— 1 und f3 = 23209 — 127;.
Dieses zweiseitige Ideal wird im Kapitel 4 noch von Bedeutung sein, da
die erzeugenden Polynome den Relationen in der Gruppendarstellung
der symmetrischen Gruppe S3 entsprechen. Wir betrachten nun wieder
den zweiseitigen Untermodul 7=!(I) von Fj erzeugt von g; = ez} — e,
go = exi—e, g3 = exixy —exoTy, gy = T1€ —exy und gs = T9e — exy. Wir
beginnen den Buchberger-Algorithmus mit G = (g1, o, g3, g4, g5) und
B ={(1,4),(2,4),(3,4),(1,5),(2,5), (3,5)}. Wir erhalten die folgenden
S-Vektoren

S =111 — gurd = ext — e Lo —zie+ex; 250

Sos = T1gs — ga¥3 = ex1 T3 — T1€ = 115 — €Ty =: G-

Say = T1g3 — gaTiTy = exdTy — T1€ToT > —T1eT9Ty + ey

LN —eX1T2X1 + eXg =: gy

S — 3 _ 3 95 3 .
15 = X201 — g5X7 = €X2X] — XT€ — €L2T] — €T2 = g8
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g2 g5
So5 = Tags — g5T3 = exs — Tae — —Tye + exy — 0

535 = T203 — 951‘%1’2 == €[EQCL’%I2 — T9€T2T1 & 61’2[)3%5(]2 — 65(3%{[‘1
L exaxdr, — exy =: go.
Damit ergibt sich jetzt G = (g1,...,90) und B = {(4,6),(5,6), (4,7),
(5,7),(4,8),(5,8),(4,9),(5,9)}. Die zugehorigen S-Vektoren lauten

g3
Sie = g4x1x§ — X109 = —ex%x% + r1ex1 — —ex9r1x9 + r1exq
94 2 .
— —eX2T1T2 + ex] =: g1o-
2 2 gio 2
S56 = 51Ty — T2ge =— —E€TL2T1T5 + Toer1 — —EX{T2 —+ x9exy
g3 95
— x9ex1 — ex9xr; — 0
93
Sir = QaT1Zax1 — T1g7 = —€XTTToT1 + T1€Ty — —ET2TT + T1€To
g4 2 .
— —ET2T] + exr1xe =: g11
gio 3
557 = (5X1T2X1 — TGy — —€LX1T2X1 + XoCTy — —EX] + T2€X2
g1 gs 2 g2
— X9eTy —€ — ex5; —e — 0
Sie = 3 _ _ 3 gr. 2
48 = 04ToX] — T1gs = —eX1ToX] + T1€Tg — —EToX] + T1eTo
gi1 g4
— T1€Tx9 — EL1Xy —
Srg — 3 _ 2.3 g2, .3
58 = g5T2T] Togs = —E€THTY + Tolxo — €xy + ToeXo
g1
—>x26x2—e—>6x2—e—>0
Sy = 2 _ g7
49 = g4X2X1{T2 — X199 = —6$1$2[E1$2+[E1€ZE1 —— —eIT9T1To + T1EX1

gio 2 94
2 riex; — ex] — 0

2 2,2 92 2
Ss9 = g5T2T{Ty — Tafy = —ETZT{To + To€T] — —€T{To + T2€T1

g3 g5
— x9ex1 — ex9x; — 0
und wir haben nun G = (gy,...,911) bzw. B = {(4,10), (5,10), (4, 11),

(5,11),(8,11),(9,11)}. Die entsprechenden S-Vektoren reduzieren alle zu
Null:

g7
Si10 = gaToX1 Ty — T1g10 = —ET1ToT1 Ty + T1€TT — T1€TT — e
92 2 94 3 g1
— x1ex] —e — ex] —e — 0
_ _ 2 2 92 2
S5710 = g5T2X1T2 — X210 = —€ET5T1T2 + Xo€X] — X2€X] — €X1X2
g5 2 g11
— exox] — exr1xy — 0
S _ 2 _ 2 97 _
411 = 42X — X111 = —E€T1X2X] T T1€X1T2 — T1€XT1T2 — €T2X1
94 2 g3
— ex{Ty — exoxr; — 0
[ 2 _ 2.2 92 2
511 = G5X2T7 Togi11 = —€E€TTY + T9lX 1Ty — To€X1To €Ty
95 2 4g1o0
— eTax1T2 —exy — 0
S o . gr
811 = g — 1171 = €x1Tox1 — exy — 0
So,11 = = ex123 50
9,11 = g9 — J11T2 = €X1T5 — €T .
Insgesamt erhalten wir also mit G = {g1,...,911} eine 7-Grobnerbasis
von 7~ (I) und mit
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_ {3 2 2 2
T(G)\{0} = {a} — 1,25 — 1, 2720 — xoxq, 105 — T1, —T102%1 + 2,
3 2 2 2
Lok} — Tg, LoX{Toy — Ty, —TaT1Tg + TT, —ToTT + T1T2}

eine o-Grobnerbasis von I. Die reduzierte o-Grobnerbasis von [ ist
demnach

3 2 2 2 2
{z3 — 1,25 — 1, 2729 — Xom1, X1ToT1 — T, ToX1To — TT, Lo — T Lo}



Kapitel 3

Syzygienberechnung

Nachdem wir nun die Theorie der 7-Grobnerbasen fiir zweiseitige Un-
termoduln M zweiseitiger freier K[X*]-Moduln kennen gelernt haben, wol-
len wir uns in diesem Kapitel mit dem eigentlichen Thema dieser Arbeit
beschéftigen, der Berechnung von Syzygien. Die Aufgabe besteht darin, zu
einem gegebenen Tupel (g1, ..., gs) € F® Tupel nicht-kommutativer Polyno-
me q;,q;; € K[X*] zu finden, so dass die Gleichung )7, ZjeN ¢j9iq;; = 0
erfiillt ist. Hierzu betrachten wir zunéichst in Abschnitt 1 den Fall, dass es
sich bei ¢y, ..., gs um Monome handelt. Die dabei gewonnenen Erkenntnis-
se versuchen wir im 2. Abschnitt auf beliebige Elemente zu erweitern. Es
stellt sich aber heraus, dass dies nicht fiir alle Tupel méglich ist. Eine zentra-
le Rolle spielt dabei der Zusammenhang mit den in Kapitel 2 eingefiihrten
7-Grobnerbasen. Um auch Syzygien von den iibrigen Tupeln berechnen zu
konnen, gehen wir dann auf die Eliminationstheorie ein. Insbesondere stellt
die sogenannte Komponenten-Elimination, mit der wir uns im vorletzten Ab-
schnitt befassen, die Losung dieses Problems dar. Zum Abschluss dieses Ka-
pitels préasentieren wir Prozeduren zur Berechnung aller Syzygien von Tupeln
aus Elementen des Moduls F' bzw. des Polynomrings K [X*].

In diesem Kapitel sei F stets der freie von {ey, ..., e,} zweiseitig erzeugte
Modul iiber K[X*] und 7 eine Modultermordnung auf T'(F'). Weiter sei o
immer eine Termordnung auf X*.

3.1 Syzygien in monomialen Moduln

Das Thema dieses Abschnitts ist die Berechnung der Syzygien von einem
Tupel (my,...,my), das aus Monomen my, ..., ms € F besteht. Wir werden
dazu zuerst den Begriff der Syzygie allgemein einfiithren. Es stellt sich dabei
heraus, dass die Syzygien einen zweiseitigen Modul bilden, der sogar endlich
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erzeugt ist. Im Folgenden sei E stets der freie von {ei,... &5} zweiseitig
erzeugte K[X*]-Modul.

Definition 3.1.1 Sei G = (g1, ..., gs) ein Tupel von Elementen aus F.

1) Eine (zweiseitige) Syzygie von G ist ein Element > 7, >\ gij€iq);
des zweiseitigen freien Moduls E, so dass die folgende Gleichung erfiillt

1st: s

Z Z Qijgiq;’j = 0.
i=1 jeN
2) Die Menge aller Syzygien von G bilden einen zweiseitigen K|[X*]-
Untermodul von E, den sogenannten (zweiseitigen) Syzygienmodul

Syz(G) von G.

Das Element Null in F ist stets eine Syzygie von G. Dass der Syzygienmo-
dul Syz(G) tatséchlich einen zweiseitigen Untermodul von E bildet, l4sst sich
leicht nachvollziehen. Denn fiir zwei Syzygien s; = 77 >\ ijeiq); und
So =i, Zj en Gij€idi; sowie Polynome f, f* € K[X*] sind die Gleichungen

Z Z qijgiq%/'j + Z Z C]z‘jgz'(ﬂj =0

i=1 jEN i=1 jEN

Z Z fQijgiqZ/‘jf/ =0

i=1 jEN

und

erfiillt und s; + s2 bzw. fs; f’ somit wieder Elemente von Syz(G).

Sei nun M der von {gi,...,gs} erzeugte zweiseitige Untermodul von F'.
Wir betrachten die Abbildung A : E — M, ¢; — g;. Nach der universellen
Eigenschaft des freien zweiseitigen Moduls E aus Satz 2.2.2 ist A ein Homo-
morphismus und wir erhalten Kern(\) = Syz(G). Es ergibt sich die folgende
exakte Sequenz

0 — Syz(G) — E—F — F/M — 0.

Diese Uberlegungen koénnen wir nun vollkommen analog mit dem Tupel
LM.(G) = (LM,(¢1),...,LM,(gs)) € F* durchfithren. Sei dabei M’ der von
{LM,(g1),...,LM;(gs)} erzeugte zweiseitige Untermodul von F. Durch den
Homomorphismus A : E — M’ &; — LM, (g;) erhalten wir hier die exakte
Sequenz

0 — Syz(LM,(G)) — F — F — F/M' — 0.

Es stellt sich nun heraus, dass die Berechnung des Syzygienmoduls von
LM, (G) ein deutlich einfacheres Problem darstellt als die von Syz(G). Der
nun folgende Satz gibt uns die Moglichkeit, ein einfaches und vor allem end-
liches Erzeugendensystem von Syz(LM,(G)) anzugeben.
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Satz 3.1.2 Sei G = (my,...,my) € F* ein Tupel aus Monomen von F und
G={my,...,ms}.

a) Seien i,7 € {1,...,8} mit i < j, so dass (i,7) ein kritisches Paar
von G ist. D.h. es existieren w;, w;, w;, w; € X* mit w;LT(m;)w; =
w; LT (mj)w), wobei w; und w; kein gemeinsames Prifiz bzw. w; und
w’ kein gemeinsames Suffiz haben. Dann ist

1 1
oy = LCT(mi)wigiw; — LC,(mj)ijjw;'

eine Syzygie von G. Das Element 0;; € E wird auch Fundamentalsyzygie
von G genannt.

b) Es gilt
Syz(G) = (04| 1 < i< j <s,(i,7) ist kritisches Paar von G),

d.h. Syz(G) ist ein endlich-erzeugter zweiseitiger Untermodul von E.

Beweis. Offensichtlich gilt a), denn A(o;;) = 0.

Fiir den Beweis von b) bleibt wegen a) nur die Inklusion “C” zu zeigen.
Sei dazu m; = ¢;t; mit ¢; € K\{0} und ¢t; € T(F) fir i = 1,...,s. Weiter
sel m =) 0| >N aijwieiwy; € Syz(G)\{0} mit a;; € K, wyy, wj; € X* fiir
t=1,...,sund j € N, wobei nur endlich viele der a;; von Null verschieden
sind. Es bezeichne A(m) die Kardinalitdt der Menge {i € {1,...,s}|a;; #0
fiir mindestens ein j € N}. Wegen A(m) = 0 ist D7 > cnaic; = 0 und
mit m # 0 folgt A(m) > 2. D.h. es existieren Indizes i1, ig, j1, j2 mit i; < 4o,
Qirjy 7 0, Qigjy # 0 und t = wy,j,ti, Wy, j, = Wiyjti,w;, ;. Demnach ist (i1, i2)
ein kritisches Paar von (G und t ein Vielfaches von w;, t;, w;, . Es gibt also Ele-
mente w,w' € X* mit t = ww;, t;, w;, w'. Wir erhalten damit eine neue Syzygie
m' = m — a;,j,¢, W0, ;W € Syz(G) mit A(m') < A(m). Eine Wiederholung
dieses Verfahrens fiir alle iibrigen kritischen Paare (i1,7) mit j € N ergibt
ein Element m” € Syz(G) und A(m”) < A(m). Die Behauptung folgt nun
induktiv. O

Der obige Satz ermoglicht uns, Syzygien fiir ein beliebiges Tupel von Mo-
nomen aus F', die demnach einen monomialen zweiseitigen Untermodul von F
erzeugen, zu berechnen.

Beispiel 3.1.3 Sei X = {x1, 9,23}, sei F' = (eq, es) und 7 = PosLLex. Wei-
ter sei G = {my, mg,m3,my} C F und G = (my, my, mg, m4) mit Monomen
My = T2€1T3, My = T1T9€1T1, M3 = Ta2€1T1, My = eaxy. Die Menge der kriti-
schen Paare von G ist hierbei B = {(1,2), (1, 3)}. Fiir das Paar (1, 2) erhalten
wir 1 LT, (my) = LT, (mg2)z; und somit die Syzygie 015 = x167 — €921 Fiir
(1, 3) ist xQLTT(ml) = LTT(mg)Il und 013 =— I2&1 — E3771.
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3.2 Liften von Syzygien

Wir haben im vorangehenden Abschnitt gesehen, wie Syzygien von einem
Tupel von Monomen berechnet werden kénnen. Es stellt sich nun die Frage,
ob wir diese Information verwenden kénnen, um Syzygien von Tupeln beliebi-
ger Elemente ¢y, ..., gs zu ermitteln. Die Antwort lautet ja, wenn {g1, ..., s}
eine 7-Grobnerbasis ist. In diesem Fall lassen sich die Fundamentalsyzygien
o;; von LM, (G) zu Syzygien von G , liften“. Ist dies nicht der Fall, so miisste
zunéchst eine 7-Grobnerbasis von (G) bestimmt und eine Darstellung der
Elemente g1, ..., gs in der neuen Basis gefunden werden. Da diese Grobner-
basis moglicherweise unendlich ist und das in diesem Abschnitt beschriebene
Verfahren nur fiir Tupel endlich vieler Elemente funktioniert, werden wir fiir
diesen Fall im dritten Abschnitt einen anderen Weg diskutieren. Es sei an
dieser Stelle darauf hingewiesen, dass der letzte Fall der fiir uns wichtige ist
und die Prozedur in diesem Abschnitt aus Griinden der Vollstandigkeit an-
gesprochen wird.

Doch zunéchst wollen wir einige Grundbegriffe einfiihren. Wie im letzten
Abschnitt sei wieder E der freie von {e,...,e5} zweiseitig erzeugte K[X*]-
Modul.

Definition 3.2.1 Sei G = (¢1,...,9s) € (F\{0})® und m # 0 ein Element
von E, dh. m = Z,le EjelN aijwijging mit Qg5 € K, wij,ng e X* fiur
t=1,...,sund j € N, wobei nur endlich viele a;; von Null verschieden sind.

1) Der Term
deg, g(m) = maXT{wijLTT(gi)ng | wijEiw;; € Supp(m)}

heifit der Grad von m.

2) Sei t ein Term aus T(F). Das Element m heiffit homogen vom Grad ¢,
falls deg, g(wijeiw;;) = t fiir alle wyje;wi; € Supp(m).

3) Sei m = >, ey my die Zerlegung von m in seine homogenen Kom-
ponenten, d.h. m; ist homogen vom Grad t. Dann heifit die homogene
Komponente vom Grad deg, 5(m) die Leitform LF; g(m) von m.

Es ergeben sich nun die folgenden Eigenschaften fiir die eben definierten
Begriffe.

Lemma 3.2.2 Sei G = {g1,...,9s} € F\{0} und G = (¢1,...,gs). Weiter
sei m € E\Syz(G) und m’ € Syz(G)\{0}.
a) Seioy; eine Fundamentalsyzygie von G. Dann ist 0;; homogen vom Grad

deng(aij) = w; LT, (g;)w!.
) LT, (A(m) < deg, g(m).
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¢) LF;g(m) € Syz(LM.(G)) genau dann, wenn LT, (A\(m)) <, deg, g(m).
d) LF,; g(m’) € Syz(LM,(G)).
Beweis. Fiir den Beweis von a) sei 0;; =

/
.)wi%?iwi -

1 /A
LC, (g _)wJ&‘ij eime

1
LC+ (g
Fundamentalsyzygie von G. Dann gilt

degﬂg(wisiw;) = w; LT, (g;)w; = w;LT, (g]) deng(w]z—:] )
Also ist 0;; homogen vom Grad deg, 5(0y;) = szT (g:)w;

. . _ S / *
Um b) zu zeigen, sei m = 3 37| > oy Cijwizeiwy; mit ¢i; € K, wij, wi; € X

firi =1,...,s und j € N, wobei nur endlich Vlele c¢;; von Null verschieden
sind. Fiir den Leitterm von A\(m) ergibt sich
LT (AMm)) = LTA(X X cjwigiwi;)
i=1jEN
<; max{LT (wijgw;;)|i € {1,...,s},j € N, cj; # 0}

= max - {w; LT, (g:)wj; |i € {1, coy8hj €N ¢ #0}
= deg’r,g(m>'

Ferner ist die Aussage A(LF,g(m)) = 0 dquivalent dazu, dass der Term
deg, g(m) in > 5, >~ oy cijwijgiwi; verschwindet. Dies ist wiederum dquiva-
lent zu LT-(A(m)) <; deg, g(m). Also ist auch c) gezeigt.

Es bleibt noch d) zu beweisen. Sei dazu m' = 377 | >~y awijewy; €
Syz(G)\{0}. Nun ist 0 = A\(m') = >77_; > @ijwijgiw;; und insbesondere
der Koeffizient von deg, s(m’) in A(m/) gleich Null. Wir erhalten also

LT-(A (LFTg( ) <r deg, g(m)
und damit A(LF, g(m')) = O

Wir kommen jetzt zu dem bereits angesprochenen ,, Liften “ von Elementen
aus F.

Definition 3.2.3 Sei m € F\{0}. Ein Element m € E\{0} heiit eine Lif-
tung von m, falls LF, g(m) = m.

Da fiir m € E\{0} die Leitform LF,g(m) nach Definition homogen ist,
existieren Liftungen nur fiir homogene Elemente m € E\{0}. Unter dieser
Voraussetzung ist m offensichtlich stets eine Liftung von sich selbst.

Satz 3.2.4 Sei G = (¢1,...,9s5) € (F\{0})* und {my,...,m,} C E ein ho-
mogenes Erzeugendensystem von Syz(LM.(G)). Seien my,...,m, € Syz(G)
mit LF, g(m;) =m; firi=1,...,u. Dann gilt:

a) {ma,...,my} ist ein Erzeugendensystem von Syz(G).
b) Jedes homogene Element in Syz(LM,(G)) hat eine Liftung in Syz(G).
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Beweis. Fiir den Beweis von a) nehmen wir an, dass {my, ..., m,} kein Er-
zeugendensystem von Syz(G) ist. Dann gibt es in Syz(G)\(m,...,m,) ein
Element m mit minimalem Grad deg, ;(m). Da LF,g(m) € Syz(LM,(G))
nach Lemma 3.2.2 d), erhalten wir LF, g(m) = Y1) >\ cijwymw;; mit
cij € K,wij,wj; € X fiiri=1,...,u und j € N, wobei nur endlich viele c;;
von Null verschieden sind. Fiir das Element m’ = m—3 i | > cijwimw;;
gilt nun m’ = 0 oder deg, g(m') <. deg, 5(m), da sich gerade die Terme vom
Grad deg, g(m) wegheben. Im Fall m’ = 0 wére nun aber m in (m1,...,my)
enthalten im Widerspruch zur Voraussetzung. Im Fall m’ £ 0 erhielten wir
mit m’ € Syz(G)\(my, ..., m,) ein Element mit kleinerem Grad als dem von
m im Widerspruch zur Wahl von m.

Es bleibt noch b) zu beweisen. Sei dazu mit m € Syz(LM,(G))\{0} ein
homogenes Element gegeben. Da {mmy,...,m,} ein Erzeugendensystem von
Syz(LM,(G)) ist, kénnen wir 7 schreiben als m = » 7| > .\ cijwimwi;
mit ¢;; € K, wy;, wy; € X* fiiri =1,...,uund j € N, wobei nur endlich viele
cij von Null verschieden sind. Da m homogen ist, gilt deg, g(w;jmwj;) =
deg, g(m) fiir alle 7 und j mit c;; # 0. Wegen LF, g(wiymawy;) = wiymw;
ergibt sich nun deg, ;(w;ymw;;) = deg, g(m). Wir erhalten also

LF.g(>_ > cijwiymaw;;) = ZZQ]’LFT,Q(wi]‘miw;j)

i=1jeN i=1 jeN

u

— / N
= E E cijwijmiwij =m

i=1 jeN
. u / . . J—
und demnach mit » ", >y cijwimwy; eine Liftung von 7. O
Zum Abschluss dieses Abschnitts diskutieren wir den Zusammenhang zwi-
schen 7-Grobnerbasen und der Existenz von Liftungen der Elemente eines

homogenen Erzeugendensystems von Syz(LM,(G)).

Satz 3.2.5 Sei G = {¢1,...,9s} C F\{0}, sei G = (g1,...,9s) und M der
von G erzeugte zweiseitige Untermodul von F. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

a) G ist eine T-Grébnerbasis von M.
b) Fir Syz(LM,(G)) ezistiert ein endliches homogenes Erzeugendensystem
aus Elementen mit Liftungen in Syz(G).

Beweis. Seien zunédchst {m, ...,m,} ein homogenes Erzeugendensystem von
Syz(LM,(G)) und my,...,m, € Syz(G) mit LF, g(m;) =m,; firi=1,...,u.
Nach Satz 2.2.11 geniigt es nun zu zeigen, dass jedes Element v € M\{0} eine
Darstellung v = Y7, Z]EN cijwijgiw;; besitzt mit LT, (v) >, LT (w;;g:w;;)
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fur alle i € {1,...,s} und j € N mit ¢;; # 0. Wir nehmen also einmal
an, dass ein v € M\{0} existiert, welches nicht derart geschrieben wer-
den kann. Fiir m' = Y77 >\ cjwiew;; € E gilt nun A(m') = v. Wir
wéhlen jetzt m € FE so, dass A(m) = v und der Grad von m minimal
ist. Dabei ist deg, ;(m) # LT,(v), da ansonsten v von obiger Form wire.
Mit Lemma 3.2.2 b) folgt daher deg, g (m) >, LT (v). Also ergibt sich
LF.g(m) € Syz(LM,(G)) nach Lemma 3.2.2 ¢). Wir erhalten nun mit Satz
3.2.4 b) ein Element m” € Syz(G) mit LF, g(m") = LF, g(m). Es gilt dann
deg, g(m —m") < deg, g(m) und A(m — m") = v wegen m" € Syz(G) im
Widerspruch zur Minimalitit des Grades von m.

Umgekehrt sei nun G eine 7-Grébnerbasis von M. Nach Satz 3.1.2 ist
{oi;11 <1< j<s,(1,7) ist kritisches Paar von G} ein endliches homogenes
Erzeugendensystem von Syz(LM,(G)). Wir werden nun zu jedem kritischen
Paar (4, j) von G ein Element s;; € Syz(G) konstruieren mit LF, g(s;;) = 0y;.
Wir betrachten dazu den zugehorigen S-Vektor

Sy = mwigi e 1( )w]g]w e M.

Da G eine 7-Grobnerbasis von M ist, finden wir eine Darstellung

S
/
Sij:E E CRWEIGK Wy

k=1 leN

mit ¢y € K, wy,wy, € X* fir k =1,...,s und [ € N, wobei nur endlich
viele der ¢ von Null verschieden sind und LT, (S;;) >, LT, (wugrwy,) fir
cw # 0. Fur das Element

S; _UZJ E E cklwklakwkl
k=1 leN

gilt nun LF, g(si;) = 04 wegen deg, 5(0i;) = LT, (wigsw;) >7 LT,(Sy). Also
ist s;; eine Liftung von o;;. Des Weiteren gilt

Szg = zj E E Cklwklgkwkl_o

k=1 leN

und damit s;; € Syz(G), womit die Behauptung bewiesen ist. O

Der zweite Teil des Beweises zeigt, wie wir Liftungen der Fundamentalsy-
zygien o;; in Syz(G) bestimmen koénnen. Wir erhalten auf diese Weise nach
Satz 3.2.4 a) ein endliches Erzeugendensystem des Syzygienmoduls Syz(G).

Wir betrachten das folgende Beispiel.

Beispiel 3.2.6 Sei X' = {x, 25, x3} und 7 = PosLLex die gewéhlte Modul-
termordnung auf T(F) mit F' = (e, es). Weiter sei G = (g1, g2, g3, g4) mit



3. Syzygienberechnung 43

g1 = x261:c% + X3€2T1,g2 = XT1X2€1T1 + T1X3€2, g3 — x%elxl + €3,94 = €377.
In Beispiel 3.1.3 haben wir das homogene Erzeugendensystem {o12, 013} von
Syz(LM,(G)) bestimmt, wobei 015 = x161 — €921 und 013 = 961 — £377. Nun
ist G = {91, 92, 93, g4} eine 7-Grobnerbasis von (G), denn durch Nachrechnen
ergibt sich

S12 = 2191 — go1 = 0,

Stz = Tag1 — G371 = ToT3e271 — €271 — 0.

Da S12 = 0 gilt, ist 012 € Syz(G) und somit s;5 = o019. Fiir die Berechnung
von s13 bestimmen wir eine Darstellung des S-Vektors Si3 in den Elementen
von G wie im Beweis von Satz 3.2.5. Wir erhalten S13 = (223 — 1)g4 und
damit s13 = 013 — (vows — 1)eg = T9e1 — e321 — (wows — 1)ey. Also ist

Syz(G) = (s12, 513) = (T1€1 — €271, Tagy — €371 — (Tax3 — 1)ey).

3.3 Elimination

Die Eliminationstheorie spielt eine wichtige Rolle in der Computeralgebra.
Sie beschéftigt sich z.B. mit der Frage, wie zu einem zweiseitigen K[X*]-
Modul M mit ¥ = {z1,...,z,} all diejenigen Elemente aus M ermittelt
werden konnen, die nur die Unbestimmten xy,...,x; fir ein j € {1,...,n}
beinhalten. Da diese Elemente einen zweiseitigen Untermodul von M bilden,
ist es hierbei auch von Interesse, eine entsprechende Grobnerbasis anzugeben.

In diesem Abschnitt sei L C {xy,...,x,} eine Teilmenge des Systems der
Unbestimmten und ¥ = X\ L. Dann bezeichnen wir mit K[%*] den nicht-
kommutativen Polynomring in den verbleibenden Unbestimmten. Weiter sei
F der freie zweiseitige Modul iiber K[X *] erzeugt von {ey,... e}, d.h.

F_@K 4.

Definition 3.3.1 Sei L C {z1,...,z,}.

1) Eine Modultermordnung 7 auf T'(F') heift Eliminationsordnung fiir
L, falls jedes Element m € F\{0} mit LT,(m) € F in F enthalten ist.
2) Ist M ein zweiseitiger Untermodul von F', so heifit der zweiseitige K [E’ *]-
Untermodul M N F von F der Eliminationsmodul von M bzgl. L.

In der kommutativen Theorie ist LexPos eine Eliminationsordnung fiir
L ={xy,...,z;} mit i € {1,...,n}. Dies gilt natiirlich nicht in der hier be-
handelten nicht-kommutativen Theorie, wie wir bereits in Beispiel 2.1.4 a)
festgestellt haben. Um ein entsprechendes Beispiel fiir eine Eliminationsord-
nung anzugeben, definieren wir zunéchst die folgende Termordnung auf X*.



3. Syzygienberechnung 44

Definition 3.3.2 Sei o eine Termordnung auf 2*. Die nicht-kommutative
lexikographische Termordnung ncLexo auf XL* ist wie folgt definiert. Fiir
Terme wy, we € X* ist Wy >pcrexe Wo genau dann, wenn wp >pex Wy, Wobei wy

und w, als kommutative Terme w; = z$* - - 2% bzw. wy = 25" -+ - P mit
A1y ...y Qp, 01, ..., By € Ng betrachtet werden, oder w; = ws als kommutative

Terme und wy >, ws.

Beispiel 3.3.3 Mit 7 = ncLexoPos erhalten wir so fiir jede Termordnung o
eine Eliminationsordnung fiir L = {z1,...,z;}. Ist ndmlich m € F\{0} mit
LT, (m) = wiejw] € F, so gilt fiir einen Term ¢ = woe,w}, € Supp(m), dass
wowh <pex wyw) als kommutative Terme. Damit enthalten auch wy und w)
keine der Unbestimmten 1, ..., z; und es folgt ¢ € F. Also ist m ein Element
in F.

Nachdem wir gesehen haben, dass es solche Ordnungen gibt, stellt sich nun
die Frage, wie wir zu einem Modul M den zugehorigen Eliminationsmodul
M N F berechnen kénnen.

Hierzu benttigen wir noch das folgende theoretische Detail.

Lemma 3.3.4 Sei T(F) die Menge aller Terme in F. Dann ist die Restrik-
tion T von 7 auf T(F) wieder eine Modultermordnunyg.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus der Tatsache, dass T(ﬁ ) eine Teil-

menge von T(F) ist. Damit folgt aus t; <, ty fiir ¢1,to € T(F) immer
t1 <# ta. O

Satz 3.3.5 (Berechnung des Eliminationsmoduls)

Sei M ein zweiseitiger Untermodul von F, sei T eine Eliminationsordnung fir
L und T die Restriktion von 7 auf T(F'). Ist nun G C M eine T-Grobnerbasis
von M, dann ist G = GNF eine 7-Grobnerbasis des Eliminationsmoduls
M N F von M bzgl. L.

Beweis. Seim € (MNF)\{0}. Es ist nun zu zeigen, dass LT#(m) = wLT>(g)w'
fiir ein g € G und w,w’ € X*. Zundchst ist LT>(m) = LT,(m) € LT, {M},
da 7 nur eine Restriktion von 7 ist. Da nun G eine 7-Grébnerbasis von M
ist, existieren ein ¢ € G und w,w’ € X* mit LT7(m) = wLT,(g)w'. Aus
m e F folgt dabei w,w’ € >* und LT,(g) € F. Nach Voraussetzung ist
7 eine Eliminationsordnung fiir L, also gilt g € F und damit g € G. Mit
LT, (g) = LT#(g) folgt nun die Behauptung. O

Ist G im obigen Satz zudem eine reduzierte 7-Grébnerbasis von M, so gilt
wegen G C G, dass auch G eine reduzierte 7-Grobnerbasis von M N F' ist.
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3.4 Komponenten-Elimination

Nachdem wir im vorigen Abschnitt die Grundlagen der Eliminationstheo-
rie kennen gelernt haben, wollen wir nun eine andere Art von Eliminati-
onsordnungen, sogenannte Komponenten-Eliminationsordnungen, studieren.
Mit deren Hilfe kénnen Erzeugende anstatt von Unbestimmten aus einem
Modul eliminiert werden. R

In diesem Abschnitt sei L C {1,...,r} und F der von {ey,...,e,}\L er-
zeugte zweiseitige Untermodul von F'; d.h.

F= P K[Z)e:K[Z7).
ie{l,...r\L

Definition 3.4.1 Sei L C {1,...,r}.

1) Eine Modultermordnung 7 auf T(F') heift Komponenten-Elimina-
tionsordnung fiir L, falls jedes Element m € F\{0} mit LT, (m) € F
in I enthalten ist.

2) Ist M ein zweiseitiger Untermodul von F, so heifit der zweiseitige Un-

termodul M N F von F' der Komponenten-Eliminationsmodul von
M bzgl. L.

Beispiel 3.4.2 Sei i € {1,...,r} und L = {1,...,4}. Ist To eine Termord-
nung auf X* so ist die Modultermordnung 7 = PosTo eine Komponenten-
Eliminationsordnung fiir L. Denn fiir ein Element m € F\{0} mit LT, (m) =
wiejwy € F und einen Term t = wyepw), € Supp(m) ist ¢ <, LT, (m) und
damit k£ > j. Also ist auch t € F und m ein Element in F.

Eine dem Lemma 3.3.4 entsprechende Aussage gilt auch hier und bleibt
deshalb ohne Beweis.

Lemma 3.4.3 Se: T(F\) die Menge aller Terme in F. Dann ist die Restrik-
tion T von 7 auf T(F) wieder eine Modultermordnung. O

Wir erhalten wie im vorherigen Abschnitt den folgenden Satz fiir die Be-
rechnung des Komponenten-Eliminationsmoduls.

Satz 3.4.4 Sei M ein zweiseitiger Untermodul von F und L C {1,...,r}.
Weiter sei 7 eine Komponenten-Eliminationsordnung fir L und T die Re-
striktion von T auf T(F). Ist nun G eine 7-Grobnerbasis von M, dann ist

G = GNF eine 7-Grébnerbasis des Komponenten- Eliminationsmoduls MNF
von M bzgl. L.
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Beweis. Seim € (MNF)\{0}. Es ist nun zu zeigen, dass LT#(m) = wLT>(g)w'
fiir ein g € G und w,w’ € X*. Zundchst ist LT>(m) = LT,(m) € LT, {M},
da 7 nur eine Restriktion von 7 ist. Da nun G eine 7-Groébnerbasis von M
ist, existieren ein g € G und w,w’ € X* mit LT#(m) = wLT, (g)w’. Aus
m € F folgt dabei LT, (g) € F. Nach Voraussetzung ist 7 eine Komponenten-
Eliminationsordnung fiir L, also gilt g € F' und damit ¢ € G. Mit LT (g) =
LT%(g) folgt nun die Behauptung. O

Wir wollen nun kurz die Anwendung von Komponenten-Elimination auf
Moduloperationen ansprechen. Dies soll andeuten, wie vielfiltig diese einge-
setzt werden kann. Wir demonstrieren hier aber lediglich die Berechnung des
Durchschnitts von zwei zweiseitigen Untermoduln von F'.

Satz 3.4.5 (Durchschnitte von Moduln)

Seien M und N zweiseitige Untermoduln von F erzeugt von {g1,...,gs} bzw.
von {hy,..., hi}. Weiter sei Fy, der freie von {ey,..., €r,€r11,..., €2} 2wei-
seitig erzeugte Modul. Daber bezeichne m das m € F' entsprechende Element
in Fo,. Fir hy =3, Zj@N cijwijew;; sei hy, = >y ZjeN CijWij€ryiWi;.

Ist V der von {Gy,...,Gs, hi—hR}, ..., h—h,} 2weiseitig erzeugte Untermodul
von Fy,., so gilt:

V(e 1,...,e2) = MNN.

Beweis. Sei wieder I der freie von {€r41, ..., €9} zweiseitig erzeugte Modul.
Wir betrachten die Abbildung 1 : F — F mit (e i) =€ firi=1,...,r.
Nach der universellen Eigenschaft von F aus Satz 2.2.2 ist ¥ ein Homomor-
phismus und damit auch ¢ = 9|, 5. Nun ist ¢ offensichtlich auch injek-
tiv. Zusétzlich gilt M N N C Bild(y), denn fiir m € M N N ist zum einen
=212 jen cijwizhaw; und zum anderen m = Y| > jen bijviggivy; fiir
gewisse bij, ¢ € K, vy, v}, wig,wi; € X fir i = 1,...,r und j € N, wo-
bei nur endlich viele der b;; bzw. ¢;; von Null verschieden sind. Es folgt nun
m €V und

i Z cl-jwl-jh;ng = i Z cijwij(h; — E)wij + i Z Cijwijﬁiw;j eV.

i=1 jeN i=1 jeN i=1 jeN

-

ev
Also gilt m' =377, ZJ@N Cijwz’j/}\l;ng evn Jf mit p(m') = m.
Sei nun umgekehrt m € VN F, d.h. m € F mit

=YY biuigvl + > > cijwii(hy — hwy

i=1 jeN i=1 jeN
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fiir gewisse byj, cij € K, vij, vjj, wig,wi; € X fir i = 1,...,r und j € N,
wobei nur endlich viele der b;; bzw. ¢;; von Null verschieden sind. Dann er-
halten wir o(m) = 37, > cn bijuijgivi; € M. Aus m € F folgt aber auch
22:1 Zje]N bijvijgivz/’j + Zle Zje]N Cijwijhiwz/‘j =0, also
T
p(m) = =Y > cijwihaw; € N.
i=1 jEN

Insgesamt haben wir Bild(¢) = M N N und die Behauptung bewiesen. O

3.5 Syzygienberechnung

Zum Abschluss dieses Kapitels beschéftigen wir uns nun mit der Losung
unseres Problems, der Berechnung der Syzygien fiir ein beliebiges Tupel
von Elementen aus dem freien zweiseitigen Modul F' = F,.. Hierbei findet
vor allem die im letzten Abschnitt behandelte Theorie der Komponenten-
Elimination ihre Anwendung.

Wir gelangen direkt zu dem folgenden zentralen Frgebnis.

Satz 3.5.1 Sei G ={g1,...,9s} C F,\{0}, sei G = (g1,...,9s) und F, s der
freie zweiseitige Modul erzeugt von {e1,...,€r, €ri1,...,€r1s}. Dabei bezeich-
ne g, das g; entsprechende Element in F. Ist U der von {g, — i1, .., G, —
eris} erzeugte zweiseitige Untermodul von F, so gilt:

un <€T‘+17 B 7€r+s> = Syz(g)

Beweis. Sei zunichst [ = (€r41y- -, €rps). Wir betrachten nun die Abbil-
dung 1 : F — E mit W(epqi) = g fiir i = 1,...,s. Nach der universellen
Eigenschaft von F aus Satz 2.2.2 ist 1 ein Homomorphismus und damit auch
© = V|5 Weiter hat ¢ offensichtlich einen trivialen Kern und es bleibt da-
her nur Bild(¢) = Syz(G) zu zeigen.

Fiir die Inklusion ,2“ sei m = 77 > .\ cjwiew;; € Syz(G) mit
cij € K, wy,wi; € X* firi=1,...,sund j € N, wobei nur endlich viele der
c¢;; von Null verschieden sind. Es ergibt sich das Element

S
—_— /
m = E g CijWijCriWi;

i=1 jEN
S S
— / — /
= Z Z CijWij g, W;5 — Z Z cijwi;(G; — er—f—i)wij
i=1 jEN i=1 jEN

mit () = m und m € U N F wegen D i1 2 jen CijWigiwi; = 0,
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Seinunm e€ UNF,dh. m = 37, ZjGN CijWijeryWy; mit c; € K,
wz-j,ng € M*fire=1,...,sund 5 € N, wobei nur endlich viele der ¢;; von
Null verschieden sind. Dann ist

S
— /
Z Z CijWijgiWij

i=1 jEN
s s
— / /
= Z Z cijwij (gz — 6T+i>w7jj + Z Z cijwijerJriwij ~ U.
i=1 jEN i=1 jEN

Wir erhalten also A(¢(m)) = > 7_; Y- o Gijwigswi; € U. Dain A(p(m)) kei-
nes der Elemente e, 1, ..., €45 vorkommt und U von {g; —€,41, ..., G —€r1s}
erzeugt wird, muss A(p(m)) = 0 gelten. Damit folgt p(m) € Syz(G). O

Aus obigem Satz erhalten wir nun die folgende Prozedur zur Berechnung
des Syzygienmoduls.

Korollar 3.5.2 (Berechnung des Syzygienmoduls)

Sei G ={g1,...,9s} € F\{0} und G = (g1, ...,9s). Weiter sei F,¢ der freie
zweiseitige Modul erzeugt von {eq, ..., e, €rq1,.. ., €r1s} und F der 2weiseiti-
ge Untermodul von F, s erzeugt von {e,11,...,e,4s}. Dabei bezeichne g das
g € F entsprechende Element in F,.,,. Wir betrachten die folgenden Instruk-
tionen:

1) Wiihle eine Komponenten-Eliminationsordnung T fir L = {1,...,r} auf
T(F).
2) Berechne eine 7-Gribnerbasis G des Untermoduls U = (Gy — €41, .. -,
Gy — €rys) von Fo,.
3) Bestimme G =GNF und gib (,0(@) aus.
Dies ist eine Prozedur, die eine T-Grobnerbasis des Syzygienmoduls Syz(G)
von G aufzihlt, wobei T die Restriktion von T auf T(ﬁ) ist.

Beweis. In Satz 3.5.1 haben wir gezeigt, dass der Modul U N F isomorph
zu Syz(G) ist. Dabei ist U N F aber nichts anderes als der Komponenten-
Eliminationsmodul von U bzgl. L. Nach Satz 3.4.4 ist nun die in Schritt 3)
berechnete Menge G cine 7-Grobnerbasis von U N F, d.h. ¢(G) ist eine
7-Grobnerbasis des Syzygienmoduls Syz(G). a

Beispiel 3.5.3 Sei K = Q, X' = {x1,22} und F der freie zweiseitige Q[X*]-
Modul erzeugt von {ey, e3}. Wir wollen nun von Tupeln G = (g1, g2, g3) € F?
den zugehorigen Syzygienmodul Syz(G) berechnen und gehen dabei wie in
Korollar 3.5.2 vor. Als Komponenten-Eliminationsordnung fiir L = {1, 2} auf
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T(F5) wihlen wir 7 = PosLLex, wobei F5 = (eq,...,e;5) ist.
a) Seien zunéchst g1 = ejx1 + €3, go = X921 + X261, g3 = m%egxg + x169.
In Schritt 2) erfolgt die Berechnung einer 7-Grobnerbasis des Moduls
U = (e1m1 + ey — €3, 12617175 + Toey — €4, Ta€2To + T1€9 — e5). Dabei
ergeben sich die folgenden S-Vektoren:
St = 1‘2(91 - 63)$2 - (92 - 64) = —Tg€1 + ToeaXy — To€3T2 + €4 =: gy
S1a = x2(g1 — e3) + gas
= X9€2T2T1 + Ta€o — T2€3ToL1 — To€3 + €4T1 —: G5
Soa = (g2 — €4) + gax122
= T9€1 + T9€oXoT 1Ty — To€3T2T1 Lo + €419 — €4
& To€oToX 1L + TLoCoTo — T2€3To2X 1Ly — Lo€3To + €4T1T2
g
S35 = (93 - 65)$1 — Z20s
= T1€9T1 — €5X1 — x%eg + x%egxgxl + x%eg — To€yT1 =: Gg.
Wir erhalten somit G = {g; — e, g2 — €3, g3 — €4, 9a, g5, g6 } als T-Grobner-
basis von U und folglich G N (e3, e4,e5) = O. Der Syzygienmodul von
G = (91, 92, g3) ist demnach Syz(G) = {0}.
b) Wir betrachten nun die Elemente g1 = eyz1 + x1€9, g2 = xoe12122 + 6233'%
und g3 = xoT169 — €219, Bei der Bestimmung einer 7-Grobnerbasis von

U = (e111 + T169 — €3, T2€1 71T + €275 — €4, ToT1€9 — €3T9 — €5) erhalten
wir den S-Vektor
_ _ 2
Sie = 1‘2(91 - 63)$2 - (92 - 64) = ToX1€2T9 — €3T5 — To€3Ty + €4

gz—es
— —XT2€3%2 + €4 + €52 =: g4.

Es ergibt sich die 7-Grobnerbasis G = {g1 — €2,92 — €3,93 — €4, s}

von U. Also gilt G = G N (e3,e4,e5) = {gs}. Der Syzygienmodul von G
wird demnach erzeugt von

©(ga) = —T2e102 + €2 + €372.

Es ldsst sich nun auch der Syzygienmodul fiir ein Tupel G = (g1, ..., 9s)
aus nicht-kommutativen Polynomen ¢, ..., g, € K[X*] berechnen. Wir be-
trachten dazu das folgende Satz 3.5.1 entsprechende Resultat.

Satz 3.5.4 Sei G ={g1,...,9s} C K[X*|\{0} und G = (¢1,...,9s). Weiter
sei Fyi 1 der freie zweiseitige Modul erzeugt von {e1, e, ... esi1}. Ist U der
von{e1g1—ea, ..., e10s—€st1,T1€1—€1X1, . .., Tn€1 —E1Ty } 2wWeiseiliq erzeugte
Untermodul von Fsi1, so gilt:

UnN{eg,...,esi1) = Syz(G).
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Beweis. Sei zuniichst F = (€9,...,es11). Wir betrachten wieder die Abbil-
dung v : F — E mit (ej1) = g fir i = 1,...,s. Nach der universellen
Eigenschaft von F aus Satz 2.2.2 ist 1 ein Homomorphismus und damit auch
© = V|np- Weiter gilt offensichtlich Kern(y) = {0} und es bleibt daher nur
Bild(¢) = Syz(G) zu zeigen.

Fiir die Inklusion ,2% sei m = »37_ | Y. xcjwijgw); € Syz(G) mit
cij € K, wyj, ng e Y*firi=1,...,sund j € N, wobei nur endlich viele der
¢;; von Null verschieden sind. Es ergibt sich das Element

s

—_— /
m = g E CijWijCit1W5

i=1 jeN
S S
_ / /
= CijWij€19;W;; — cijwij(€19i — ei-i-l)wij
i=1 jeN i=1 jEN
N -~ e
B _ o eU
mit m € F und p(m) = m. Weiter ist
S
!/
E g CijWi;€19iW;;
i=1 jeN
S S
o / /
= Cij€1WijGiw;; + cij(wijer — eywiz) giwg;.
i=1 jeN i=1 jeEN
Nach Lemma 2.6.3 ist dabei w;;e; — eqw;; € N = (z,e1 — ez |i =1,...,n)
fir i =1,...,s und 5 € N. Also ist auch die rechte Summe in N und damit

in U enthalten. Die linke Summe ist aber Null wegen m € Syz(G). Also folgt
meUNF.

Sei nun m € U nN ﬁ, dh.m =377, ZjE]N cijwijeipwy; mit ¢ € K,
wij,ng € M*firt=1,...,s und 5 € N, wobei nur endlich viele der ¢;; von
Null verschieden sind. Dann ist

/
E E CijWi;€10iW;;

i=1 jeN
s s

= Cij Wi (elgi — ei+1)wij + cijwijeiﬂwij e U.
i=1 jeN i=1 jEN

Wir erhalten sogar » 7, > .\ cijwijergiwy; € N, da in der Summe kei-
nes der Elemente es, ..., es1; vorkommt. Nun lédsst sich N auch als zwei-
seitiger Untermodul von F; = (e;) auffassen. Dann wissen wir aber, dass
N = Kern(n) gilt mit dem Homomorphismus 7 aus Abschnitt 2.6. Also ist
Ap(m)) = D251 2 jen CijWisgiwy; = T35 Djen Cjwijergwi;) = 0 und
damit ¢(m) € Syz(G). O
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Mit diesem Ergebnis erhalten wir die folgende Prozedur zur Berechnung
des Syzygienmoduls fiir ein Tupel aus nicht-kommutativen Polynomen.

Korollar 3.5.5 Sei G = {g1,...,9s} € K[X*]\{0} und G = (¢1,...,9s)-

Weiter sei Fgy 1 der freie zweiseitige Modul erzeugt von {ey, es, ..., €511} und
F= (€9,...,es11). Wir betrachten die folgenden Instruktionen:
1) Wihle eine Komponenten-Eliminationsordnung 7 fir L = {1} auf
T(Fsy1)-
2) Berechne eine T-Gribnerbasis G des Untermoduls U = (e1gy — €3, ...,
€19s = €541, T1€1 = €1T1, -, Tp€1 — e1y,) von Fyyq.

3) Bestimme G =GN F und gib (G) aus.

Dies ist eine Prozedur, die eine T-Grobnerbasis des Syzygienmoduls Syz(G)
von G aufzihlt, wobei T die Restriktion von T auf T(F) ist.

Beweis. In Satz 3.5.4 haben wir gezeigt, dass der Modul U N F isomorph
zu Syz(G) ist. Dabei ist U N F aber nichts anderes als der Komponenten-
Eliminationsmodul von U bzgl. L. Nach Satz 3.4.4 ist nun die in Schritt 3)
berechnete Menge G eine 7-Grébnerbasis von U N F d.h. go(G) ist eine
7-Grobnerbasis des Syzygienmoduls Syz(G). O



Kapitel 4

Anwendungen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Berechnung zweiseitiger
Syzygien iiber Restklassenringen von K[X*]. Dazu sei o stets eine Termord-
nung auf Y* und die Menge G; = {f1,..., fi} C K[X*] eine o-Grobnerbasis
des zweiseitigen Ideals I von K[X*]. Im Folgenden betrachten wir den Rest-
klassenring R = K[X*|/I des Polynomrings K[X*].

Wir diskutieren nun zunéchst den Begriff der Grébnerbasis fiir Restklas-
senmoduln. Diesen fithren wir iiber einen neuen Reduktionsbegriffs ein und
orientieren uns dabei an der von Madlener und Reinert ([6], [7]) beschriebe-
nen Préifix-Reduktion, d.h. wir setzen diese als zweiseitige Reduktion fort. Die
daraus entwickelte Theorie erméglicht uns nun wieder, in Abschnitt 2 eine
Prozedur zur Berechnung zweiseitiger Syzygien eines Tupel (g;,...,9,) € R*
anzugeben. Dabei fithren wir die Berechnung dieser Syzygien zuriick auf die
Berechnungen in K[X*]. Im Wesentlichen betrachten wir dabei das Tupel
(01,9 Froo ) € K[

Den Abschluss dieser Arbeit stellt die Ubertragung unserer Erkenntnisse
auf Monoidringe dar. Als Anwendung befassen wir uns in diesem Zusam-
menhang mit dem sogenannten Konjugationssuchproblem in Monoidringen.
Die Aufgabe besteht hierbei darin zu iiberpriifen, ob zu Elementen ¢; und
go ein f existiert, so dass die Gleichung fg,f~! = g erfiillt ist, und dieses
gegebenenfalls anzugeben. Dieses Problem ldsst sich nun entscheiden, wenn
alle Syzygien des Tupels (g1, g2) bekannt sind. Die Syzygienberechnung wird
somit zum zentralen Bestandteil der Losung dieses Problems.

4.1 Grobnerbasen fiir Restklassenmoduln

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Grébnerbasistheorie fiir zwei-
seitige Moduln iiber einem Restklassenring R. Dazu miissen wir zunéchst er-
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kldren, was unter einem solchen Modul zu verstehen ist. Wir definieren dazu
analog zu Abschnitt 2.2 zunichst den freien zweiseitigen R-Modul E; vom
Rang 1 als das Tensorprodukt R ®j R mit der entsprechenden zweiseitigen
skalaren Multiplikation. Der freie zweiseitige R-Modul E, vom Rang s ist
nun wieder die direkte Summe @@;_, R ®x R, die wir zur besseren Versténd-
lichkeit wieder schreiben als E = E, = @;_, Re;R. Schlieflich iibertriigt sich
aufgrund der gleichen Konstruktion des Moduls auch die universelle Eigen-
schaft aus Satz 2.2.2 auf freie zweiseitige R-Moduln.

Sei ab jetzt E der freie von {ey,...,e,} zweiseitig erzeugte R-Modul und
M ein zweiseitiger R-Untermodul von E. Wir interessieren uns nun fiir
die Frage, ob fiir M ein Erzeugendensystem mit den Eigenschaften einer
Grobnerbasis existiert.

Wir fithren zunéchst einige Notationen ein. Fiir ein Element f € K[X*]
bezeichne f die zugehorige Restklasse in R. Da G nach Voraussetzung eine

o-Grébnerbasis von [ ist, erhalten wir mit 1, nach Satz 2.4.4 ein konvergen-
tes Termersetzungssytem. D.h jedes Element in K [X*] besitzt eine eindeutige
Normalform. Wir repréisentieren im Folgenden jede Restklasse f € P stets

mit dem zugehorigen irreduziblen Element f in K[X*] bzgl. N
Die Menge der Terme von R sei definiert als T(R) = {w|w € X* w ist

irreduzibel bzgl. i} und fir wy,wy € T(R) schreiben wir wywy fir das

Produkt von w; und wy in T(R) und w; - wsy fiir die Konkatenation der zu-

gehorigen Elemente in X*. Ferner sei die Identitéit in K[X*] mit = notiert.
Bei der Definition einer Grobnerbasis fiir M ergibt sich zunsichst das Pro-

blem, dass auf T(E) keine Modultermordnung 7 existiert. Denn fiir Ter-

me ty,to € T(E) und w,w’ € T(R) muss aus t; >, ty nicht zwangslaufig

wtiw’ >, wtaw' folgen. Mogliche Reduktionen durch S1, kénnen dies ver-
hindern. Wir fithren deshalb den Begriff der Grébnerbasis anhand von Term-
ersetzungssytemen ein. Dabei ergibt sich aber ein weiteres Problem. Um zu
entscheiden, ob ein Element m € E mit einem ¢ € E reduziert werden
kann, muss nach Definition 2.4.1 1) die Gleichung wLT,(g)w’ = ¢ fiir ein
t € Supp(m) gelost werden. Zu dieser Schwierigkeit kommt noch hinzu, dass
hierbei nicht wLT,(g)w" = LT, (wgw') gelten muss. Wir werden deshalb einen
neuen Reduktionsbegriff einfithren. Wir greifen dabei auf die in [6] bzw. [7]
beschriebene Préfix-Reduktion zuriick. Diese beinhaltet nun die Bedingung,
dass t = LT, (g) - w gilt fiir ein w € R. Da wir in dieser Arbeit zweiseitige
Moduln betrachten, verwenden wir also die Bedingung ¢t = w - LT (g) - w'.
Sei ab jetzt T eine mit o vertrigliche Modultermordnung auf T(F), wobei
E wieder der freie von {e1,...,e,} zweiseitig erzeugte K[X*]-Modul ist. Es

lasst sich 7 nun zumindest als Ordnung auf T(F) interpretieren.
Fiir die Definition des Reduktionsbegriffs benotigen wir noch das folgende
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theoretische Detail.

Lemma 4.1.1 Seien § € R\{0} und w,w' € T(R), so dass das Element
w- LT, (g) - @ irreduzibel bzgl. C1, ist. Dann qgilt
w-LT,(9) - w = wLT.(9)w = LT, (wgw).

Beweis. Daw-LT,(g)-w’' nach Voraussetzung irreduzibel bzgl. G, ist, erhal-
ten wir direkt w- LT, (g) -w = w LT, (g)w’. Weiter ergibt sich mit 9 € K[X¥
und w,w’ € X* als irreduzible Repréisentanten von g bzw. w,w’ die Glei-
chung w LT, (g)w’ = wLT,(g)w’. Sei nun ¢ € Supp(g). Dann gilt

wt

w<,wet-w = wtw' <, wLT,(g)w = wLT,(g)w’

Also ist wLT,(g)w' >, wtw fiir jeden Term witw € Supp(wgw’') und
wLT,(¢g)w" damit der Leitterm von wgw'. O

Definition 4.1.2 Seien g,m € E und G C E.

1) Existieren ein Term w;;w] € Supp(m) und Elemente ws, w) € T(R) mit
wy - LT, (g) - wh = wyg;w], dann sagen wir g reduziert m zweiseitig

in einem Schritt zu m' = m — LC( )wggw2 Wir notieren dies mit

g . .. .
m —, m’. Hierbei ist ¢ der Koeffizient von w;g;w] in m.
2) Wie in Definition 2.4.1 bezeichne —>, den reflexiven und transitiven

a . . i
bzw. «+— den reflexiven, symmetrischen und transitiven Abschluss von
g9

Ugeé 7z
Bemerkung 4.1.3
a) Mit Lemma 4.1.1 folgt direkt LT, (m) > LT, (m) und analog zu Bemer-

kung 2.4.2 a) die Tatsache, dass das Termersetzungsystem —G>Z fiir ein
G C F stets noethersch ist.

b) Im Gegensatz zu den Termersetzungssystemen aus Kapitel 2 gilt hier fiir
eine Teilmenge G C E mit M = (G) nicht zwangsliufig m <55, 0 fiir
alle m € M.

Mit dem oben eingefithrten Reduktionsbegriff ldsst sich nun sinnvoll der
Begrift der Grobnerbasis fiir einen zweiseitigen R-Untermodul eines freien
zweiseitigen R-Moduls definieren.

Definition 4.1.4 Sei M ein zweiseitiger R-Untermodul von E. Eine Men-
ge G C M heifit (zweiseitige) Grobnerbasis von M, falls das Term-

ersetzungssystem —G>Z konfluent ist und m <—G>z 0 fiir alle m € M.
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Dass diese Definition mit unserem bisherigen Verstédndnis von Grobnerba-
sen aus Kapitel 2 {ibereinstimmt, zeigt der folgende Satz.

Satz 4.1.5 Sei M ein zweiseitiger R-Untermodul von E und G C M. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) G ist eine Grobnerbasis von M.

b) Jedes von Null verschiedene Element m € M besitzt eine Darstellung
der Form m = Y ._, ciw;gaw, mit ¢; € K\{0}, w;,w] € T(R), g; € G
und LT (m) >, w; - LT;(g;) - w, >, LT (w;g;w}) firi=1,...,t.

¢) Es gilt LT, {M} = {w-LT,(g9)-w'|g € G,w,w' € T(R)}.

Beweis. Sei zunéichst G eine Grébnerbasis von M und m € M\{0}. Nach De-
finition gilt also m <—G>z 0. ES, gilt sogar m —G>z 0, da 0 stets irreduzibel und

das Termersetzungssystem —G>Z konfluent ist, d.h. dass jedes Element genau
eine Normalform besitzt. Wir konnen m also schreiben als m = Z§=1 Ciw; g;w}
mit ¢; € K\{0}, w;,w, € T(R) und g; € G fiir i = 1,...,t. Dabei ist jeweils
LT,(m) > w;-LT.(g;) - w; = LT, (w;g;w}) nach obiger Bemerkung und damit
b) erfiillt.

Fiir die Implikation b) = c¢) sei nun m von solcher Gestalt. Es muss
ein i € {1,...,t} geben, so dass LT,(m) = LT,(w;g;w;). Dann ist aber
LT,(m) = w; - LT,(g;) - w} und c) gezeigt.

Um c) = a) zu zeigen, sei m € M\{0}. Es existieren nun ein ¢; € G und
Terme wy, w) € T(R) mit LT,(m) = wy - LT,(g1) - w}. Wir kénnen m zwei-

Iﬁg:((;?;wlglwi € M. Nach Bemerkung 4.1.3 ist

dabei LT, (m) >, LT,(my). Zu m; gibt es wieder ein Element g, € G, welches

my zu mg € E zweiseitig reduziert mit LT, (m,) >, LT, (my). Da das Ter-

seitig reduzieren zu m; = m —

mersetzungsystem —G>z noethersch ist, endet eine Iteration dieses Verfahrens

in endlich vielen Schritten. Wir erhalten demnach Elemente ¢q,...,q9, € G
und mq,...,my € E mit m 2 omy B, S omy. Aufgrund der Irredu-

zibilitat von m; folgt direkt m; = 0 und damit m —G>z 0. Die Konfluenz von

—G>z folgt analog zum Beweis von Satz 2.4.4. a

4.2 Syzygien in Restklassenringen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Syzygienberechnung in Rest-
klassenringen R = K[X*|/I beschéftigen. Wir fithren diese auf die Syzy-
gienberechnung im Polynomring K[X*] zuriick, um dann die Ergebnisse aus
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Abschnitt 3.5 anwenden zu konnen.

Im Folgenden betrachten wir Abbildungen zwischen K[X*]-Moduln und
R-Moduln. Sei dazu n : K[£*] — R, f +— f der kanonische Epimorphismus.
Mit 7 : By = K[X*] @k K[Y*] — E, = R®k R, il = n @ 1 erhalten wir
nun einen Homomorphismus zweiseitiger K [2*]-Moduln. Diesen kénnen wir
auf E = E, fortsetzen und erhalten ¥ : E — E, 9 = @;_, 7.

Im Weiteren sei G = {g,,...,9,} € Rund G = (gy,...,7,). Wir wollen

nun zunéchst formal den Begriff einer Syzygie von G definieren.

Definition 4.2.1 Sei m € E, d.h. m = > Z]EN CijWieWw;; mit ¢ € K,
W, wy; € T(R) fiir i = 1,...,s und j € N, wobei nur endlich viele ¢;; von
Null verschieden sind. Das Element m heifit (zweiseitige) Syzygie von G,

falls die Gleichung s
D> ywygang; =0
i=1 jEN

erfiillt ist.

Wir erhalten mit A : £ — M, &; + g, nach der universellen Eigen-
schaft von E wieder einen Homomorphismus mit Kern(\) = Syz(G). Die
Menge aller Syzygien Syz(G) bildet also einen zweiseitigen R-Untermodul
von E. Im Folgenden wollen wir fiir diesen Modul eine Grébnerbasis be-
rechnen. Wir erhalten mit unseren Kenntnissen aus Kapitel 2 das folgen-
de Resultat. Dabei sei Fq,y der von {e1,...,e,14} erzeugte zweiseitige freie

K[X*]-Modul und v der von 7 induzierte Homomorphismus ¢ : Ey; — F

. t J— J—
mit (YT e CiiwiEwl;) = Y0y Y sen CijWisE W)

Satz 4.2.2 Sei G = {g,,...,9.} € R und G = (g,,...,7,). Weiter sei
G = (91,9 f1,--, fr) € (K[X*])**" und T eine Modultermordnung auf
T(Esit) mite; >7 €5 firallei € {1,...,s} und j € {s+1,...,s+t}, so dass
T die Restriktion von 7 auf T(E) ist. Ist G eine T-Grobnerbasis von Syz(G),

dann ist (G)\{0} eine Grébnerbasis von Syz(G).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass 1(G) C Syz(G) gilt. Sei dazu g € G, also
g= Zfz Z]EN cijwijeiwy; mit ¢j; € K, wyj, wi; € X firi=1,..., s+t und
J € N, wobei nur endlich viele ¢;; von Null verschieden sind. Dann ist

s s+t
cijwijgiwij —+ cijwijfi_swij =0.
i=1 jEN i=s5+1 jEN

Es folgt also ¢(g) = >27_; 3 en CijWi;g;W;; = 0 und wir erhalten damit wie

gewiinscht ¥(g) € Syz(G).
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Sei nun G eine 7-Grobnerbasis von Syz(G) und m € Syz(G)\{0}, d.h.
m = Zle ZjE]N Cijwijéi@;j mit Cij € K, @,;j,ng S T(R) fir ¢ = 1, ., S
und j € N, wobei nur endlich viele ¢;; von Null verschieden sind. Zu zei-
gen ist, dass ein g € ¥(G)\{0} und Elemente w,w’ € T(R) existieren mit
LT, (m) =w-LT,(g) - w'. Dam € Syz(G) ist, gilt > 77, > ¢ijWi;g,0;; = 0.
Das bedeutet, dass > 7, ZjelN CijWij - G - Wy; € T = (f1,..., f)xz+. Wir
erhalten demnach .

t
IR W S
i=1 jEN i=1 jEN
mit d;; € K, vy, vj;j e Y¥firi=1,...,sund j € N, wobei nur endlich viele
d;; von Null verschieden sind. Wir kénnen dafiir auch schreiben

s t

Z Z Cij Wi GiWi; — Z Z dijvi fivi; = 0.

i=1 jeN i=1 jeN
Es folgt alsom’ = Y7 Y7o cijwijeiwy; S, > jex dijvijestivi; € Syz(G),
wobei (m’) = m gilt. Da nun G eine 7-Grobnerbasis von Syz(G) und das
Leitmonom von m' nach Voraussetzung ein Summand in der ersten Summe
ist, existieren Elemente g € G und w,w’ € X* mit wLT;(g)w’ = LT:(m') =
LT, (m). Es bleibt nun noch zu zeigen, dass w-LT,(¢(g))-w = LT, (m) erfiillt
ist. Sei also LT;(m') = w;je;wj; fiir ein i € {1,...,s} und j € N. Dann sind

w;; und wi; irreduzibel bzgl. S, st LT:(g) = wig;wy fiir wy,wy € X*, so
sind demnach auch w; und wy irreduzibel. Es gilt also LT, (¢(g)) = ¥(LTz(g))
und folglich LT, (m) = w-LT:(g)-w' = w-y(LT:(9)) - w' =w-LT,(¥(g9)) w'
Damit haben wir die Behauptung bewiesen. O

Um nun eine Grébnerbasis von Syz(G) zu berechnen, bendtigen wir nach
obigem Satz eine Grobnerbasis des Syzygienmoduls von G. Eine solche sind
wir aber bereits im Stande zu berechnen, denn Korollar 3.5.5 stellt eine ent-
sprechende Prozedur zur Verfiigung. Dabei muss lediglich in Schritt 1) die
Komponenten-Eliminationsordnung so gewéhlt werden, dass deren Restrik-
tion auf T(E) der Modultermordnung 7 entspricht. Es bietet sich deshalb
an, direkt 7 = Poso zu setzen. Dies vereinfacht auch die Wahl von 7 im
vorangehenden Satz.

In der Prozedur zur Berechnung einer Grobnerbasis von Syz(G) wird be-
kanntlich der entsprechende zweiseitige Modul U mit den zusétzlichen Erzeu-
genden {eg, ..., €511} betrachtet. Der Rechenaufwand fiir die Bestimmung
einer Grobnerbasis von U héngt natiirlich von der Anzahl der Erzeugenden
ab. Dieser ldsst sich nun reduzieren, indem wir die ¢t Erzeugenden, die die Ele-
mente fi,..., f; betreffen, vermeiden. Terme in diesen Erzeugenden werden
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sowieso aufgrund der spateren Anwendung der Abbildung ¢ ohnehin nicht
beriicksichtigt. Wir kommen so zu der folgenden Variation von Korollar 3.5.5.

Satz 4.2.3 Sei G ={7g,,...,9,} C R, sei G = (gy,...,7,), sei Fsy1 der freie

zweiseitige K[ X*]-Modul erzeugt von {ey,es,...,esi1} und F erzeugt von
{ea, ... ess1}. Weiter sei U = (e1g1—éa, ..., €19s—€st1,€1f1, ..., €1 ft, x161—
€121, . . ., Tpey —e1Zy,) ein zweiseitiger K[ X*]-Untermodul von Fy, 1 und ¢ ei-

ne Abbildung mit ¢ = |,;~p - Wir betrachten die folgenden Instruktionen:

1) Wihle eine Komponenten-Eliminationsordnung 7 fir L = {1} auf
T(Fsy1), so dass T die Restriktion von 7 auf T(E) ist.
2) Berechne eine 7-Grobnerbasis G von U.

3) Bestimme G=GnNF und gib @(CA?)\{O} aus.
Dies ist eine Prozedur, die eine Grobnerbasis des Syzygienmoduls von G
aufzahlt.
Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass o(U N ﬁ) = Syz(G) erfiillt ist. Sei also
meUNF,dh.m=5%", > jen CijWijeipwy; mit ¢ € K, wij, wi; € L™ fiir
t=1,...,sund 57 € N, wobei nur endlich viele ¢;; von Null verschieden sind.
Ein friither bereits verwendetes Argument liefert

S
!/
m = E E CijWi5Ci+1W; 4

i=1 jeN
S S
. / / U
= CijW;j€1giW;; — cijwij(e1gi — eiy1)wy; €
i=1 jeN i=1 jeN
A TV
. eu
o , SO
und damit m’ = Y 5, > 7y cijwijergiwy; € U. Dain m’ keines der Erzeugen-
den eq, ..., es 1 vorkommt, muss m' in dem zweiseitigen K[X*]-Untermodul
(e1f1,...,e1fy, xie1—e1xy, . .., xpe1—e1xy,) von Fyyq enthalten sein. Also lésst
: / : /I t / " : "
sich m’ schreiben als m =37, > .\ dijvijer fivy+m” mit m” € N, di; € K,
vy, v; € X7 fiiri = 1,...,¢t und j € N, wobei nur endlich viele d;; von Null

verschieden sind. Es folgt nun mit den Abbildungen 7 aus Kapitel 2 und X

Ap(m)) = Z Z CijW;jg;W;; = m(m’)

Also ist p(m) € Syz(G).
Nach Satz 3.4.4 ist die in den Schritten 2) und 3) berechnete Menge G

eine 7-Grobnerbasis von U N F. Es bleibt nun noch zu zeigen, dass fiir alle
m € Syz(G)\{0} Elemente g € ¢(G) und w,w’ € T(R) existieren, so dass
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LT, (m) =w-LT,(g) - w' erfiillt ist.

Sei also m € Syz(G)\{0}, d.h. m = 377, >\ ¢iWi;ew;; mit ¢;; € K,
wy,wi; € T(R) fiir i = 1,...,s und j € N, wobei nur endlich viele ¢;; von
Null verschieden sind. Wir gehen nun &hnlich wie im Beweis zu Satz 3.5.4

vor. Es ergibt sich zunéchst das Element

S
r /
m = CijWij€it1W;5

i=1 jeN
S S
— VT ot — . ( . . )’
= CijW;;€19iW;; CijWij (€107 — €Ci+1)Wy;
i=1 jEN i=1 jEN
~ Vv
g , o eU
mit m’ € F und ¢(m') = m. Weiter ist
S
!/
g E CijWij€19;W;;
i=1 jEN
S S
- / /
= Cij€1Wi5GiW;; + Cij(wijel - elwij)giwij‘
i=1 jEN i=1 jEN

Die rechte Summe ist nun wieder in N und damit in U enthalten. Wegen
m € Syz(G) ist Y5, > ien Cijwiigiwy; € I und die linke Summe damit in
dem K[X*]-Untermodul (e f1,...,e1fi,x161—€121, ..., xpe1 —e12,) C U von
Fy. . Also folgt m’ € UNE. Es existieren nun Elemente g€ G und w,w e X*
mit LT, (m’) = wLT, (g)w'. Ist LT,(g) = wie;wy fiir ein i € {1,...,s} und
wy,wy € X% so sind wy; und wsy irreduzibel bzgl. ig denn w;; und ng
sind nach Voraussetzung irreduzibel fiir alle j € N. Also folgt LT, (¢(g)) =
©(LT,(g)) und damit LT, (m) = LT, (m') = wLT,(g9)w' = w-p(LT,(9)) W =
w- LT, (¢(g)) - w'. Demnach erfiillt das Element ¢(g) € ¢(G) die gewiinschte
Eigenschaft und die Behauptung ist bewiesen. O

Bemerkung 4.2.4 In diesem Kapitel ist vorausgesetzt, dass die Elemente

fi,.-., ft eine o-Grobnerbasis des zweiseitigen Ideals [ bilden. Dies kann
durch die Bedingung ersetzt werden, dass sich die Menge {f1, ..., f;} zu einer
endlichen o-Grébnerbasis von I ergénzen ldsst. Denn ist {fi,..., fii.} eine

solche o-Grobnerbasis, so gilt fiir jede Syzygie m = Zf:f Zj N
Syz(g1, -+, 9s, f1,- -+, fr) auch m € Syz(g1, ..., gs, f1, -+, fitu)-

;.
cijwijaiwij mn

4.3 Das Konjugationssuchproblem

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit dem Konjugationssuchproblem
in Monoidringen. Dazu sei X' ein endliches Alphabet und ~y, eine Aquiva-
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lenzrelation auf der Menge der Worter L erzeugt durch endlich viele Relatio-
nen wy ~ wi,...,w; ~ w,. Wir nehmen hierbei an, dass eine Termordnung
o auf X* existiert, so dass w; >, w; fiir i = 1,...,¢ erfiillt ist. Weiter sei

W, W
vorausgesetzt, dass das von w; — w; erzeugte Termersetzungssytem —
konvergent ist und jedes Element in M = Y*/ ~y, durch sein zugehoriges

irreduzibles Wort in X* bzgl. X, prasentiert wird. Fiir Elemente w, w’ € M
bezeichne ww’ wieder das Produkt von w und w’ in M und w - w’ die Konka-
tenation in V™, sowie = die Identitdt als Wort. Fiir das endlich présentierte
Monoid M erhalten wir mit

k
K[M]:{Zcivﬂkeﬂ\lo, CZ'GK\{O}, UZEMfuI'Z::[,,k}
1=1

den Monoidring von M iiber K.

Das Konjugationssuchproblem lédsst sich nun wie folgt formulieren. Ent-
scheide, ob zu Elementen g¢;, g, € K[M] ein f € K[M)] existiert, so dass
g2 = fg1f~! gilt. Diese Gleichung lisst sich auch umstellen zu fg; — gof = 0.
Wir suchen also eine Syzygie des Tupels (g1, g2) mit einer speziellen Gestalt.
Den verbleibenden Teil dieser Arbeit wollen wir nun der Berechnung des Sy-

zygienmoduls von (g1, g2) bzw. allgemeiner von (g, ..., gs) widmen.
Im Folgenden sei also G = {g1,...,9;} € K[M] und G = (g1,...,9s).
Ferner sei E der freie von {ey, ..., e} zweiseitig erzeugte K[M]-Modul.

Definition 4.3.1 Seim & E, dh.m=>7_, E]EN cijwiieswi; mit ¢;j € K,
wij, wi; € M fiiri=1,...,s und j € N, wobei nur endlich viele c;; von Null

verschieden sind. Das Element m heifit (zweiseitige) Syzygie von 5, falls

die Gleichung s

i=1 jeN
erfillt ist.

Die Menge aller Syzygien Syz(G) bilden wieder einen zweiseitigen K[ M]-
Untermodul von E. Diesen haben wir bereits im ersten Abschnitt dieses
Kapitels fiir Elemente g1, ..., g9, € R = K[X*]/I bestimmt. Die dort gewon-
nenen Ergebnisse konnen wir nun auf Monoidringe iibertragen. Dabei sei I,
das zweiseitige Ideal von K[X*]| erzeugt von Gy = {w; — w}, ..., wy — w;}
und fiir ein w € X* bezeichne w wieder die zugehorige Aquivalenzklasse in
M bzgl. ~y,. Da W, als konvergent vorausgesetzt ist, ist dabei G bereits
eine o-Grobnerbasis von Iy. Wir erhalten zunéchst das folgende Resultat.
Dabei sei ¢ : K[X*] — K[M] der von Y* — M, w — W induzierte
Homomorphismus (siehe [2], Kapitel 3 §2.6, Korollar zu Proposition 6).
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Satz 4.3.2 Ist M ein endlich prasentiertes Monoid, dann induziert die Ab-
bildung ¢ = K[5*] — K[M] mit S c;v; — S2F_ ¢0; einen Isomorphis-
mus @ von K[X*|/Ir nach K[M].

Beweis. Die Abbildung ¢ ist offensichtlich ein surjektiver Homomorphismus.
7 zeigen ist nun, dass der Kern von ¢ dem zweiseitigen Ideal I, entspricht.
Sei zunichst f € Ty\{0}, dh. f = 30, > jen CijWwij(wi — wi)wj; mit
cij € K, wy,wi; € X*firi=1,...,t und j € N, wobei nur endlich viele
der ¢;; von Null verschieden sind. Dann ist
t
i1 JEN
Sei nun umgekehrt f = 3% ¢, € Kern(p)\{0} mit ¢; € K\{0}, v; € X*
fiir i = 1,...,k und @(f) = 0. Es ist also 3. ¢5; = 0. Ist k = 1, so folgt
aus c;0; = 0 sofort ¢; = 0 und daraus 0 = f € I\ Fiir k > 2 ergibt sich
—CLUE = Zf:ll ¢;0; und damit v, = 7; fiirein j € {1,...,k—1}. Wir erhalten
also vy, — v; € Iy Fiir das Element [’ = Zf:_ll cv; € K[X*] mit ¢ = ¢; fiir
i # jund ¢f = ¢; + ¢ gilt o(f') = ¢(f) =0 und f = f' + ¢x(vx — v;). Die
Behauptung folgt nun induktiv. a

In Anlehnung an Satz 4.1.5 definieren wir eine Grébnerbasis von einem
zweiseitigen K[ M]-Untermodul von F wie folgt. Dabei sei 7 wieder eine mit
o vertrigliche Modultermordnung auf T(E).

Definition 4.3.3 Sei M ein zweiseitiger K[M]-Untermodul von E. Eine
Menge G C M heifst (zweiseitige) Grobnerbasis von M, falls gilt

LT {M} = {w-LT,(g) - w'|g € G, w,w € M}
Sei nun die Abbildung ¢ definiert als ¢ : £ — E mit ¢»=@D_, ¢k P

Wir erhalten so mit ¢ als direkte Summe von Homomorphismen ¢ Qg ¢
wieder einen Homomrphismus zweiseitiger Moduln.

Satz 4.3.4 Sei G ={g1,..., 9.} C K[M] und G = (g1, .., gs). Dann gilt:

a) LT, (¢(m)) = ¢(LT-(m)) fiir alle m € E.
b) Ist G eine Grébnerbasis von Syz(G) mit? = (e g1),---, 2 1(gs)),
dann ist (G) eine Grébnerbasis von Syz(G).

Beweis. Fiir den Beweis von a) sei m € E und t € Supp(m), d.h. t = wew’
mit w,w’ € T(R) und i € {1,...,s}. Dann werden w und ¢(w) bzw. w’ und
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¢(w') durch dasselbe irreduzible Element in X* reprisentiert. Denn wére die-

ses Element reduzibel bzgl. L, so enthielte es ein w; fiir ein j € {1,...,t}.
Damit wire es aber auch ein Vielfaches von LT, (w; —w’) und reduzibel bzgl.

S Dies gilt nun insbesondere fiir ¢ = LT (m). Damit erhalten wir a).
Es bleibt noch b) zu zeigen. Sei dazu G = (¢~ (g1), .-, @ '(gs)) und G ei-

ne Giébnerbasis von Syz(G). Des Weiteren sei m = >0 | > JeN c,;jwij&ting €

Syz(G)\{0} mit ¢;; € K, wij,w;; € M fiiri=1,... s und j € N, wobei nur

endlich viele ¢;; von Null verschieden sind. Also ergibt sich

Z Z Cz’j@*l (wz’j)gil (9:)p " (ng)

i=1 jEN

= 9571(2 Z Cijwijgiw£j>

i=1 jEN

= §70) = 0

und damit ¢~'(m) € Syz(G). Es existieren nun Elemente w,w’ € T(R)
und g € G, so dass gilt ¢~ (m) = w - LT.(g) - w’. Mit a) folgt schliellich
m = g LT, (g) - ') = p(w) - S(LT,(g)) - p(w') = p(w) - LT-(6(g)) - 9(uw
und die Behauptung ist bewiesen. O

Bemerkung 4.3.5 Analog zu Bemerkung 4.2.4 gilt auch hier, dass das Ter-

W . . .
mersetzungssystem —— nicht konvergent sein muss. Es geniigt die Voraus-
setzung, dass es durch Hinzunahme endlich vieler Relationen zu einem kon-
vergenten Termersetzungssystem erweitert werden kann.

Beispiel 4.3.6 Die symmetrische Gruppe S3 wird endlich présentiert durch
Y = {x1, 22} und die Relationen 23 ~ 1, 25 ~ 1 und 23wy ~ zoxy. Ist g1 = 29
und f = 124, so erhalten wir mit fg,f~' = 212029 (712) 7" = 225 a7t =
xlxﬂ% = Ir1_= g ein Konjugat von g;. Wir wollen nun die Syzygien
fir das Tupel G = (g1, 92) berechnen und zeigen, dass z12261 — €97122 in
Syz(G) liegt. Nach Satz 4.3.2 miissen wir dazu den Polynomring K[X*| mit
Y = {1,722} und das zweiseitige von {x3 — 1,23 — 1, 23wy — zox1} erzeugte
Ideal Iy von K[X*] betrachten. Wir wihlen dabei die Modultermordnung
7 = PosLLex auf T(FE), wobei E der freie von {e1,e5} erzeugte zweiseitige
K[X*]-Modul ist. Wir miissen die Menge der Erzeugenden von I zunéchst
zu einer LLex-Grobnerbasis ergidnzen. Nach Beispiel 2.6.7 b) erfiillen dies die
Elemente zix92x1 — 1'2,1'2.1'% — x129 und Tox1To — x% Zur Berechnung von
Syz(G) gehen wir nun nach Satz 4.2.3 vor. Der zweiseitige Untermodul U
von (eq, ez, €3) k[x+ wird hierbei erzeugt von G={f1,..., fio} mit
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fl = €1T2 — €,

f6 = €1T1T2X1 — €12,

_ _ 2
fo = e1x9m1 — €3, fr= €1L2Ty — €1X1X2,

611'? — €1,
€175 — ey,

fs
Ja

_ 2
fs = €1T7T2 — €1T2%7,

_ 2
f8 = €1T2X1XT2 — €177,
fo=me — ez,
flO = T2€1 — €1T2.

63

Wir berechnen nun Elemente einer PosLLex-Grobnerbasis von U. Wir erhal-
ten dabei die folgenden S-Vektoren:

Si2 fiz1 — fo = —eaw1 +e3 = fnn
51,4 = fize — fi=e1 — €22 = fi2
2 .
51,12 = fi— fiama = €Ly — €2 =1 fis
fi2 2
510,12 = f10 - $2f12 = —€1X2 + To2Ty — T2€2X2 — €215
f13 .
— X262y — €9 = f14
f12
S9.12 fo —x1fi2 = —e1x1 + T1€2X2 — T1€2T3 — €2X2T1 =: fi5
2 2 9 fi2 2 92
87’12 = f7 — flgl’QZCl = —e1T129 + €2ToL| — €T — €2X2X1T2
f13 2 fi1 .
— €311 — €3X2X1 X2 —— —CaX2XL1T2 + e3x =: f17
513,14 Tafi3 — fla®s = —X9€p + €272 =: fig
fi7 .
513,15 = T1fi3 — [i5%2 = —T1€2 + €2T271T2 — —T1€2 + €371 =: fig
Es ergibt sich also das Element f = —x1fig — figXo = 12269 — e321290 € G

und damit ¢(f) = 21296, — £27175 € H(G).



Kapitel 5
Ausblick

Wir haben in den vorangegangenen Kapiteln grundlegende Aussagen iiber
Syzygien von Tupeln aus Elementen eines zweiseitigen freien Moduls F' iiber
einem nicht-kommutativen Polynomring K[X*] erarbeitet. Der Schwerpunkt
lag dabei auf der Entwicklung einfacher Algorithmen zur Berechnung solcher
Syzygien. Dazu war unter anderem ein intensives Studium der Grébnerba-
sen fiir zweiseitige Untermoduln von zweiseitigen freien K[X*]-Moduln nétig.
Das Aufstellen effizienterer Algorithmen sollte ein erster Punkt in weiteren
Betrachtungen darstellen. Der Blick auf Rechenzeiten und -resourcen ist hier
zugunsten der Erarbeitung der theoretischen Grundlagen vernachlassigt wor-
den. Hierbei wire auch zu untersuchen, in wie weit sich die Ergebnisse aus
der kommutativen Theorie zu diesem Thema iibertragen lassen.

Ein weiterer Punkt in tiefer gehenden Betrachtungen kénnte die in Ka-
pitel 4 angesprochene Anwendung auf das Konjugationssuchproblem {iiber
Monoidringen K[M)] einnehmen. Hierbei stellt sich unter anderem die Frage,
wie dieses Thema fiir nicht endlich prisentierte Monoide M angegangen wer-
den kann. Auch das Fehlen der hier vorausgesetzten Konvergenz des durch
die Relationen erzeugten Termersetzungssystems kénnte Teil neuer Untersu-
chungen sein. Dies entspricht der Situation, dass die den Relationen entspre-
chenden Polynome zu keiner endlichen Grébnerbasis des von ihnen erzeugten
Ideals ergidnzt werden kénnen.

Im letzten Kapitel wurde im Zusammenhang mit dem Konjugationssuch-
problem diskutiert, wie der Syzygienmodul fiir ein Tupel (g1, g2) von Elemen-
ten aus einem zweiseitigen freien Modul iiber K[M] bestimmt werden kann.
Doch in diesem Kontext wurde eine wichtige Frage in dieser Arbeit nicht
beantwortet. Wie finden wir in der Menge aller Syzygien genau diejenige der
Form fey —esf heraus, die das Problem 16st. Wir haben bisher nur mogliche
,Kandidaten“ hierfiir bestimmt.
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