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3. Ubungsblatt zur Angewandten Algebra
Polynome, schnelle Arithmetik

1. Sei K ein Korper. Fiir d € N sei P; := {f € K[X] | deg f < d}. Seien f,g € K[X]
mit deg f = n, deg g = m. Betrachte die K-lineare Abbildung

@: Py x Py — Poym, (s,t)—sf+tg.

Zeige: Es ist ggT(f,g) = 1 genau dann, wenn ¢ ein Isomorphismus ist.

Wie sieht die Matrix von ¢ beziiglich der Standardbasis (Xi)0§i<d von Py aus?
(Deren Determinante wird als Resultante Res(f, g) bezeichnet.)

2. Sei p die Mobiusfunktion und ¢ die Eulerfunktion. Zeige fiir n € Ny die Identitéit

b _ )
dzhz:d n

3. Sei F, ein endlicher Korper. Zeige:
a) Fiir ¢ ungerade und « € Iy gilt ala=1)/2 € {1, -1}, beide Fille sind gleich hiufig.

b) Fiir ¢ = 2™ gerade und a € F, gilt Tp, (o) := o 402" "+ +a2+a € {0,1}
und beide Fille sind gleich haufig.

4. Sei q ungerade. Um Nullstellen von Polynomen iiber F, zu berechnen kann man eine
Vereinfachung der Cantor-Zassenhaus-Faktorisierung benutzen:

a) Sei S := {a € Fy | a ist ein Quadrat}. Zeige, dass X072 1 =[],es(X —a)
und somit (X —¢)@ /2 -1 =T[, o(X —a — ¢) gilt.

b) Sei f € F,[X] ein quadratisches Polynom mit zwei verschiedenen Nullstellen. Fiir
zufélliges ¢ € F, ist mit Wahrscheinlichkeit %% ein Linearfaktor bestimmt via

geT (X — )@ D/2 -1, f).

¢) Berechne eine Quadratwurzel von 2 in Fy7. Betrachte hierfiir f := X? — 2 € Fy7[X]
und verwende ¢ = 3.

5. Berechne die Polynomprodukte
a) (aaX?+ a1 X +ag) - (b2X? + b1 X + bg) mit 6 Multiplikationen,
b) (a3 X+ aaX?+ a1 X +ag) - (b3 X3 + by X2 + b1 X + bg) mit 9 Multiplikationen.

6. Hat ein Integritéitsring R (mit 2 € R*) nicht geniigend primitive Einheitswurzeln fiir
die diskrete Fourier-Transformation, kann folgende Konstruktion helfen. Betrachte

S == RIX]/(X™ +1).

Zeige: Es ist S nicht notwendig ein Integritétsring, aber w := [X] € S ist primitive

n—1

n-te Einheitswurzel fiir n = 2m, und es gilt > ", Wk =0 fiir alle 0 < k < n.



