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Einleitung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, den Integrationsraum L,(M) zu einer von Neumann-
Algebra M zu definieren, sowie die hierfiir benttigten theoretischen Grundlagen ausfiihr-
lich darzustellen.

Wir geben kurz die Definition einer von Neumann-Algebra. Es sei H ein komplexer
Hilbetraum und £(H) die C*-Algebra der beschrinkten linearen Operatoren auf H. Die
Halbnormen

x> [(x& )] (§n € H)

definieren eine lokalkonvexe Topologie auf L(H), welche schwicher als die Norm-
Topologie ist. Eine von Neumann-Algebra

M C L(H)

ist eine beziiglich dieser Topologie abgeschlossene *-Subalgebra mit 1. Eine von
Neumann-Algebra ist damit insbesondere eine C*-Algebra. Allerdings besitzt sie stérke-
re Abschlusseigenschaften, welche beispielsweise eine Reichhaltigkeit von Projektionen
implizieren. Der Prototyp einer kommutativen von Neumann-Algebra ist die Algebra
Loo(p) der Aquivalenzklassen beschriinkter, messbarer Funktionen.

Die Theorie der von Neumann-Algebren begann mit einer Serie fundamentaler Arbei-
ten von F. J. Murray und J. von Neumann (On rings of operators I-IV, Ann. Math.,
1936-1943) und hat sich in den folgenden Jahren bis heute zu einem riesigen Forschungs-
gebiet entwickelt. Die oben angedeuteten Eigenschaften einer von Neumann-Algebra sind
ein Grund dafiir, weshalb man diese Theorie auch als eine nicht-kommutative Theorie
messbarer Funktionen bezeichnet.

Fiir eine Integrationstheorie benétigt man ein positives Funktional f — [ f (,Inte-
gral“), welches man im klassischen, also kommutativen Fall mittels eines MaBes oder als
Erweiterung eines Daniell-Funktionals gewinnt. Diesem Funktional entspricht im Nicht-
kommutativem eine Spur

x = 7(x),

also ein positives Funktional auf einer von Neumann-Algebra, welches invariant unter
unitidren Transformationen x +— w*zw ist. Spuren wurden bereits bei Murray und von
Neumann betrachtet, und Ausarbeitungen einer nicht-kommutativen Integrationstheorie
mit einer Spur verdffentlichten I. E. Segal (A non-commutative extension of abstract
integration, Ann. of Math. 57, 1953) und J. Dixmier (Formes linéaires sur un anneau
d’opérateurs, Bull. Soc. Math. France 81, 1953).

Allerdings besitzt nicht jede von Neumann-Algebra eine ,sinnvolle Spur (d. h. eine
normale, semifinite, treue Spur, siche Abschnitt 1.10), und man kannte zunéchst kein
hilfreiches Mittel, um diese von Neumann-Algebren vom sog. Typ III zu untersuchen
und weiter zu klassifizieren.



Einleitung

M. Takesakis Monografie (Tomita’s theory of modular Hilbert algebras and its appli-
cations, Springer 1970), eine iiberarbeitete Version einer wenig beachteten Arbeit von
Tomita aus dem Jahre 1967, brachte einen neuen Impuls fiir die Behandlung der von
Neumann-Algebren vom Typ III. Hier wird zu einem ,sinnvollen® Gewicht (siehe Ab-
schnitt 1.10), welches jede von Neumann-Algebra M besitzt, eine Gruppe {o{ }icr von
*-Automorphismen von M definiert, die sog. modulare Automorphismus-Gruppe. Hier-
durch ergeben sich gewisse Invarianten, die eine feinere Klassifikation der von Neumann-
Algebren vom Typ III ermdglichen.

Weiterhin war die Konstruktion einer gewissen Erweiterungsalgebra A zu einer von
Neumann-Algebra M, dem sog. gekreuzten Produkt beziiglich der modularen Automor-
phismusgruppe bedeutsam. Denn einerseits kann durch zweimaliges Anwenden dieser
Konstruktion die urspriingliche von Neumann-Algebra M zuriickgewonnen werden, und
andererseits besitzt die Erweiterungsalgebra N eine sinnvolle Spur 7.

Dies ist der Ausgangspunkt der Konstruktion nicht-kommutativer L,-Rdume zu be-
liebigen von Neumann-Algebren, wie sie von U. Haagerup (LP-spaces associated with an
arbitrary von Neumann algebra, Colloques internationaux du CNRS 274, 1979) entwi-
ckelt und von M. Terp in einem Preprint [Ter81] ausgearbeitet wurde. Die Elemente
des Raumes L,(M) sind hierbei gewisse, im Allgemeinen unbeschrinkte, Operatoren,
die mit dem gekreuzten Produkt N affilitert (sieche Abschnitt 2.3) sind, sowie messbar
(sieche Abschnitt 3.2) beziiglich der Spur 7 sind.

Von Neumann-Algebren, Spuren, Gewichte und Zustdnde werden in Kapitel 1 defi-
niert, wo auch die wichtigsten Grundlagen hierzu entwickelt werden.

Das Kapitel 2 widmet sich den unbeschrinkten Operatoren, welche vor allem in den
nachfolgenden Kapiteln 3 und 4 von Bedeutung sind. Speziell werden hier ausfiihrlich mit
einer von Neumann-Algebra affiliierte Operatoren behandelt, sowie eine Spektraltheorie
und ein Borel’scher Funktionenkalkiil entwickelt.

In Kapitel 3 wird die Theorie der beziiglich einer Spur messbaren Operatoren dar-
gestellt, die fiir die Konstruktion der Haagerup-L,-Réume in Kapitel 6 notwendig ist.
Weiterhin wird kurz auf die L,-R&ume mit einer Spur eingegangen.

Eine Darstellung der Modular-Theorie findet man in Kapitel 4 und die Konstruktion
des gekreuzten Produkts wird in Kapitel 5 erklart. Um die Darstellung etwas zu ver-
einfachen, setzen wir hierbei voraus, dass die von Neumann-Algebra M C L(H) auf
einem separablen Hilbertraum H operiert. Solche von Neumann-Algebren besitzen stets
einen treuen, normalen Zustand (siche Abschnitt 1.9), und wir betrachten die modulare
Automorphismusgruppe zu diesem Zustand.

In Kapitel 6 schliefllich wird der Haagerup-L,-Raum L,(M) zu einer von Neumann-
Algebra M definiert, sowie eine Norm auf L, (M) konstruiert, mit der diese Réume zu
Banachrdumen werden.

Es wird vorausgesetzt, dass der Leser mit den Grundlagen der Funktionalanalysis
vertraut ist. Wichtige Préliminarien, insbesondere C*-Algebren und den Operatoren auf
einem Hilbertraum betreffend, sind in einem Anhang zusammengestellt.

Obwohl es mein Bemiihen war, die theoretischen Grundlagen fiir die Konstruktion der
Haagerup-L,-Réume vollstdndig mit Beweisen darzulegen, musste ich leider aus Zeit-
und Platzgriinden einige Ergebnisse, insbesondere im Kapitel 6, ohne Beweis zitieren.
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1. Von Neumann-Algebren

Eine ausfiihrlichere Darstellung der Notationen und Praliminarien findet sich im Anhang,.
An dieser Stelle wollen wir nur die notwendigsten Notationen zusammenstellen.

Eine C*-Algebra A moge stets eine 1 beinhalten, ebenso *-Unteralgebren von A; des-
weiteren soll (1) = 1 fiir alle *~-Homomorphismen ¢ : A — B zwischen C*-Algebren
A und B gelten. Wir bezeichnen das Spektrum eines Elements © € A mit Spx und den
Spektralradius mit p(x). Ferner sei

Aga :={x € A | x selbstadjungiert}, A4 :={z € A |z positiv},
Aproj = {e € A | e Projektion}.

Die Grundziige der Theorie der von Neumann-Algebren werden in diesem Kapitel
entwickelt. Quellen hierzu sind die Biicher [KaR83], [KaR86], [Mur90] und [Fil96].

1.1. Die starke und schwache Operator-Topologie

Auf der C*-Algebra £(H) der beschréinkten, linearen Operatoren auf einem komplexen
Hilbertraum H erweisen sich neben der Norm-Topologie weitere lokalkonvexe Topologien
als niitzlich (vgl. [Wer02], Beispiel VIIL.1(j)).

Definition. Die starke Operator-Topologie auf L(H) ist die durch die Halbnormen
x> |zg| (x € L(H), & € H)

definierte lokalkonvexe Topologie; die schwache Operator-Topologie auf L(H) ist durch
die Halbnormen

x> [(x&m)|  (x € L(H),§ne H)
definiert.

Bemerkung. (1) Die Normtopologie ist stérker als die starke Operator-Topologie, wel-
che wiederum stérker als die schwache Operator-Topologie ist.

Konvergiert ein Netz {z,} in £(H) in Norm gegen 0, so konvergiert auch {z,{} in H
gegen 0, fiir alle £ € H; d. h. Normkonvergenz impliziert starke Operator-Konvergenz.
Ist ferner ein Netz {z,} in L(H) konvergent gegen 0 in starker Operator-Topologie, gilt
also £,& — 0 fiir alle £ € H, so folgt (z,&,n) — 0 fiir alle {,n € H, d. h. {z,}
konvergiert in der schwach-Operator-Topologie gegen 0.

(2) Die Involution z — z* ist schwach-Operator-stetig; denn gilt £, — x in schwacher
Operator-Topologie, so gilt (zX€,n) = ({,zan) — (§,2n) = (x*&,n) fir alle &,n € H,
d. h. z}, — " in schwacher Operator-Topologie.



1. Von Neumann-Algebren

(3) Die Involution x — z* ist jedoch nicht stark-Operator-stetig, falls dim H = oo.
Denn ist (ep)p, €in Orthonormalsystem in H und sei

T € LIH), x,&:=(en)er (neN € H),
so gilt z,§ — 0 fiir alle & € H, jedoch (x}e1,e,) = (€1, xne,) = 1 fiir alle n, und damit
xrer /0.
(4) Sicherlich ist die Involution z — z* normstetig. Aus (2) und (3) folgt daher, dass im

Fall dim H = oo weder Norm- und starke Operator-Topologie, noch starke und schwache
Operator-Topologie iibereinstimmen.

Proposition 1.1.1.
(1) Fliir ein lineares Funktional w : L(H) — C sind dquivalent:
(la) w ist stark-Operator-stetig,
(1b) w ist schwach-Operator-stetig,
(L) w=>""1(&nj) mit gewissen &j,m; € H.
(2) Eine konvexe Menge S C L(H) ist genau dann stark-Operator-abgeschlossen, wenn
sie schwach-Operator-abgeschlossen ist.
Beweis. (1) Klar ist (1¢) = (1b) = (1la), zu (1la) = (1c) siche [Wer02], Beispiel VIII.2(c)
oder [Mur90], Theorem 4.2.6.
(2) Siehe [Wer02], Satz VIIL.3.5, zweiter Spezialfall, oder [Mur90], Theorem 4.2.7. [
Bemerkung. (1) Ist S C L(H) ein schwach-Operator-abgeschlossener Teilraum und
y ¢ S, so existiert ein schwach-Operator-stetiges Funktional w auf £L(H), so dass w|s =0

und w(y) # 0; dies kann man leicht aus dem Trennungssatz fiir lokalkonvexe Réume
folgern (siehe etwa [Wer02], VIII.2.12).

(2) Die Multiplikation ist im Allgemeinen nicht stark-Operator-stetig auf L(H)x L(H)
(ohne Beweis), wohl aber auf S x L(H), wenn S C L(H) beschrinkt ist; dies folgt aus
der Ungleichung

1@y — zoyo)&ll < [l lll(y — yo)&ll + [I(z = zo)yos |l (2,9, 0,50 € L(H),& € H).

(3) Die Menge L(H)s, aller selbstadjungierten Operatoren und die abgeschlossene
Einheitskugel By (f) sind schwach-Operator-abgeschlossen. Das zeigen die Aquivalenzen

r€L(H)sa <& (2£,&) €Rfirallef € H,
v € By < |[(@€n)| <1 firalle {,n € By.

Jede monoton steigende, beschrankte Folge reeller Zahlen konvergiert gegen ihr Su-
premum; ein analoges Resultat gilt fiir £(H) mit starker Operator-Topologie:

Satz 1.1.2. FEs sei {zo} C L(H)sa ein monoton steigendes (d. h. xo < xg falls o < f3),
nach oben beschrinktes Netz. Dann existiert sup,, € und es gilt

limz, =supz, (starke Operator-Konvergenz).
« «

Weiterhin gilt sup,,(a*zqa) = a*(sup, xq)a fir alle a € L(H).



1.2. Von Neumanns Bikommutantensatz

Beweis. Durch Betrachtung von {zq—2a, }a>a, darf o. E. z, > 0 fiir alle @ angenommen
werden. Nach Voraussetzung existiert M > 0, so dass z, < M1 fiir alle o. Es folgt
(xo&,6) < M|€|]? fir alle o, so dass limg (24€, &) wegen der Monotonie von {(z,€, &)}
fiir alle £ € H existiert. Durch Polarisation folgt, dass lim,(z,§,n) fir alle £,n € H
existiert. Man sieht leicht ein, dass

(€ n) = lim(zag,m)

eine beschrinkte Sesquilinearform definiert, und der zugehorige Operator sei x € L(H).
Wir haben dann (z,£,&) 7 (x€,€) fiir alle £ € H und man erkennt hieraus = = sup,, .-
AuBerdem gilt

Iz —za)éll® = [I(x —2a) (@ - 2a)" %)
lz — ol (& — 2a)2€)1* < M{(z — za)€,€) — 0,

IA

so dass v, — € fir alle £ € H.

Ist nun a € L(H) gegeben, so gilt (a*x,a&, &) = (zqa€,al) S (xa&,al) = (a*xa&,§)
fiir alle £ € H, und daraus folgt a*za = sup,(a*z,a). O

1.2. Von Neumanns Bikommutantensatz

Definition. Sei S C L(H), dann ist der Kommutant von S definiert durch
S":={y € LH) | zy=yz fir alle x € S},

und der Bikommutant von S durch S" := (S')’.

Bemerkung. (1) Es ist S” C L(H) stets eine schwach-Operator abgeschlossene Unter-
algebra: Die algebraischen Abschlusseigenschaften sind sehr leicht zu sehen; ist ein Netz
{ya} C S’ schwach-Operator-konvergent gegen y € L(H), sowie x € S, so gilt

{yag,n) = lim(yox€, n) = lim{zyag,n) = lim(yag, 2*n) = (y&, 2™n) = (xy¢, )

fiir alle £&,n € H, also yr = xy; somit ist y € S’.

(2) Ist S beziiglich der Involution abgeschlossen, so gilt dies auch fiir S’. Ist S kom-
mutativ, d. h. zy = yx fiir alle z,y € S, so gilt dies auch fiir S’.

(3) Man verifiziert leicht, dass fiir S,T C L(H) gilt
SCT=8>T1, Scs§" S =5

(4) Es sei S beziiglich der Involution abgeschlossen, e € L(H )proj €ine Projektion und
K := Bilde; dann ist e € S” genau dann, wenn K invariant unter allen x € S ist (d. h.
2(K) C K bzw. xe = exe). Dies folgt aus ex = (z*e)* = (ex*e)* = exe = xe fiir z € S.

Satz 1.2.1 (von Neumann). Eine stark-Operator-abgeschlossene *-Unteralgebra A von
L(H) ist gleich ihrem Bikommutanten, d. h. A = A".
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Beweis. Wir miissen lediglich zeigen, dass jedes x € A” im stark-Operator-Abschluss
von A ist. Hierfiir wollen wir bei gegebenen &1, ...,&, € H zeigen, dass

U(z) :={y € LH) | ||(y —x)&] <1 fiir alle i}

nicht-leeren Schnitt mit A besitzt.
Wir betrachten die n-fache Inflation

p:LH)— LH"), y—yd---Dy,

wobei (y@- - -®y) (&1, .-+, &n) = (Y€1, - . ., y&n); dies ist ein injektiver *-Homomorphismus.
Es sei € := (&1,...,&,) € H™ und K der Normabschluss des Teilraums ¢(A)¢ € H™,
dann ist K invariant unter ¢(y) fiir alle y € A. Ist p € L(H") die Projektion auf K, so
folgt p € p(A) nach Bemerkung (4).

Wir zeigen po(z) = ¢(x)p; ist (pji) die Matrixdarstellung (vgl. A.4) von p, so gilt
pik € A" wegen p € p(A), und wegen z € A” folgt pjzx = xpj fir alle j,k, also
pe(x) = @(x)p. Damit gilt p(x)K C K und wegen £ = ¢(1)¢ € K ist speziell p(z)¢ € K.
Deswegen existiert ein y € A mit ||¢o(y)€ — ¢(x)€]| < 1, also ist y € U(x). O

Definition. Fine *-Unteralgebra M C L(H), die eine der nachfolgenden dquivalenten
Abschlussbedingungen erfillt, heifit von Neumann-Algebra:

e (topologische Bedingung) M ist abgeschlossen beziiglich starker (bzw. schwacher)
Operator-Topologie,

e (algebraische Bedingung) M = M".

Jede von Neumann-Algebra ist damit insbesondere eine C*-Algebra.

Multiplikationsoperatoren

Wir kommen zu einem wichtigen Beispiel fiir eine kommutative von Neumann-Algebra,
der Algebra der Multiplikationsoperatoren.

Es sei (2, S, 1) ein Mafiraum. Fiir g € Loo(p) wird durch

my(f) :=gf (f € La(p))
ein Operator mg € L(La(p)) definiert mit ||mg|| < ||g]lco-

Proposition 1.2.2. Ist (2, S, ) ein o-endlicher, requlirer MafSraum, dann ist

Ai=A{my | g € Loo(p)} € L(L2(p))

eine kommutative von Neumann-Algebra mit A’ = A.

Beweis. Sicherlich ist A eine *-Algebra, so dass A" = A zu zeigen bleibt.
D Sei my € A, dann gilt mgmy, = mgp, = mpg = mpmy fiir alle my, € A, also mg € A';
insbesondere ist also A kommutativ.

10



1.3. Kaplanskys Dichtheitssatz

[e.e]

C Sei x € L(La(p)) mit xmy, = mpz fir alle my, € A. Sei ferner Q = J;~; ©Q, mit
Q) €Oy C ... und p(Qy,) < oo fiir alle n. Dann ist Xq,, € La(p) und wir setzen

gn = xXq, € La(p).

Wir behaupten g, € Loo(pt) und ||gn|lcc < ||z||. Ansonsten existiert ¢ > 0 und S C 2
mit 0 < u(S) < oo, so dass |gn| > ||z|| + € auf S. Dann ist Xg € La(u) und

Xsgn = my xXq, = rmyXo, = XsnQ,; (*)

also [ |gnl*dp = |[Xsgnll* = [[#Xsnq, |* < [lz]|*1(S), ein Widerspruch.

Fiir m < n gilt (vgl. (x)) Xa,,9n = £Xq,,nQ, = £XQ,, = gm, damit definiert g|q, = gn
ein Element g € Loo () mit ||g]|eo < [|2]]-

Wir behaupten my = x. Sei f € Lo(p) mit Tréger in 2, dann gilt

mgf =g9f=gnf = Mfgn = mfl‘XQn = xmeQn =xaf.

Wegen ;7 Q, = Q liegen solche f dicht in Ly(p), so dass © = mg € A. O

1.3. Kaplanskys Dichtheitssatz

Es sei A C L(H) eine *-Algebra und = € L(H) im schwach- bzw. stark-Operator-
Abschluss von A. Dann gibt es ein Netz {z,} C A, so dass x, — x in starker Operator-
Topologie. Dass wir das Netz {x,} beschréinkt (in Norm) wéhlen diirfen, ist dabei nicht
klar; dies wird aus dem Dichtheitssatz von Kaplansky folgen. Wir beginnen mit einigen
niitzlichen Ergebnissen iiber starke Operator-Konvergenz.

Lemma 1.3.1. Auf S := {x € L(H) | x normal} ist die Involution x — z* stark-
Operator-stetig.

Beweis. Essei z € S und {z,} C S ein Netz mit z, — « in starker Operator-Topologie.
Dann gilt

l(za —2)*€N* = (236 — 2" ahl — 27€)
= |lzalll® = |2El]* + (xz*E, &) — (3”8, ) + (w27, &) — (2}, €)
= [lzalll® = [|2€]1* + (& — za)2*E, &) + (w(a* — 2})E, £)

lzalll” = lz€]1* + 2||(x — za)z*E[[[|€]] — O

A

fiir alle £ € H, also z}, — z* in starker Operator-Topologie. O

Wir bezeichnen eine Funktion f € C(R) als stark-Operator-stetig, falls fiir alle Hilbert-
raume H und alle z € L(H)s, gilt: Ist {zq} C L(H)sa ein Netz mit 2, — x in starker
Operator-Topologie, so folgt f(x,) — f(z) in starker Operator-Topologie (hierbei be-
zeichne f +— f(x) den stetigen Funktionenkalkiil).

Proposition 1.3.2. Jede Funktion f € Cy(R) ist stark-Operator-stetig.

11
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Beweis. Essei F C C(R) die Menge aller stark-Operator-stetigen Funktionen. Man sieht
leicht, dass F ein abgeschlossener Teilraum von C(R) ist, der die Inklusion z : R — C
enthilt. Sind f,g € F und g beschrinkt, so folgt fg € F, wegen Bemerkung (2) nach
Proposition 1.1.1. AuBerdem ist f € F falls f € F, nach dem letzten Lemma.

Es sei Fy := FNCp(R). Wir benutzen den Satz von Stone-Weierstra$l, um Fy = Cy(R)
zu zeigen. Aus dem ersten Absatz folgt, dass Fy eine abgeschlossene *-Unteralgebra von
Co(R) ist. Wir definieren g, h € Co(R) durch

1 A
g(N) = T2 h(\) = e (A eR).
Dann ist ||g]|cc = ||P|loc = 1 und
h(z) =h(y) = (L+2*) (z(1+y%) - (L +2")y)1+y) 7"

— (1+a) -1+ (42D aly — D))+ D)
fiir ,y € L(H)ga. Wegen ||(1 4+ 22)7Y| <1 und [|(1 + 22)"tz| < 1, folgt

1R(2)€ = h(y)Ell < Iz — )X+ y*) N+ Iy — 2)y(1 + )¢l

fiir alle £ € H, und aus dieser Ungleichung erkennt man h € Fp; damit ist auch g =
1—zh € Fy. Esist {g, h} punktetrennend und g(A) > 0 fiir alle A € R; die Voraussetzung
fiir den Satz von Stone-Weierstrafl sind also erfiillt. O

Satz 1.3.3 (Kaplansky). Es sei A C L(H) eine *-Algebra und M der stark-Operator-
Abschluss von A. Dann gilt:

(1) By ist stark-Operator-dicht in By,
(2) Ba,, ist stark-Operator-dicht in B, -

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass Ag, stark-Operator-dicht in Mg, ist. Sei x € Mg, und
{zo} C A ein Netz mit z, — z in starker Operator-Topologie, dann ist {3 (2o +27)} C
Ag, ein Netz mit %(wa + x) — = in schwacher Operator-Topologie. Es ist also = im
schwach-Operator-Abschluss von Ag,, der nach Proposition 1.1.1, (2), gleich dem stark-
Operator-Abschluss ist.

(2) Sei z € By, dann existiert nach dem ersten Absatz ein Netz {x,} C Ag, mit
o — x in starker Operator-Topologie. Wir betrachten die Funktion f € Cp(R),

) = {t falls t € [-1,1] ’

% sonst
dann ist f nach der letzten Proposition stark-Operator-stetig, so dass f(z,) — f(z) =
x in starker Operator-Topologie. Da f reellwertig ist und || f|loo < 1 erfiillt, ist f(zq) €
By, fir alle a, wobei A der Normabschluss von A sei. Dies zeigt, dass z im stark-
Operator-Abschluss von By, ist.
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1.4. Der Verband der Projektionen

(1) Die *-Algebra My(M) C L(H?) aller M-wertigen 2 x 2-Matrizen ist stark-
Operator-abgeschlossen und M>(A) ist stark-Operator-dicht in Ma(M). Ist © € By
und

X = < g* g > € My(M),

so gilt X € Ma(M)sa und || X[ < 1. Nach (2) existiert ein Netz {Xo} C By, (a),,, 50
dass X, — X in starker Operator-Topologie. Ist (zq ;1) 1 die Matrix von X, so ist
{Za12} € By ein Netz mit x4, 12 — @ in starker Operator-Topologie. O

Korollar 1.3.4. Fine *-Algebra A C L(H) ist genau dann eine von Neumann-Algebra,
wenn By stark-Operator-abgeschlossen ist.

Beweis. Ist A eine von Neumann-Algebra, so ist By stark-Operator-abgeschlossen. Es
sei umgekehrt B4 stark-Operator-abgeschlossen und M der stark-Operator-Abschluss
von A. Ist x € M, x # 0, so ist x/||z|| € B, also ist nach Kaplanskys Dichtheitssatz
x/||z|| im stark-Operator-Abschluss von By. Also ist z/||z|| € B4 und somit z € A. Es
folgt, dass A stark-Operator-abgeschlossen, also eine von Neumann-Algebra ist. O

1.4. Der Verband der Projektionen

Proposition 1.4.1. Innerhalb der partiell geordneten Menge L(H )proj der Projektionen
ezistiert fir jede Familie {eq} C L(H )proj das Supremum bzw. das Infimum, welches wir
mit \/,, ea bzw. )\, eq bezeichnen.

Beweis. Wegen e < f < Bilde C Bild f fiir e, f € L(H)proj sind die Projektionen auf
Spann(J, Bilde,) bzw. auf [, Bild e, die gewiinschten. O

Bemerkung. Es sei et := 1 — e fiir ¢ € L(H)proj. Fiir alle Familien {e,} C L(H )proj

haben wir
\/ei‘ = (/\ea)J‘ und /\ej = (\/ )t

«

Anmerkung. Das Supremum in £(H )s, von Projektionen muss nicht immer existieren.
Hierfiir sind e, f € M2(C)pro;j €in Beispiel (ohne Beweis),

10 11
e::<0 0>’ f::5<1 1>'

Bemerkung. (1) Existiert fiir eine Familie {e,} C L(H )proj das Supremum sup,, e, in
L(H )sa, und ist sup, eq € L(H)proj, 80 ist sup, eq = V,, €a-

(2) Ist {ea}a € L(H)proj €in Netz und e = lim, e, in starker Operator-Topologie, so
ist € € Mppoj. Denn e ist selbstadjungiert und es gilt e = e? wegen

(e€,n) = lim(ea&, 1) = lim(ea€, ean) = (&, en) = (e*6,1) (&, € H).
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1. Von Neumann-Algebren

Proposition 1.4.2. Es sei {e,} C L(H) ein Netz von Projektionen.
(1) Ist {eqa} monoton steigend, so gilt limy eq =\, €a;
(2) ist {eq} monoton fallend, so gilt lim, eq = A\, €q,

wobei jeweils der stark-Operator-Grenzwert gemeint ist.

Beweis. (1) Nach Satz 1.1.2 gilt lim, eq = sup,, €q, und nach der letzten Bemerkung (2),
(1) folgt sup, ea =V, €a-

(2) Mit (1) erhalten wir limy eq = 1 —limg el =1 -\ et = A, €a- O

Aus Proposition 1.4.2 folgt bereits, dass das Supremum \/_ e, eines monoton stei-
genden Netzes {eq}q € Mproj in M ist. Diese Aussage werden fiir allgemeine Familien
{ei }ier verallgemeinern, jedoch bendtigen wir zunéchst zwei Lemmata.

Zu x € L(H) sei Bildz := Bild z.

Lemma 1.4.3. Es sei x € L(H) und 0 < x < 1. Dann ist (z'/™),, eine aufsteigende
Folge, die in starker Operator-Topologie gegen die Projektion auf Bildx konvergiert.

Beweis. Durch Betrachtung des stetigen Funktionenkalkiils erkennen wir, dass 0 <
z}/" < 1 fiir alle n, und dass z'/" monoton steigend ist. Nach Satz 1.1.2 konvergiert
daher (z'/™),, in starker Operator-Topologie gegen e := sup,, '/ € L(H )ga.

Es ist e eine Projektion, denn /2" — e und somit /" = (z1/2%)2 — €2, jeweils in
starker Operator-Topologie, d. h. e = €. Es bleibt nun Kern e = Kern z zu zeigen, denn
dann folgt Bilde = (Kerne)t = (Kernz)! = Bildz, wie gewiinscht.

Ist nun e = 0 (¢ € H), dann ist (e£,€) = 0 und wegen x < e auch [z'/2¢|]? =
(z€,€) = 0, und somit & = z'/221/2¢ = 0. Sei umgekehrt 2£ = 0 (€ € H) und n € N.
Nach dem Weierstrafy’schen Approximationssatz existiert eine Folge von Polynomen py,
so dass pg(t)t — [t — t'/"] gleichmiiBig auf [0, 1] gilt. Somit folgt py(x)z — /™ und
z/7¢ = lim,, p(z)z€ = 0, so dass e€ = lim,, /"¢ = 0. O

Lemma 1.4.4. Es seien e, f € L(H) zwei Projektionen. Dann gilt
Bild(e v f) = Bild(e + f).
Beweis. Esist ((e + f)&,&) = (€€,€) + (f&,&) = ||e€||* + || f¢||* fiir € € H und daher
Kern(e + f) = Kerne N Kern f.

Nun ist Kerne N Kern f = Bild((1 —e) A (1 — f)) = Bild(1 — e V f), so das insgesamt
folgt Bild(e + f) = Kern(e + f)* = Bild(1 — e v f)* = Bild(e V f). O

Satz 1.4.5. Es sei M eine von Neumann-Algebra.
(1) Fir alle x € M sind die Projektionen auf Kernx und auf Bildx in M.

(2) Fir eine Familie {e;}icr C Mproj sind \/,e; € M und \; e; € M.
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1.5. Spektralzerlegung

Beweis. (1) Nehmen wir 0.E. ||z]| < 1 an, soist 0 < |z| < 1 und nach Lemma 1.4.3 ist die
Projektion auf Bild|z| in M, denn |z|'/" € M fiir alle n. Wegen Bild|z| = (Kern |z|)* =
(Kernz)* = Bildz* folgt (1).

(2) Fiir zwei Projektionen e, f € Mpy; ist nach Lemma 1.4.4 Bild(eV f) = Bild(e+ f),
also e V f € M nach (1). Es folgt durch Induktion, dass e; := V;c;e; € M fiir jede
endliche Teilmenge J C I gilt. Nun ist {e;}; C Mpwj ein aufsteigendes Netz, und
daher gilt nach Proposition 1.4.2 \/;e; = \/;e; = limye; € Mp,o;. Hiermit folgt auch
Niei=(Vied)" € Mpj. 0

1.5. Spektralzerlegung

Im Rahmen der von Neumann-Algebren kann die Spektraltheorie selbstadjungierter Ope-
ratoren recht elegant entwickelt werden. Fundamental ist dabei der folgende Satz.

Es sei zunéchst daran erinnert, dass jede kommutative C*-Algebra via der Gelfand-
Transformation *-isomorph zu C(X) ist, wobei X, die Menge der komplexen Homomor-
phismen, ausgestattet mit der Gelfand-Topologie, ein kompakter Hausdorffraum ist.

Satz 1.5.1. Ist M eine kommutative von Neumann-Algebra, so ist der Raum X der
komplezen Homomorphismen extrem unzusammenhdngend, d. h. jede offene Menge in
X hat offenen Abschluss.

Beweis. Es sei U C X offen und F C C(X) die Menge aller Funktionen 0 < f < 1 mit
flx\u = 0. Ferner sei A C Pot(F) die Menge aller endlichen Teilmengen von F, und fiir
a € A setze g, := maxse, f. Dann ist {ga }o ein monoton steigendes, beschrianktes Netz
positiver Funktionen, und das Gleiche gilt fiir das Netz {x,}, der entsprechenden Ope-
ratoren o, 1= ¢ 1(f,), wobei ¢ : M — C(X) die Gelfand-Transformation bezeichne.
Nach Satz 1.1.2 existiert « := sup, 2o € M und somit ist g := p(x) = sup, ga; €s
ist g € C(X) und sicherlich ist ¢ < 1. Da fir alle p € U ein f € F mit f(p) = 1
existiert (Lemma von Urysohn, siche [MeV92], 4.17), folgt g|y = 1 und somit gl = 1.
Ist p ¢ X \ U, so existiert nach dem Lemma von Urysohn h € C'(X), h > 0 mit h|; =1
und h(p) = 0, also h > sup, go = ¢; damit ist 9lx\ = 0. Wegen g € C(X) ist folglich
U offen. O

Definition. Es sei M C L(H) eine von Neumann-Algebra. Eine Spektralschar ist eine
Familie {ex}xer € Mproj, S0 dass
o e\ <e, fir\,peR, X <p (Monotonie),

e ex = A\, eu fir alle X € R (rechtsseitige Stetigkeit),

® NAaerer =0 und \/ycper=1.
Die Spektralschar heifst beschrénkt, falls M > 0 mit e_py = 0 und epy = 1 existiert.
Satz 1.5.2. Es sei x € L(H) selbstadjungiert und M := {x}" die von x generierte von

Neumann-Algebra. Dann gibt es eine beschrinkte Spektralschar {ex}rxer € Moproj, S0
dass

M
x :/ ey fir alle M > ||x]|
-M
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1. Von Neumann-Algebren

m Sinne von Normkonvergenz approximierender Riemann-Summen.

Beweis. Es ist M eine kommutative von Neumann-Algebra, und bezeichnet ¢ : M —
C(X) die Gelfand-Transformation, so ist X nach dem letzten Satz ein extrem unzusam-
menhéngender, kompakter Hausdorffraum.

Es ist h := ¢(x) € C(X) reellwertig. Zu X\ € R betrachte die Menge

Xy:={h <A\ CX.

Wegen X, = X \ {h > A} ist X offen und abgeschlossen, also Xx, € C(X).

Wir definieren ey := ¢ 1(Xx,) € Mproj und zeigen, dass {e,} eine beschriinkte Spek-
tralschar ist. Fiir A < p ist zunéchst X C X, also ey < e,. Mit M > ||z|| = ||h|« gilt
weiterhin Xp; = X und X_j; =0, also epy =1 und e_p; = 0.

Wir zeigen nun ey = A . e, fiir A € R. Sicherlich ist f := A . e, > ex. Mit
Xy = @(f) gilt nun Y C (), Xy € (o {h < p} = {h < A}, und folglich Y = Yo C
{h < A}? = X,. Also gilt f < ey und somit f = e,.

Es sei nun M > ||z|| und —M = Ao < A\; < -+ < Ay = M eine Zerlegung der Feinheit
0 > 0, sowie o € [A\j_1, A;] beliebig gewéhlt. Betrachten wir

k
g:= ZO‘J’XX,\].\XAJ._I € C(X),
i=1

so gilt ||g — hlloo < 6; denn fiir jedes p € X gilt p € X\, \ X),_, fiir ein j, also g(p) = «;
und h(p) € [Aj—1,A;], und somit |g(p) — h(p)| < 9.
Es folgt | Y0, aj(ex, —ex,_,) —zl = ¢ (9) — ¢~ (h)]| < 4, also [}, Mex = 2. O

Bemerkung. Aus dem obigen Satz folgt, dass jede von Neumann-Algebra M der Norm-
abschluss vom Spann ihrer Projektionen ist (betrachte zu x € M die selbstadjungierten
1

Operatoren Rex := 3(z 4+ 2*) und Im 2 := 5 (z — 2*) mit 2 = Rex + iImx.

Lemma 1.5.3. FEs sei x € L(H) selbstadjungiert und M = {z}". Dann ist x der

Grenzwert in Norm von Linearkombinationen orthogonaler Projektionen in M mit Ko-
effizienten in Sp x.

Beweis. Wir fithren den Beweis von Satz 1.5.2 und konstruieren zur Zerlegung —M =
Ao < ...\ = M der Feinheit + > 0 wieder eine Funktion g := Z?Zl anXAj\ijil,
wobei hier allerdings «; € [Aj_1,A;] N Spz gewdhlt sei, falls dies moglich ist. Ist
Aj—1,A]] N Spz = 0, so ist {\j_1 < h < \j} = 0 (wegen Bildh = Spz), und da-
mit ey — ey,_, = 0. Somit ist y, = Z?Zl aj(ex; — ex;_,) eine Linearkombination der

gewiinschten Art und wie vorher gilt ||y, — z|| = |l¢~(g9) — 1 (R)]| < 6. O
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1.6. Der Borel’sche Funktionenkalkiil

1.6. Der Borel’sche Funktionenkalkiil

In diesem Abschnitt weiten wir den stetigen Funktionenkalkiil g — g(z) auf die Menge
der messbaren, beschrankten Funktionen g aus. Fiir Eindeutigkeitsaussagen erweist sich
der folgende Begriff als niitzlich.

Definition. FEs seien A und B teilweise geordnete Mengen. Fine Abbildung ¢ : A —
B heifit o-normal, falls ¢(sup,, a,) = sup,, ¢(ay) fir alle monoton steigenden Folgen
(an) € A mit sup,, a, € A.

Bemerkung. Die Komposition zweier o-normaler Abbildungen ist wieder o-normal.
Eine bijektive Abbildung ¢ : A — B, fiir die ¢ und ¢! ordnungserhaltend ist, ist
o-normal.

Erinnerung. Es sei X ein kompakter Hausdorffraum. Eine Menge A C X heif3t nirgends
dicht, falls (A)° = (), und A C X heifit mager, falls eine Folge (A,) nirgends dichter
Mengen in X existiert, so dass A = |Jo-; A,. Der Satz von Baire besagt, fiir eine
magere Menge A C X ist X \ A dicht in X, d. h. AY = (J; insbesondere ist eine magere
und abgeschlossene Menge A C X nirgends dicht.

Lemma 1.6.1. Es sei X ein extrem unzusammenhdngender, kompakter Hausdorffraum
und wir betrachten die Borel’sche o-Algebra auf X.

(1) Fiir jede messbare Menge S C X existiert eine offene und abgeschlossene Menge

Y C X, so dass SAY = (S\Y)U (Y \ S) mager ist.

(2) Fiir g € Boo(X) existiert genau eine Funktion f € C(X), so dass g = f auflerhalb
etner mageren Menge gilt.

(3) Die durch (2) definierte Abbildung o : Boo(X) — C(X), g — [ ist ein o-normaler
*-Homomorphismus.

Beweis. (1) Es bezeichne F die Menge aller messbaren Mengen S C X fiir die ein offenes
und abgeschlossenes Y C X existiert mit SAY mager. Wir zeigen, dass F eine o-Algebra
ist, die die offenen Mengen enthilt; dann ist die Behauptung gezeigt, da F dann alle
messbaren (Borel-)Mengen enthélt.

Ist S € Fund Y C X offen und abgeschlossen mit SAY mager, so ist X \ Y offen
und abgeschlossen und (X \ S)A(X \Y) = SAY ist mager, also ist X \ S € F.

Ist S C X offen, dann ist Y := S offen und abgeschlossen, also SAY = S\ S nirgends
dicht und somit S € F.

Ist (S,) € F und Y,, C X offen und abgeschlossen mit S, AY,, mager (n € N), so ist

(U soall va) ¢ USaava),
n=1 n=1 n=1

also mager. Da |J,;2, Y, als eine offene Menge in F liegt, folgt (Jo”, S, € F, wie
gewiinscht.
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1. Von Neumann-Algebren

(2) Zunéchst sei g = Xg, wobei S C X eine messbare Menge sei. Nach (1) existiert
Y C X offen und abgeschlossen mit SAY mager, also ist f := Xy € C(X) und f =g
aufler auf der mageren Menge SAY . Es folgt die Behauptung somit auch fiir alle Trep-
penfunktionen g = Y 1" ; A\iXg, (mit A; € C und S; € X messbare Mengen).

Sei nun g € B (X) gegeben, dann existiert eine Folge (g,,) von Treppenfunktionen mit
llgn — glloc — 0. Zu g, existieren f, € C(X), so dass f, = g, auflerhalb von mageren
Mengen Z, (n € N). Fir m,n € N ist dann |f, — fim| < |gn — gm| auf einer dichten
Teilmenge von X (Satz von Baire), so dass || fn — fimlloo < [|gn — 9ml|oo- Damit ist (fy)
eine Cauchy-Folge und besitzt einen Grenzwert f € C(X). Es ist f = g auflerhalb der
mageren Menge | J;2 | Z,,, wie gewiinscht.

Fiir den Beweis der Eindeutigkeit, seien fi, fo € C(X), so dass g = f1; und g = f
auflerhalb von mageren Mengen, dann ist f; = fo aulerhalb einer mageren Menge, und
damit f; = fo auf einer dichten Teilmenge, so dass fi = fo folgt.

(3) Seien g1,92 € Boo(X) und fi, fo € C(X), so dass g1 = f1 und g2 = f2 auBerhalb
von mageren Mengen, dann ist g1 + g2 = f1 + fo auBlerhalb einer mageren Menge, und
somit (g1 + g2) = a(g1) + a(g2); die anderen Eigenschaften eines *-Homomorphismus
zeigt man genau so.

Zum Beweis der o-Normalitdt sei nun (gy,) eine Folge reeller Funktionen in B (X)
mit g, " g, wobei g € Boo(X); mit f, 1= a(gn) € C(X) und f := a(g) € C(X) ist
f = sup,, fn zu zeigen. Es ist f,, < f fiir alle n, also sup,, f, < f. Sei nun h € C(X) und
h > f, fir alle n; da (g,(p)) = (fu(p)) fiir alle p auBlerhalb einer mageren Menge, folgt
h > g und damit h > f, jeweils aulerhalb einer mageren Menge. Da h und f stetig sind,
folgt h > f und damit f = sup,, fx. O

Es sei M eine kommutative von Neumann-Algebra, ¢ : M — C(X) die Gelfand-
Transformation, und x € M. Die folgende Verkettung von Abbildungen

Bao(Spa) = Buo(X) - C(X) £ M
g gop(x) =g f— o '(f) = g(x),

wobei « die Abbildung aus Lemma 2.6.1 ist, liefert einen g-normalen *-Homomorphismus
Boso (Sp z) — M, den wir durch Vorschalten der Abbildung B (C) — B(Spx), g — glspa

auch als o-normalen *-Homomorphismus B (C) — M betrachten konnen.

Satz 1.6.2 (Borel’scher Funktionenkalkiil).
Es sei M eine kommutative von Neumann-Algebra und x € M. Dann gibt es genau
einen o-normalen *-Homomorphismus

B (C) = M, g — g(z) mit z — x,

wobei z die Identitdtsabbildung auf C sei.

1

sind allesamt o-normale *-

Beweis. FExistenz. Die Abbildungen ¢ — ¢, a und ¢~
Homomorphismen, und somit ist auch deren Verkettung g — g¢(z) ein o-normaler *-

Homomorphismus. Ferner ist «(2) = ¢(z), also z — z.
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Eindeutigkeit. Es sei ¢ : Boo(C) — M ein o-normaler *-Homomorphismus mit ¢(z) =
x. Sei D := B(0,2[|z|)), dann gilt 0 < (2|]a:H)”X(C\D < |z|", also 0 < (2”1’\\”)¢(XC\D) <
|z|™ < [Jz||" fiir alle n und damit ¥ (Xc\p) = 0. Die Abbildung

Yo : Boo(D) = M, tho(glp) := ¥(9)(= ¥(9XD)) (g € Boo(C))

ist daher wohldefiniert und ein o-normaler *~-Homomorphismus. Wegen 1y(z) = z folgt
o(p) = p(z) fiir alle Polynome p in z und z. Da diese nach dem Approximationssatz
von Weierstrafl dicht in C'(D) liegen, folgt 1o(g) = g(z) fiir alle g € C(D).

Sei nun O C D offen, dann existiert eine Folge (g,) C C(D), so dass 0 < g, /" Xo:
Denn sei Ky := D\ U ep\o B(A, 1), so ist K,, € O kompakt und O = ;2 ; K,,. Nach
dem Lemma von Uryson existieren h,, € C'(D) mit h,, = 1 auf K,, und h,, = 0 auflerhalb
O; die Folge (gp) mit gy, := maxj<g<y, hy leistet dann das Gewdinschte.

Aufgrund der o-Normalitét folgt nun vy(Xp) = sup,, Yo(gn) = sup,, gn(x) = Xo(x).
Definieren wir

S :={S C D messbare Menge | o(Xs) = Xg(x)},

so haben wir gezeigt, dass S die offenen Mengen O C D enthilt. Wir zeigen nun, dass
S eine o-Algebra ist, die dann alle messbare Mengen enthélt.

Ist S €8, s0gilt Yo(Xp\g) =1 —vo(Xs) =1~ Xs(z) = Xp\g(7), so dass D\ S € S.
Sind 51,52 € S, so ist wegen Xg,ng, = Xs,Xs, auch S1 N S2 € S. Es folgt, dass S auch
unter endlichen Vereinigungen abgeschlossen ist. Sei (S,,) € S und S := [ J;2; Sy, dann
ist 10(Xg) = sup,, Yo(Xs,u--us, ) = Sup,, Xs,u--us, () = Xg(z), und somit S € S.

Wir haben nun gezeigt, dass

Yo(g) = g() (*)

fiir charakteristische Funktionen g = Xg gilt; es folgt die Giiltigkeit von (%) auch fiir
Treppenfunktionen, und da diese normdicht in B (D) sind, gilt (x) fiir alle g € Boo (D).
Es folgt somit ¥(g) = vo(g9|p) = g(x) fiir alle g € B(C). O

Proposition 1.6.3. Es sei M eine kommutative von Neumann-Algebra und x € M.
Dann gilt
(fog)(x) = f(g(x)) fir alle f,g € Boo(C).

Beweis. Die Abbildung B (C) — B« (C), f +— f o g ist ein o-normaler *-Homomor-
phismus, damit ist ¢ : B (C) - M, f — (f o g)(z) ein o-normaler *-Homomorphismus
mit 1(z) = g(z). Wegen der Eindeutigkeit des Borel’schen Funktionenkalkiils folgt daher
(feg)(x) =v(f) = flg(z)). O
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1.7. Die Praduale

Wir werden zeigen, dass eine von Neumann-Algebra M Dualraum eines Banachraums,
der Prédualen, ist. Zunéchst diskutieren wir die Prdduale von £(H) und fiithren eine
neue lokalkonvexe Topologie ein.

Erinnerung. (1) Es sei H ein Hilbertraum und {e; };er eine Orthonormalbasis von H.
Die Spurklasse L£1(H) besteht aus allen Operatoren = € £L(H) mit

llly =) (|xles, &) < oo

i€l

Es ist ||z||; unabhingig von der Orthonormalbasis, und £ (H) ist mit der Norm || - [|1
ein Banachraum.

(2) Die Abbildung
tr: L1(H) —C, z~— Z(xai,€i>
el

ist ein stetiges Funktional auf £4(H) mit || tr|| = 1, und es gilt tr(zy) = tr(yx) fiir alle
x € Li(H)und y € L(H).

(3) Es ist

L(H)— Li(H)*, y— [z tr(yz)]

ein isometrischer Isomorphismus, d. h. wir kénnen £(H) als Dualraum von £ (H) auf-
fassen.

Ausfithrungen hierzu findet man in [Mur90], S. 63f, 125f. Siche auch [Wer02], Ab-
schnitte VI.5 und VI.6.

Definition. Die schwach*-Topologie o(L(H ), L1(H)) auf L(H) als Dualraum von L£1(H)
wird als o-schwache Topologie bezeichnet.

Bemerkung. (1) Die schwache Operator-Topologie kann man als o(L(H), F(H))-
Topologie identifizieren (hierbei sind F(H) die Operatoren mit endlich-dimensionalem
Bild). Wegen F(H) C L1(H) folgt, dass die schwache Operator-Topologie schwicher als
die o-schwache Topologie ist.

(2) Nach dem Satz von Alaoglu-Bourbaki ([Wer02], VIIL.3.11) ist die abgeschlossene
Einheitskugel B p) o-schwach-kompakt, und somit kompakt in schwacher Operator-
Topologie.

(3) Auf Bg(py stimmen o-schwach- und schwache Operator-Topologie iiberein.

Denn die Identitét von Bg(g) in o-schwacher Topologie nach Bg(y) in schwacher
Operator-Topologie ist eine bijektive stetige Abbildung von einem kompakten Raum auf
einen Hausdorffraum und somit ein Homéomorphismus (siche [MeV92], 4.2).
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1.7. Die Praduale

Proposition 1.7.1. Eine *-Algebra A C L(H) ist genau dann eine von Neumann-
Algebra, wenn A o-schwach-abgeschlossen ist.

Beweis. Nach Bemerkung (1) ist eine von Neumann-Algebra o-schwach-abgeschlossen.
Ist umgekehrt A o-schwach-abgeschlossen, so ist die Einheitskugel B4 o-schwach-
abgeschlossen und nach Bemerkung (3) somit schwach-Operator-abgeschlossen. Nach
Korollar 1.3.4 ist dann A eine von Neumann-Algebra. O

Satz 1.7.2. Jede von Neumann-Algebra M C L(H) ist Dualraum eines Banachraums
M., der Priadualen.

Beweis. Da M o-schwach abgeschlossen ist, folgt nach dem Bipolarsatz ([Wer02],
Satz VIIIL.3.9)
M = MO = (M) = (£, (H)/MO)",

o~

so dass wir M, := L1(H)/M" setzen kénnen; hierbei haben wir die Isomorphie F°
(E/F)* fiir einen abgeschlossenen Teilraum F' eines normierten Raums F (siehe [MeV92],
6.14) benutzt. O

Bemerkung. (1) Man verifiziert leicht, dass die auf M induzierte o-schwache Topologie
von L(H) gerade die schwach*-Topologie o(M, M,) ist.

(2) Man kann zeigen, dass eine C*-Algebra genau dann *-isomorph zu einer von
Neumann-Algebra ist, wenn sie eine Priduale besitzt ([Sak71], 1.16.7). Diese Charak-
terisierung ermdglicht es, die Theorie der von Neumann-Algebren ohne eine spezielle
Darstellung der Elemente als Operatoren in £(H) zu entwickeln.

Erinnerung. Ist E ein Banachraum, so ist ein lineares Funktional ¢ auf E* genau dann
schwach*-stetig, falls ¢ schwach*-stetig auf der Einheitskugel Bg« ist.

Denn ist ¢ auf Bg+ schwach®-stetig, so ist Kerny N B+ schwach®-abgeschlossen.
Nach dem Satz von Banach-Dieudonné ([Wer02], VIII1.3.16) folgt, dass Kern ¢ schwach*-
abgeschlossen ist. Deswegen (siehe etwa [Mur90], A.3) ist ¢ schwach*-stetig.

Lemma 1.7.3. Es sei M eine von Neumann-Algebra. FEin lineares Funktional ¢ ist
genau dann o-schwach-stetig, wenn ¢ schwach-Operator-stetig auf Bag ist.

Beweis. Nach der obigen Erinnerung ist ¢ genau dann o-schwach-stetig, wenn ¢ o-
schwach-stetig auf By ist. Da auf B4 o-schwach-Topologie und schwache Operator-
Topologie iibereinstimmen, folgt das Lemma. O
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1. Von Neumann-Algebren

1.8. Normale Zustande

Die positiven Funktionale bzw. Zustédnde, die o-schwach-stetig sind, werden eine bedeu-
tende Rolle spielen. In diesem Abschnitt zeigen wir, dass diese Funktionale gerade die
normalen Funktionale im Sinne der folgenden Definition sind.

Definition. FEin positives Funktional ¢ auf einer von Neumann-Algebra M heifit nor-
mal, falls fiir jedes monoton steigende, nach oben beschrinkte Netz {xq} C Mgy gilt

p(sup xzq) = sup p(xq).
(07 (7

Definition. Der Triager suppy eines positiven, normalen Funktionals ¢ auf M sei
definiert durch

(supp )" := \/{e € Mproj | 0(e) = 0}
Lemma 1.8.1. Es sei ¢ ein normales, positives Funktional auf M, p := supp ¢.
(1) Es ist p(pt) = 0.
(2) Ist x € My und p(x) =0, so folgt pxp = 0.
Beweis. (1) Wir zeigen zuerst
p(r) =0 < ¢(er(z) =0 (z€ My),

wobei er(z) die Projektion auf Bildz bezeichne.

Aus p(er(z)) = 0 folgt nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung 0 < ¢(x) =
oler(z)z) < pler(z))/?p(2?)Y/? = 0 und damit p(z) = 0.

Ist umgekehrt @(x) = 0, so ist 0 < (™) = p(z/22"1/2) < ()Y 2p(@?1)1/2 =0
und somit ¢(z™) = 0 fiir alle n > 1. Hieraus folgt ¢(f(x)) = 0 fiir jede stetige Funktion
f:Spx — R mit f(0) = 0, weil sich f gleichméBig durch Polynome ohne konstantem
Term approximieren liasst. Insbesondere ist (p(xl/ ™) = 0 fiir alle n. Nach Lemma 1.4.3
(0. E. diirfen wir ||z|| < 1 annehmen) und Satz 1.1.2 ist ('/™),, eine monoton steigende
Folge mit sup,, z'/" = ep(x). Wegen der Normalitit von ¢ folgt also p(eg(x)) = 0.

Sind nun e, f € Mpoj mit ¢(e) = p(f) = 0 gegeben, so folgt nach Lemma 1.4.4

pleV f)=¢ler(e+ f)) = ple+ f) = 0.

Daher bildet die Familie {e} aller e € Mo mit ¢(e) = 0 ein monoton steigendes Netz
mit Supremum p*. Aufgrund der Normalitit von ¢ gilt daher ¢(p*) = 0.

(2) Ist (x) = 0, so folgt p(zp) = ¢(pr) = 0 mit der Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung. AuBerdem liefert diese mit (1) ¢(ptapt) = 0, und wegen prazpt =
x — pxr — xp + pxp gilt daher p(prp) = 0. Wire nun pxp > 0, so gibe es eine Spek-
tralprojektion 0 = py < p von pzp mit pxp > Apg fiir ein A > 0. Nach der Definition von
supp ¢ muss jedoch ¢(po) > 0 und damit @(pxp) > 0 sein, ein Widerspruch. O
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1.8. Normale Zustéiande

Bemerkung. Ein normaler Zustand ¢ ist vollstindig additiv, d. h. fiir jede orthogonale
Familie {e;}icr € Moproj (also e;e; = 0 fiir ¢ # j) gilt

(Y e) = wlen).

iel i€l
Dies folgt durch die Betrachtung des Netzes der Partialsummen von ), ; ;.

Wir werden beweisen, dass ein normaler Zustand schwach-Operator-stetig auf der
abgeschlossenen Einheitskugel ist. Dafiir werden die néchsten beiden Lemmata benutzt.

Lemma 1.8.2. FEs sei ¢ ein normaler Zustand auf einer von Neumann-Algebra M C
L(H). Dann ezistiert eine abzihlbare, orthogonale Familie (e,) € Myproj und (&§,) € H
mit (>, en) =1 und

plepxen) < we, () (xe My).

Sprechweise. Wenn wir im Folgenden von einer (bzgl. einer gewissen Eigenschaft)
mazimalen orthogonalen Familie {e;}icr € Mproj sprechen, so meinen wir stets eine
Familie von Projektionen e; # 0.

Beweis. Es sei p := supp ¢. Wenn wir (e,,) und (&,) wie behauptet fiir pMp und ¢[pap
finden, so setzen wir &, := p&, fiir alle n; dann gilt

@(enwen) = go(enpxpen) < We,, (pxp) = Wwer, (‘T) (1‘ € M-‘r)

Wir diirfen also p = 1 und damit nach dem letzten Lemma, (2), p(z) > 0 fiir alle z € M,
x > 0 annehmen.

Wir wihlen nach dem Lemma von Zorn eine orthogonale Familie {e;}icr € Mproj,
maximal beziiglich der Eigenschaft, dass eine Familie {&; };c1 existiert, so dass ¢(e;ze;) <
we, (z) fir alle x € M. Wegen >, ¢(e;) = ¢(D>_,€;) < 1 und p(e;) > 0 fur alle i € 1
folgt, dass I abz#hlbar ist, und wir schreiben (e,) fiir die Familie.

Wenn ), e, =1 gilt, sind wir fertig. Sei ansonsten e :=1—>" e, # 0 und { € e(H)
mit [|£|| = 1. Wir zeigen, dass eg € Mproj mit 0 # eg < e existiert, so dass p(egzeg) <
Wee () fiir alle z € M ; dies widerspricht dann der Maximalitét von (ey). Der Beweis
erfolgt in zwei Schritten.

(1) Es reicht ¢(f) < we(f) fiir alle f € Mproj, f < eo, zu zeigen. Denn wir kénnen
eoreg nach dem Spektralsatz durch eine Linearkombination Z;‘Zl Aj fj orthogonaler Pro-
jektionen fi,..., f, mit f; < eg und \; > 0 approximieren. Wegen ¢(f;) < we(f;) gilt
dann (371 Ajfj) < we(Do71 Ajify), und somit p(egzeq) < we(epze) = weye ().

(2) Gilt (1) nicht fiir eg := e, so existiert fo € Mproj, 0 # fo < e, mit ¢(fo) > we(fo)-
Es sei {fi}icr C Mproj eine maximale orthogonale Familie solcher Projektionen. Dann
folgt

wele) =12 0(e) 2 o(3 £) = S w(f) > S welfi) = we(3 fo),

el el el el

also 0 # e := e~ ;- fi- Wegen der Maximalitét von { f;} folgt, dass (1) fiir eg gilt. [
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1. Von Neumann-Algebren

Lemma 1.8.3. FEs sei M eine von Neumann-Algebra und ¢ : M — C ein lineares
Funktional. Ist ¢ stark-Operator-stetig auf Baq, in 0, so ist ¢ schwach-Operator-stetig
auf Ba.

Beweis. Sei ¢ stark-Operator-stetig auf B, in 0. Weil die Abbildungen
x—xy und T +— T_

stark-Operator-stetig auf Mg, in 0 sind (wegen z = x4 —z_ und z,2x_ = x_xzy = 0 gilt
lz€)|? = [|x+-&]|? + [|z—€||? fiir alle ¢ € H), folgt, dass ¢ stark-Operator-stetig auf B,
in 0 ist. Weiterhin sind die Abbildungen

z $(z+2*) und z— 3(z— %)

stark-Operator-stetig auf M in 0, und daher ist ¢ stark-Operator-stetig auf By in 0.
Es folgt, dass ¢ stark-Operator-stetig auf By ist: Denn ist {4} C Bag ein Netz mit
T — x in starker Operator-Topologie, so ist {1 (za — )} C By und (zq — ) — 0
in starker-Operator-Topologie. Daher gilt (3 (za — x)) — 0 und so ¢(za) — ¢(z).
Wir zeigen nun, dass ¢ schwach-Operator-stetig auf By ist. Dazu betrachten wir
Teilmengen S C C der Form {+Rez > a} oder {Imz > «a} fiir & € R. Sie sind
konvex und abgeschlossen, und deswegen ist das Urbild ¢~1(S) N B konvex und stark-
Operator-abgeschlossen. Nach Proposition 1.1.1, (2) ist dann ¢ ~!(S)N B auch schwach-
Operator-abgeschlossen, und es folgt, dass die Urbilder der Komplemente C\ S schwach-
Operator-offen in By, sind. Da endliche Schnitte solcher Mengen eine Basis fiir offene
Mengen in C bilden, kénnen wir daraus auf die schwach-Operator-Stetigkeit von ¢ auf
B schlieen. O

Proposition 1.8.4. Es sei ¢ ein normaler Zustand auf einer von Neumann-Algebra
M. Dann ist ¢ schwach-Operator-stetig auf der abgeschlossenen FEinheitskugel Bay.

Beweis. Nach dem letzten Lemma reicht es zu zeigen, dass ¢ stark-Operator-stetig auf
By in 0 ist. Dazu wéhlen wir (e,,) € Mypo5 und (€,) € H wie in Lemma 1.8.2. Zue > 0
wihle n mit (3272, €e5) < e2 und es sei © € By mit ||z€]| < e/n fir 1 < j < n.
Wir wenden nachfolgend mehrmals die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung fiir positive
Funktionale an. Es gilt |o(z)]? < o(z*z) = o(z*x doimreg) Folzte 37l L ef), wobei

‘p(ﬂU*xZ?:lej) = Z?:1W(‘$Hx|€j) < Z?:lW(w*x)l/Qcp(ejx*wej)l/Z
< Yo () = llxgl <€

und p(z*z )22, ej) < o((z*2)?) 1 2p(32 11 €5)Y? < &; daraus ergibt sich die Be-

j=n

hauptung. O
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1.8. Normale Zustéiande

Satz 1.8.5. Es sei M eine von Neumann-Algebra. Fir einen Zustand ¢ auf M sind
dquivalent:

(1) ¢ ist o-schwach-stetig,
(2) ¢ ist schwach-Operator-stetig auf By,
(3) ¢ ist normal.

Beweis. Die Aquivalenz (1)< (2) folgt aus Lemma 1.7.3.

(2)=(3) Ist ¢ schwach-Operator-stetig auf By, so auch auf jeder beschrénkten Menge
S C M. Es sei {z,} C Mg, ein monoton steigendes, nach oben beschrinktes Netz.
Nach Satz 1.1.2 gilt ©, — sup, =, in starker und somit auch in schwacher Operator-
Topologie. Es folgt ¢(sup,, o) = lim, p(x4) = sup, ¢(z4) und ¢ ist normal.

(3)=-(2) Dies ist gerade die Aussage der letzten Proposition. O

Unser néchstes Ziel ist es zu zeigen, dass die Prddualen zweier *-isomorpher von
Neumann-Algebren isomorph sind. Wir bendtigen zunéchst zwei Hilfsaussagen; K be-
zeichne einen Hilbertraum.

Lemma 1.8.6. Es sei M C L(H) eine von Neumann-Algebra und ® : M — L(K) ein
*-Homomorphismus, so dass we o ® ein normaler Zustand fir alle £ € K, ||€]| = 1 ist.
Dann ist ®|p,, schwach-Operator-stetig.

Beweis. Zu zeigen ist, dass fiir alle {,n € K mit ||£]| = ||n]| = 1 das lineare Funktional
x — (®(x)&,n) schwach-Operator-stetig auf By ist, und nach Lemma 1.8.3 reicht es zu
zeigen, dass das Funktional schwach-Operator-stetig auf B, in 0 ist.

Ist z € M, so definiert (§,7n) — (®(x)&, n) ein Semi-Skalarprodukt auf H, und somit
gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

[(@(@)€,mI* < (@(2)€, E){D(2)n, 1) = we(P(2))wy (@ (x)).

Nach Voraussetzung sind w¢ o ® und w;, 0 ® normale Zusténde, also nach dem letzten Satz
auf B schwach-Operator-stetige Funktionale. Deswegen ist x — (®(x)&,n) schwach-
Operator-stetig auf By, in 0. O

Proposition 1.8.7. Es seien M C L(H) und N' C L(K) von Neumann-Algebren und
¢ : M — N ein *-Isomorphismus. Dann ist ®|g,, : Bm — By ein Homdomorphismus
beziiglich schwacher Operator-Topologie.

Beweis. Es sei daran erinnert, dass ® isometrisch ist, so dass ®(Bx) = By gilt. Weil @
die Ordnungsstruktur erhélt, gilt ®(sup, z) = sup,, ®(z,) fiir alle monoton steigenden,
nach oben beschrénkten Netze {x,} C Ms,. Fiir £ € K mit [|£]| = 1 folgt

<¢(Sgpwa)£,£> = <Sgp<1>(wa)£,£> = Sgp@(%)&,f%

und damit ist we o ® ein normaler Zustand. Nach dem letzten Lemma ist daher ®|p,,
schwach-Operator-stetig. Mit der gleichen Argumentation fiir @1 folgt die schwach-
Operator-Stetigkeit von ®~1|p,.. O

25



1. Von Neumann-Algebren

Korollar 1.8.8. Die Pridualen zweier *-isomorpher von Neumann-Algebren sind iso-
metrisch isomorph.

Beweis. Wir konnen die Praduale M, einer von Neumann-Algebra M mit den schwach*-
stetigen, also den o-schwach-stetigen Funktionalen auf M identifizieren; dies sind nach
Lemma 1.7.3 gerade die auf B schwach-Operator-stetigen Funktionale. Das Korollar
folgt daher aus dem letzten Lemma. O

Wir kommen zu einem weiteren wichtigen Resultat.

Satz 1.8.9. FEs sei M eine von Neumann-Algebra und ¢ : M — C ein normaler Zu-
stand, sowie ® : M — L(H,) die GNS-Darstellung von M zu ¢. Dann ist ® schwach-
Operator-stetig auf By und ®(M) ist eine von Neumann-Algebra.

Beweis. Unter Benutzung von Lemma 1.8.6 reicht es fiir die erste Aussage zu zeigen,
dass wg o @ fiir alle § € H, [|{||, = 1, normal ist. Hierbei sei daran erinnert, dass H, die
Vervollsténdigung des Raums M /N, mit dem Skalarprodukt (z+ Ny, y+N,) := ¢(y*z)
ist, wobei N, := {x € M | p(z*x) = 0} (vgl. A.3, Ende).

Wir betrachten zuerst den Fall { =y + N, € H,, wobei y € M. Dann ist

we(®(z)) = (®(x)(y + Ny),y + Ny) = (2y + Ny, y + Ny) = o(y*vy) (z € M),

Wir zeigen, dass we o ® = ¢(y* - ) normal bzw. schwach-Operator-stetig auf Baq ist. Es
sei {zxq} C B ein Netz mit 2, — x in schwacher Operator-Topologie. Man verifiziert
sofort, dass dann y*z,y — y*zy in schwacher Operator-Topologie. Weil {y*z,y} ein
beschrinktes Netz ist, folgt ¢ (y* zoy) — @(y*xy), weil ¢ als normaler Zustand schwach-
Operator-stetig auf beschrinkten Mengen ist.

Ist nun & € H, beliebig gegeben, so existiert eine Folge (§,) € H, der Form &, =
Yn + N, mit y, € M, so dass &, — £ Dann folgt we, 0 ® — we o @, und weil alle
wg, © ® normal bzw. schwach-Operator-stetig auf By sind, gilt dies auch fiir we o ®.

Wir zeigen nun, dass N := ®(M) eine von Neumann-Algebra ist. Jedenfalls ist N
eine C*-Algebra (vgl. A.2, Bemerkung (10)). Nach dem Satz von der offenen Abbildung
ist daher ® : M — N offen, so dass r > 0 existiert mit ®(Bpaq) 2 rBy. Weil By
kompakt in schwacher Operator-Topologie ist, folgt, dass ®(Ba,) kompakt und damit
abgeschlossen in schwacher Operator-Topologie ist. Deswegen ist der schwach-Operator-
Abschluss von rBys in ®(Bag) € N enthalten, und dies impliziert, dass By schwach-
Operator-abgeschlossen ist. Nach Korollar 1.3.4 ist A/ eine von Neumann-Algebra. [

1.9. Zyklische und separierende Mengen

Definition. Sei M C L(H) eine von Neumann-Algebra. Eine Teilmenge S C H heifit
zyklisch fiir M, falls

Spann M S := Spann{z¢ | z € M, £ € S}

dicht in H ist; und S heiffit separierend fiir M, falls x € M und x§ = 0 fir alle £ € S
bereits x = 0 impliziert.
Im Fall S = {&} heifit & € H entsprechend zyklischer bzw. separierender Vektor.
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1.9. Zyklische und separierende Mengen

Proposition 1.9.1. Sei M C L(H) eine von Neumann-Algebra. Dann ist S C H genau
dann zyklisch fiir M, falls S separierend fiir M’ ist.

Beweis. = Sei S zyklisch fiir M, und y € M’ mit y& = 0 fiir alle £ € S. Fiir alle x € M
und alle £ € S gilt dann 0 = zy& = yx&. Weil S zyklisch fiir M ist, folgt y = 0.

< (Kontraposition) Sei S nicht zyklisch fiir M, sowie K der Abschluss von Spann M.S
und e € L(H) die Projektion auf K, also e # 1. Fiir alle x € M gilt dann z(K) C K und
z*(K) C K, also ze = exe und z*e = ex*e; es folgt ex = (z%e)* = (ex*e)* = exe = ze.
Also ist e € M’ und damit 1 —e € M. Esist 1 —e # 0, aber (1 —¢e)& = 0 fiir alle £ € S,
d. h. S ist nicht separierend fiir M’. O

Definition. Eine von Neumann-Algebra M € L(H) heifit o-endlich, falls jede orthogo-
nale Familie {e;}icr € Mproj \ {0} abzihlbar ist.

Bemerkung. Jede von Neumann-Algebra M C L(H) auf einem separablen Hilbert-
raum H ist o-endlich.

Unter einem treuen Zustand ¢ : A — C auf einer C*-Algebra verstehen wir einen
Zustand ¢ mit
e(z*r) = 0 impliziert z =0 (z € A).

Satz 1.9.2. Fiir eine von Neumann-Algebra M C L(H) sind dquivalent:
(1) M ist o-endlich,
(2) es existiert eine abzdhlbare separierende Menge S C H fiir M,
(3) es existiert ein treuer, normaler Zustand auf M.

Beweis. (1) = (2) Wir bemerken zunéchst, dass fiir jedes {x € H die Projektion e auf
den Abschluss von M’y in M” = M liegt (vgl. Beweis von Proposition 1.9.1); wir
wollen solche Projektionen zyklisch nennen.

Nach dem Lemma von Zorn existiert eine maximale orthogonale Familie {e;};c; C
Mproj zyklischer Projektionen. Wére e :=1 —\/, e; # 0, dann existierte 0 # &, € Bilde
und die Projektion ey auf den Abschluss von M’y = M'efy = eM'& erfiillte 0 # ¢ < e,
im Widerspruch zur Maximalitéit von {e;};cr; also ist \/;e; = 1. Ist e; die Projektion
auf den Abschluss von M'¢;, so ist S := {& | i € I} zyklisch fiir M’, und somit nach
Proposition 1.9.1 separierend fiir M. Nach Voraussetzung ist I und damit S abzéhlbar.

(2) = (3) Sei S =:{&, | n € N} und o. E. ||&,|| = 1 fiir alle n € N. Wir betrachten
den Zustand
1
p:M—=C, o 227 z&n,&n) (2 € M).
n=1
Es ist ¢ als Grenzwert einer Folge schwach-Operator-stetiger Funktionale schwach-
Operator-stetig auf Byq und damit normal. Ist z € M mit ¢(z*z) = 0, so ist &, = 0
fiir alle n € N. Weil S separierend fiir M ist, folgt x = 0, d. h. ¢ ist treu.

(3) = (1) Ist ¢ ein normaler treuer Zustand auf M und {e, } eine Familie orthogonaler
Projektionen, so ist 1 = ¢(1) > ¢(>_, €a) = >, ¢(ea). Also ist ¢(eq) = 0 und somit
o« = 0 fiir alle bis auf abzéhlbar viele a. O
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1. Von Neumann-Algebren

Satz 1.9.3. Es sei M eine von Neumann-Algebra und ® : M — L(H,) die GNS-
Darstellung zu einem treuen, normalen Zustand ¢. Dann ist N = ®(M) eine von
Neumann-Algebra mit zyklischem und separierendem Vektor und ® : M — N ist ein
*-Isomorphismus.

Beweis. Nach Satz 1.8.9 ist N eine von Neumann-Algebra. Fiir § := 1+ N, € H,, gilt
(z)éy =21+ Ny, =2+ N, (z €M),

also ist &y zyklisch. Nun ist N, = {0}, weil ¢ treu ist; hieraus erkennt man die Injektivitét
des *~-Homomorphismus ®, und dass &y separierend ist. O

1.10. Gewichte und Spuren

Bei der (klassischen) Integrationstheorie erweisen sich auch nicht-endliche Mafle bzw.
Integrale als interessant und technisch niitzlich. Auch im Nicht-kommutativem benttigen
wir nicht-endliche Funktionale, namentlich Gewichte und Spuren.

Gewichte

Definition. FEs sei M eine von Neumann-Algebra. Ein Gewicht ¢ auf M ist eine ad-
ditive und positiv homogene Abbildung ¢ : My — [0,00|. Ferner sei

ne = {r € M| p(z*r) < oo},
fo ={z e My | p(x) <o}, my := Spann f,.
Das Gewicht heif$t
o treu, falls p(z*x) =0 impliziert x = 0,
e semifinit, falls m, schwach-Operator-dicht in M ist,

e normal, falls es eine Famile {@;}ic; normaler, positiver Funktionale gibt mit
o(x) =", pi(x) fir alle x € M.

Bemerkung. (1) Fiir ein normales Gewicht ¢ : My — [0, 00| gilt
p(supza) = sup p(za), (%)
(0% [0

fiir jedes monoton steigende, nach oben beschrénkte Netz {x,} C M.

Denn mit x := sup, z, und den ¢; wie in der Definition gilt p(x) = >, ¢i(z) =
> i Sup, Yi(Ta) = sup, >, ¥i(xa) = sup, ¢(z4) (man erkennt leicht die Legitimitét der
Vertauschung ), sup, = sup, > ;).

(2) Man kann zeigen, dass ein Gewicht ¢ : M4 — [0, 00], welches () erfiillt bereits
normal ist (siehe [Haa75] oder [Tak03], Abschnitt VII.1).
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1.10. Gewichte und Spuren

Beispiele. (1) Wir betrachten die Multiplikations-Algebra A = {mg | g € Loo(R)} =
L+ (R) aus Proposition 1.2.2. Das Lebesgue-Integral

pi AL = [0,00], mg /R o)t (g€ Loo(R))

ist ein Beispiel fiir ein Gewicht auf A, und es gilt n, = Loo(R) N La(R) und m, =
Lo(R) N Li(R). Es ist nicht schwer zu zeigen, dass ¢ treu, semifinit und normal ist.

(2) Auf M = L(H) betrachten wir das Gewicht

tr: L(H)y = [0,00], @0 (2,8,
el

wobei {¢;}icr eine Orthonormalbasis von H sei. Wiederum zeigt sich, dass tr treu, se-
mifinit und normal ist; hier ist ny, die Klasse der Hilbert-Schmidt-Operatoren Lo(H),
sowie my, die Spurklasse £1(H).

Lemma 1.10.1. Sei ¢ ein Gewicht auf einer von Neumann-Algebra M.
(1) Es ist n, ein Linksideal, und es gilt m, = Spannnin, C ny Nng,.
(2) Es ist ¢ genau dann semifinit, falls n, schwach-Operator-dicht in M ist.

(3) Es gilt m} :=my, N My = f, und @|y, lisst sich in eindeutiger Weise zu einem
positiven Funktional auf my, erweitern.

Beweis. (1) Wegen (z +y)*(x +y) — (z +y)*(z — y) = 2(z*x + y*y) gilt
(z+y)(x+y) <2z +yy) (z,y € M);

daher ist n, ein Vektorraum. Weitherin gilt (az)*(az) = z*a*az < |a|*z*z fiir alle
a,r € M, also ist n,, ein Linksideal.

Ist z € f,, soist /2 ¢ Ny, also r = 12212 ¢ nyny; es folgt also my, C Spannn
Die Polarisationsidentitét

*

wnsa.

3
1
y'r = 1 sz(m’ +i*y) (x4 i*y)  (z,y € M)
k=0
zeigt andererseits ngn, C my, und damit ist my, = Spannngn,,.

*

Sind z,y € ny, so ist y*z € ny N ng,

Daher folgt Spannngn, C ny, N ng,.

weil n, ein Links- und n:j, ein Rechtsidal ist.

(2) Ist ¢ semifinit, so ist m, schwach-Operator-dicht in M und wegen (1) gilt dies
auch fiir ny, N ng, und somit auch fiir n,,.

Ist umgekehrt ny, schwach-Operator-dicht, so ist auch ng, schwach-Operator-dicht und
damit stark-Operator-dicht. Es gibt also ein Netz {y,} C n, mit y}, — 1 in starker
Operator-Topologie. Fiir alle © € n, ist daher nach (1) {y,x} ein Netz in m, mit
Yo — x in starker Operator-Topologie. Hieraus folgt, dass m, stark-Operator-dicht
und damit schwach-Operator-dicht ist.
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1. Von Neumann-Algebren

(3) Jedes = € my, hat eine Darstellung = = 3i_, i*zy mit 5, € f,. Tm Fall z € mg
folgt 0 < & = xg — 22 < x0, also p(x) < Y(xg) < oo und damit = € f,; wegen m;g 2 fo
gilt also m} = fi,.

Ist nun z = Zk:o ik, eine weitere Darstellung von = € my mit Y € fyp, so folgt

xo — T2 = Yo — yo und ixy — ixz = iy; — iy3. Daher ist p(xg) + ©(y2) = ©(yo) + p(x2)
und ¢(z1) + ¢(y3) = ¢(y1) + ¢(x3). Daher wird durch

3
=3 o) = Y e

3
k=0 =0

das gewiinschte positive Funktional auf m, definiert und die Eindeutigkeit ist klar. [

Wir definieren den Trdger eines normalen Gewichts ¢ wie bei einem positiven Funk-
tional:

(supp )" := \/{e € Mproj | ¢(e) = 0}.

Lemma 1.10.2. Es sei ¢ ein normales Gewicht auf M mit Trdger p := supp .

(1) Es gilt o(p*) = 0.
(2) Ist Ny := {z € M | p(x*z) = 0}, so gilt Mp*+ = N,,.

Beweis. (1) Weil ein normales Gewicht die Summe normaler positiver Funktionale ist,
iibertréigt sich der Beweis von Lemma 1.8.1 auf diese Situation.

(2) C Es sei © € M, dann ist p(ptz*zpt) < ||z*z|e(pt) = 0.
D Es sei x € Ny, also p(z*z) = 0. Nach Lemma 1.8.1, (2), gilt pz*a2p = 0 und damit
zp = 0. Hieraus folgt z = zp~ € Mp™ . O

Spuren

Definition. FEine Spur auf einer von Neumann-Algebra M ist ein Gewicht T : M4 —
[0, 0], so dass

T(z*z) = 7(x2™) (x € M).

Bemerkung. (1) Eine Spur erfiillt 7(uau™) = 7(a) fiir alle a € M und u unitér; setze
dafiir z = ual/?.

(2) Bei den Beispielen fiir Gewichte, also beim Lebesgue-Integral ¢ auf A := {m, |
g € Loo(R)} und beim Gewicht tr auf £(H), handelt es sich um Spuren. Beachte hierfiir,
dass tr(z*z) = ||z|2 = ||x*|l2 = tr(zz*), wobei || - |2 die Hilbert-Schmidt-Norm sei
(vgl. [Wer02], Abschnitt VI.6).

Lemma 1.10.3. Es sei 7 eine Spur auf einer von Neumann-Algebra M. Dann gilt:
(1) ny und m, sind beidseitige Ideale in M,

(2) T(xy) = 7(yx) falls x,y € n, oder falls x € M,y € m,.
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1.11. Partielle Isometrien und &dquivalente Projektionen

Beweis. (1) Das Linksideal n, ist nun selbstadjungiert, und daher auch ein Rechtsideal.
Folglich ist auch m, = Spannn’n, ein beidseitiges Ideal.

(2) In beiden Féllen sind xy,yx € m; und 7(zy) bzw. 7(yz) sind definiert. Im ersten
Fall folgt die Gleichheit durch die Polarisationsformel y*z = 1 22:0 ik (z+iky)* (x+ify).
Im zweiten Fall sei 0. E. y € fr, so dass y/2 € n,; es folgt zy'/2,y"/%x € n, und mit
dem ersten Fall 7(zy) = 7(xy/?y'/?) = 7(y2xy'/?) = 7(y'/%9'22) = 7 (yz). O

1.11. Partielle Isometrien und aquivalente Projektionen

Definition. Es seien H, K Hilbertraume und Hy C H, Ky C K abgeschlossene
Teilrdume. Fine partielle Isometrie mit initialem Raum Hy und finalem Raum K ist
ein Operator v € L(H, K), so dass

U’HO :Hy — U(Ho) = K
eine Isometrie ist, und ’U|HOL =0.

Lemma 1.11.1. Esistv € L(H, K) genau dann eine partielle Isometrie, wenn v*v eine
Projektion ist. In diesem Fall ist v*v die Projektion auf den initialen Raum und vov* die
Projektion auf den finalen Raum.

Beweis. < Ist v*v eine Projektion und Hy := v*v(H), so gilt

<€7£> fiir 5 € HO

(v€,vE) = (V™€ §) = {0 fiir ¢ € Hy,

also ist v eine partielle Isometrie.
= Es sei v eine partielle [sometrie mit initialem Raum Hy, sowie e die Projektion auf
Hy. Fir { € H, £ = & + &, & € Hy, & € Hyy, gilt

(v, &) = (v€1,v€1) + (v€1, v€2) + (v€2,vE1) + (vE2, vEa) = (&1, &1),
ebenso wie (e, &) = (e, e€) = (£1,&1), so dass e = v*v.

In diesem Fall gilt vv*v = ve = v und somit vv*vv* = vv*, so dass f := vv* eine
Projektion mit fv = v ist; es gilt also f(H) D v(H). Weiterhin gilt f(H) = vv*(H) C
v(H), also ist f die Projektion auf den finalen Raum Ky = v(H). O

Definition. Sei M eine von Neumann-Algebra. Zwei Projektionen e, f € M heiflen
dquivalent (e ~ f), falls eine partielle Isometrie v € M existiert, so dass v*v = e und
vt = f.

Bemerkung. (1) Zwei Projektionen e, f € M sind also genau dann dquivalent, wenn
sich ihre Bilder durch eine partielle Isometrie v € M ineinander iiberfithren lassen. Im
Fall M = L(H) sind also zwei Projektionen genau dann #quivalent, wenn ihre Bilder
die gleiche Dimension haben.

(2) Es sei M eine von Neumann-Algebra und 7 eine Spur auf M. Fiir zwei dquivalente
Projektionen e, f € M gilt dann 7(e) = 7(f).
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1. Von Neumann-Algebren

(3) Die Aquivalenz ~ von Projektionen wurde von Murray und von Neumann ein-
gefiihrt, um sog. Faktoren (von Neumann-Algebren M mit M N M’ = C1) zu klassifi-
zieren. Wir geben hiervon eine grobe Skizze:

Es ist ~ eine Aquivalenzrelation auf Mroj und die Inklusion induziert eine partielle
Ordnung auf den Aquivalenzklassen Mproj/ ~, die total ist, falls M ein Faktor ist. In
diesem Fall ist M5/ ~ isomorph zu einer der folgenden Mengen:

e {1,...,n}, wobein € NU{oco} (Typ I,),
e [0,1] (Typ II) oder [0, 00] (Typ Il),
e {0,00} (Typ III).

Typ I,-Faktoren sind *-ismorph zu £L(H), wihrend bei einem Typ III-Faktor je zwei
Projektionen e, f # 0 dquivalent sind.

Im Zusammenhang mit Spuren sind sog. semifinite von Neumann-Algebren von Be-
deutung.

Definition. Es sei M eine von Neumann-Algebra. Fine Projektion e € M heifst endlich,
falls es keine zu e dquivalente Projektion ey < e gibt.

Die von Neumann-Algebra M heifst semifinit, falls es zu jeder Projektion e # 0 eine
endliche Projektion 0 # eg < e gibt.

Beispiele. (1) Es sei M = L(H). Dann sind die endlichen Projektionen gerade die mit
endlich-dimensionalem Bild. Es folgt, dass £(H) semifinit ist.

(2) Es sei M eine kommutative von Neumann-Algebra. Dann sind Projektionen genau
dann &quivalent, wenn sie gleich sind. Somit ist jede Projektion endlich und M ist
semifinit.

Bemerkung. (1) Jede von Neumann-Algebra M mit einer semifiniten, treuen Spur 7
ist semifinit.

Denn sei e € M5 und e # 0. Wegen der Semifinitheit von 7 ist n, 2 m, schwach-
Operator-dicht in M und es existiert x € n, mit ex # 0. Es folgt y := ex*ze € nin, C
m, und somit y € f. Fiir eine Spektralprojektion ey von y derart, dass 0 # yeg < y fiir
ein v > 0, gilt dann eg < e und eg € f,. Es ist ¢y dann endlich; denn ist ey ~ f < eg, so
gilt 7(eg) = 7(f), also 7(eg — f) = 0 und somit f = eg, weil 7 treu ist.

(2) Umgekehrt besitzt jede semifinite von Neumann-Algebra eine normale, semifinite,
treue Spur (der Beweis hierfiir ist aber recht aufwindig).
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2. Unbeschrinkte Operatoren und von
Neumann-Algebren

Es sei (2,8, 1) ein o-endlicher, reguldrer Mairaum. Dann kann der klassische Raum
Loo (1) als von Neumann-Algebra A C L£(Ly(p)) dargestellt werden, und zwar ist A das
Bild der Einbettung

Leo(p) = L(L2(p)), g My,

wobei My(f) = gf fiir g € Loo(p) und f € Lo(p) ist.

Mochte man den klassischen Raum Ly(p) (p < oo) auf die gleiche Weise einbetten,
so ergibt sich im Allgemeinen ein Problem, weil z. B. fiir g € L,(R) der ,,Operator” M,
unstetig und nicht einmal auf ganz Lo(R) definiert ist; es ist M, ein Beispiel fiir einen
,unbeschriankten Operator®.

Diese Beobachtung ist ein Indiz dafiir, dass bei einer nicht-kommutativen Integra-
tionstheorie, die die klassischen (kommutativen) Réume L,(u) enthalten soll, unbe-
schrankte Operatoren notwendig sind. Weiterhin werden unbeschriankte Operatoren bei
der Modular-Theorie eine wesentliche Rolle spielen.

Die Darstellung der Theorie der unbeschrinkten Operatoren im Zusammenhang mit
von Neumann-Algebren orientiert sich an [KaR83|, Sections 2.7, 5.6.

2.1. Unbeschriankte Operatoren

Grundlegendes

Hier bezeichnen H und K stets komplexe Hilbertraume.

Wir mochten die Klasse der beschriankten (stetigen) Operatoren L(H, K) zwischen
Hilbertrdumen H und K erweitern. Um ein ,anstéindiges“ Grenzwertverhalten zu be-
wahren, betrachten wir Operatoren mit abgeschlossenem Graphen und lassen sodann
zu, dass der Definitionsbereich eingeschrinkt wird (ansonsten wiirde aufgrund des Sat-
zes vom abgeschlossenen Graphen die Klasse £(H, K) nicht erweitert).

Definition. Ein (unbeschriankter) Operator A von H nach K ist eine auf einem Teil-
raum D(A) C H definierte, lineare Abbildung nach K. Der Operator A ist

e abgeschlossen, falls der Graph G(A) = {(§, Af) | £ € D(A)} C HxK abgeschlossen
18t,

e dicht definiert, falls D(A) dicht in H ist.

Im Fall H = K sprechen wir von einem unbechréinkten Operator auf H.
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2. Unbeschriankte Operatoren und von Neumann-Algebren

Seien A, B unbeschrinkte Operatoren von H nach K. Wir sagen, B ist eine Frweite-
rung von A (A C B), falls G(A) C G(B), d. h. falls

D(A) C D(B) und A¢ = B¢ (€ € D(A)).

Es heifit A abschliefsbar, falls A eine abgeschlossene Erweiterung B besitzt.

Bemerkung. Man zeigt leicht, dass ein Teilraum G C H x K genau dann Graph eines
unbeschrinkten Operators ist, falls (0,7) € G impliziert n = 0, wobei n € K. Insbe-
sondere ist jeder Teilraum eines solchen Graphen wieder Graph eines unbeschréankten
Operators.

Ist A ein abschliebarer Operator mit abgeschlossener Erweiterung B, so ist also
G(A) C G(B) der Graph eines Operators A, dem sog. Abschluss von A.
Ist A abgeschlossen, so heifit ein Teilraum Dy C D(A) ein determinierender Bereich

fir A, falls G(A|p,) = G(A).

Der adjungierte Operator

Definition. Zu einem dicht definierten Operator A von H nach K sei der adjungierte
Operator A* von K nach H gegeben durch

D(A%) ={ne K | ex. C € H mit (A§,n) = (§,¢) (§ € D(4))}

und A*n = ¢ firn € D(A*) mit ( € H, so dass (A&, n) = (£,() fir alle £ € D(A); ein
derartiges ¢ ist aufgrund der Dichtheit von D(A) eindeutig.

Bemerkung. Es gilt also
(Ag,m) = (6, A"y (£ € D(A),n € D(AY)),
und ferner aufgrund des Darstellungssatzes von Riesz, dass
D(A*)={ne K | (AL, n) (£ € D(A)) ist stetig}.
Lemma 2.1.1. Es sei A ein dicht definierter Operator von H nach K, dann gilt
G(A") =U(G(A)") = (UG(A))™,
wobei U € L(H x K, K x H) der durch (§,n) — (n, =) definierte unitire Operator sei.

Beweis. Nach Definition ist (n,() € G(A*) genau dann, falls (A, n) = (£, () fiir alle
¢ € D(A), also genau dann, falls

0= (& =0+ (A&,n) = ((&, AE), (=¢,m)) fiir alle & € D(A),

d. h. falls U=(n,¢) = (—¢,n) € G(A)*. Da U unitér ist, gilt weiterhin U(G(A)') =
(UG(A))*. O

Bemerkung. Eine direkte Folgerung aus diesem Lemma ist, dass fiir dicht definierte
Operatoren A, B mit A C B gilt B* C A*.
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2.1. Unbeschréinkte Operatoren

Proposition 2.1.2. Sei A ein dicht definierter Operator von H nach K.

(1) A* ist ein abgeschlossener Operator von K nach H, und es gilt Kern A* =
(Bild A)*;

(2) A* ist genau dann dicht definiert, falls A abschliefbar ist;
(3) Ist A abschliefbar, so gilt A* = A" und A = A**.
Beweis. (1) Nach Lemma 2.1.1 ist G(A*) abgeschlossen. Ferner ist A*n = 0 dquivalent
zu 0 = (A*n, &) = (n, AE) fiir alle £ € D(A), also zu n € (Bild A)*.
(2) Wir zeigen
{neK|(0,7) € G(A)} = D(A")".

Nach Lemma 2.1.1 ist G(A) = G(A)*+ = (U'G(A*))*, also (0,1) € G(A) genau
dann, falls 0 = ((0,7), (=¢',n")) = (n,7') fiir alle (', (') € G(A*), d. h. falls n € D(A*)*;
dies war zu zeigen.

Es ist nun A abschliefbar genau dann, falls @ der Graph eines Operators ist, also
falls {n € K | (0,n) € G(A)} = {0} = D(A*) ist, d. h. falls D(A*) dicht in K ist.

(3) Wegen G(A)* = G(A) und Lemma 2.1.1 gilt A* = A". Eine Anwendung die-
ses Lemmas auf A* (—=U~! {ibernimmt dann die Rolle von U) und dann auf A liefert
weiterhin

G(A™) = (~UT'G(A")" = (U (UGA) )" = (=G(A)H = G(4),
also A** = A. O

Wir kommen nun auf das Beispiel vom Anfang dieses Kapitels zu sprechen.

Proposition 2.1.3. Es sei (2, S, u) ein MafSraum und g : Q — C eine messbare Funk-
tion.

(1) Durch My(f) = gf wird ein dicht definierter, abgeschlossener Operator auf Lo ()
mit D(Mg) := {f € La(u) | gf € L2(n)} angegeben.

(2) Es gilt My = Mg.
Beweis. Es sei Q,, :={w € Q| |g(w)| < n}, so dass [Jo7; O, = Q.

(1) Man sieht leicht, dass D(M,) C La(p) ein Teilraum ist und dass M, linear auf
D(My) ist. Wir zeigen, dass D(My) C Lo(p) dicht ist: Sei f € La(n) gegeben, dann gilt
IXa\, — 0 punktweise und somit in Ly, nach dem Grenzwertsatz von Lebesgue. Es
folgt fXq, — f in Ly und somit wegen fXq, € D(M,) die behauptete Dichtheit.

Um zu zeigen, dass M, abgeschlossen ist, sei (fy,) C La(u) eine Folge und f, h € La(p)
mit f, — f und Myf, — h, jeweils in Lo. Dann existiert eine Teilfolge (ny), so
dass fn, — f und gf,, —> h f. ii. punktweise (siehe [Rud74], Theorem 3.12). Wegen
Gfn, — gf f. . punktweise folgt gf = h € La(p), und damit f € D(M,).

(2) Fir f € D(My) und h € D(My) gilt
<M9f7 h> = <gf7 h> = <f7§h> = <f7 M§h>7
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2. Unbeschriankte Operatoren und von Neumann-Algebren

also Mgy C M;.
Es bleibt D(M,) C D(Mg) zu zeigen, d. h. fiir f € D(M;) miissen wir gf € La(u)
zeigen. Sei dazu hy, := §fXq,, wegen g° fXq, € La(u) ist dann h,, € D(Mg), und es gilt

Il = [ lof1Pdu = (Mghn, ) = (b, M5 1) < Iall | 51,
also sup,, [|hnl| < [[My f|| < oo, und somit gf € La(p). O

Verkniipfungen

Es werden mit H, K und L komplexe Hilbertraume bezeichnet.

Definition. Seien A und B (unbeschrinkte) Operatoren von H nach K, so sei A+ B
definiert als Operator von H nach K mit

D(A+ B) := D(A) N D(B) und (A + B)¢ := A¢ + B¢ fiir € € D(A + B).

Ist A ein Operator von K nach L, und B ein Operator von H nach K, so sei AB
definiert als Operator von H nach L mit

D(AB) :={( € D(A) | A, € D(B)} und (AB){ := A(B¢) fir £ € D(AB).
Bemerkung. Fiir unbeschrinkte Operatoren A, B, C' zwischen Hilbertrdumen gilt

(A+B)+C=A+(B+C), (AB)C = A(BC)
(A+ B)C = AC + BC, A(B+C)2 AB+ AC.

Dies verifiziert man leicht durch Betrachtung der jeweiligen Definitionsbereiche.
Aus AC A’ und B C B’ folgt ferner A+ B C A’ + B bzw. AB C A’B’.

Proposition 2.1.4.

(1) Es seien A, B dicht definierte Operatoren von H nach K, sowie x € L(H, K).
(la) Ist B abgeschlossen, so ist x + B abgeschlossen.
(1b) Ist A+ B dicht definiert, so gilt (A+ B)* O A* + B*.
(lc) Es gilt (x + B)* = o* + B*.
(2) Es sei A ein dicht definierter Operator von K nach L und B ein dicht definierter
Operator von H nach K, sowie v € L(H,K) und y € L(K, L).
(2a) Ist A abgeschlossen, so ist Ay abgeschlossen.
(2b) Ist AB dicht definiert, so gilt (AB)* O B*A*.
(2¢) Es gilt (xB)* = B*z*.
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2.2. Selbstadjungiertheit

Beweis. (1a) Sei (&,) eine Folge in D(z + B) = D(B), £ € H, n € K, sowie &, — &
und (x + B)&, — n. Dann gilt 2§, — z€ und B¢, = (x + B)&, — x&, — n — x€. Da
B abgeschlossen ist, folgt £ € D(B) = D(x+ B) und B¢ = n— z€, so dass (z+ B)¢ = n.
(1b) Sei n € D(A* 4+ B*) und £ € D(A + B), dann gilt
((A+ B)¢m) = (A& n) + (BE,m) = (& A™n) + (§, B'n) = (£, (A" + B")n),

also (n, (A* + B*)n) € G((A+ B)*).
(1c) Wegen = € L(H, K) ist

D((x+ B)*) = {ne K| {((x+ B)-,n) ist stetig}
= {ne K| (B-n) ist stetig} = D(B*) = D(z* + B"),
mit (1b) folgt also (1c).

(2a) Sei (&,) eine Folge in D(Ay), £ € H, n € L, sowie §, — & und Ay&,, — n. Dann
gilt y&, — y&. Da A abgeschlossen ist, folgt y& € D(A), also £ € D(Ay), und Ayg = n.
(2b) Sei n € D(B*A*) und £ € D(AB), dann gilt

(ABg,n) = (BE, A™n) = (€, B A™n),
also (n, B*A*n) € G((AB)*).

(2¢) Es ist
D((zB)*) = {ne€L|(xB-n) ist stetig}
= {neL| (B ") ist stetig} = {n € L | z*n € D(B*)} = D(B*z"),
mit (2b) folgt also (2¢). O

2.2. Selbstadjungiertheit

Fiir eine Spektraltheorie unbeschriankter Operatoren werden selbstadjungierte Operato-
ren bendtigt. In diesem Abschnitt werden wir selbstadjungierte Operatoren definieren,
sowie einige Aussagen zusammenstellen, die bei der Entwicklung der Spektraltheorie
bendétigt werden.

Definition. Fin dicht definierter Operator A auf H heifit symmetrisch, falls A C A*,
und selbstadjungiert, falls A = A*.

Bemerkung. Ein dicht definierter Operator A auf H ist genau dann symmetrisch, falls
(AS,m) = (&, An) fiir alle §,n € D(A).

Lemma 2.2.1. FEs sei A ein dicht definierter, abgeschlossener, symmetrischer Operator
auf H. Dann ist A £+ i1 injektiv und Bild(A £ i1) ist abgeschlossen.

Beweis. Fiir £ € D(A) ist (A€, &) = (€, AE), also (A&, &) € R, und daher
I(A £i1)¢]|* = | AE|I* £ 2Re(AE, i€) + [li€]1* = || A€]* + [1€]1* > [l€]f™. (%)

Also ist A + i1 injektiv, und Bild(A + ¢1) ist abgeschlossen, weil A 4+ i1 abgeschlossen
ist. ]

37



2. Unbeschriankte Operatoren und von Neumann-Algebren

Die Unterscheidung zwischen symmetrischen und selbstadjungierten Operatoren ist
wichtig, da nur letztere eine Spektralzerlegung zulassen. Um Operatoren als selbstad-
jungiert nachzuweisen, sind die beiden folgenden Lemmata niitzlich.

Lemma 2.2.2. Es sei A ein dicht definierter, symmetrischer Operator auf H. Dann
sind dquivalent:

(1) A ist selbstadjungiert.
(2) A ist abgeschlossen und Bild(A £+ i1) C H ist dicht.
(3) Bild(A +i1) = H.

Beweis. (1) = (2) Ist A = A*, dann ist A nach Proposition 2.1.2, (1), abgeschlossen
und es gilt
(Bild(A 4+ i1))* = Kern(A +41)* = Kern(A F41) = {0},

also ist Bild(A +41) C H dicht.
(2) = (3) Bild(A £ 1) ist dann nach Lemma 2.2.1 abgeschlossen.

(3) = (1) Wegen A C A* bleibt D(A*) C D(A) zu zeigen. Sei n € D(A*), dann
existiert nach Voraussetzung & € D(A) mit (A* —il)np = (A —i1)&; wegen A C A*
ist ferner (A* —i1)¢ = (A — i1)§. Nach Proposition 2.1.2, (1), ist Kern(A* — 1) =
(Bild(A 4 41))* = {0} und somit folgt n = ¢ € D(A). O

Lemma 2.2.3. Es sei &€ C L(H) eine gerichtete Menge von Projektionen und Dy :=
Uece e(H) C H; weiterhin sei Ag : D(Ag) — H ein dicht definierter Operator mit
D(Ay) = Dy, so dass Ape € L(H)sq ist, fir alle e € £. Dann ist Ay abschlieffbar und
A = Ay ist selbstadjungiert.

Beweis. Seien £,n € Dgy. Da & gerichtet ist, existiert e € £ mit &, € e(H). Es gilt nun

<A0§777> = <A065777> - <€7 A0€77> - <§7A077>7

also n € D(Af) und Agn = Aon. Damit ist Ag C A und Ag ist abschliebar. Ferner gilt
A=Ay C A =4, = A*.

Fiir alle e € £ gilt nun Bild(A £ il)e = e(H), da Ae = Age € L(H) selbstadjungiert
und Ae + ie damit invertierbar auf e(H) ist. Damit ist Bild(A £ i1) D Dy, also dicht in
H, und nach Lemma 2.2.2 folgt, dass A selbstadjungiert ist. O

Proposition 2.2.4. Ist A ein abgeschlossener, dicht definierter Operator von H nach
K, so ist A*A ein selbstadjungierter Operator auf H.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass A*A dicht definiert ist, und dass Bild(A*A+1) = H.
Da G(A) C H x K abgeschlossen ist, definiert p : G(A) — H, p(§,n) = £ einen stetigen,
injektiven Operator zwischen Hilbertrdumen. Dessen Adjungierte p* : H — G(A) besitzt
dichtes Bild, da (Bild p*)* = Kernp** = Kernp = {0} nach Proposition 2.1.2, (1).
Sei nun n € H, p*n =: ((, A¢) € G(A), sowie £ € D(A). Dann gilt

(n, &) = (n,p(&, AS)) = (p™n, (&, AL)) = ((¢, AQ), (&, AL)),
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also (§,m) = (£,¢) + (AL, AQ), d. h. (Ag, AQ) = (£, — ¢). Damit ist AC € D(A”) und
A*(AQ)=n—¢,d. h. (A*A+1)¢ =n.
Da n € H beliebig war, folgt Bild(A*A + 1) = H. Auflerdem wurde

Dy :={¢ € H | (¢, AC) € Bildp"} C D(A"A)

gezeigt, und da Bild p* dicht in G(A) ist, ist Dy dicht in D(A) und somit dicht in H.
Somit ist A*A dicht definiert.

Um zu zeigen, dass A*A selbstadjungiert ist, beobachten wir zunéchst

(ATAE, ) = (AS, An) = (§, A" An) (&, € D(A™A)),

also A*A C (A*A)*, und somit A*A+1 C (A*A)* +1 = (A*A+ 1)* (nach Propositi-
on 2.1.4, (1c)). Nach Proposition 2.1.2, (1) gilt Kern(A*A + 1)* = (Bild(A*A + 1))+ =
H+ = {0}, d. h. (A*A + 1)* ist injektiv. Deswegen implizieren A*A + 1 C (A*A + 1)*
und Bild(A*A+1) = H bereits A*A+1 = (A*A+1)*, und somit auch A*A = (4A*A)*,

wie gewiinscht. O

Bemerkung. Im obigen Beweis ist G(A|p,) = Bildp* dicht in G(A) und somit Dy
ein determinierender Bereich fiir A. Es folgt, dass auch D(A*A) ein determinierender
Bereich fiir A ist.

2.3. Mit einer von Neumann-Algebra affiliierte Operatoren

Sei H ein Hilbertraum und M C L(H) eine von Neumann-Algebra. Fiir einen Operator
x € L(H) gilt nach dem Bikommutantensatz und Lemma A.2.1

x € M genau dann, wenn u*zu = z fiir alle v € M/, u unitér.
Deshalb definieren fiir unbeschréinkte Operatoren:

Definition. Ein Operator A auf H heifit affiliiert mit einer von Neumann-Algebra
M C L(H), falls
u*Au = A fiir alle uw € M’,u unitdr.

Wir bezeichnen mit M die Menge aller abgeschlossenen, dicht definierten Operatoren
auf H, die mit M affiliiert sind. Weiterhin sei Mg, die Menge aller selbstadjungierten
Operatoren in M.

Fiir die Affiliiertheit mit einer von Neumann-Algebra verwenden wir sehr oft das
folgende Kriterium.

Lemma 2.3.1. Es sei M C L(H) eine von Neumann-Algebra und A ein Operator auf
H. Dann ist A genau dann affiliiert mit M, falls

Ax D zA fiir alle x € M.
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2. Unbeschriankte Operatoren und von Neumann-Algebren

Beweis. = Sei x € M/, dann ist = > | u; mit u; € M’ unitér. Nach der Bemerkung
zu Definition 2.1 ist Ax = A wi) 2> i Auy = > 0 juwiA= (O u)A=zA.

< Fiir u € M’, u unitir, ist Au O uA und Au* D u*A (also A O u*Aw). Damit ist
uA D u(u*Au) = Au, also Au = uA und damit uv*Au = A. O]

Lemma 2.3.2. Es seien A, B mit einer von Neumann-Algebra M C L(H) affiliierte
Operatoren auf H. Dann sind auch A+ B und AB mit M affiliiert. Ist A dicht definiert
bzw. abschliefbar, so ist A* bzw. der Abschluss A mit M affiliiert.

Beweis. Fiir alle x € M’ gilt

(A+ B)x =Ax+ Bx DzA+x2B =xz(A+ B),
ABzx = A(Bz) D A(xB) = (Ax)B D (zA)B = zAB,

also sind A + B und AB mit M affiliiert. Ist nun A dicht definiert, so gilt nach Propo-
sition 2.1.4, (2¢) und (2b)

Az = (¥ A)* D (Az™)" Dz A",

so dass A* mit M affiliiert ist. Ist schlieBlich A abschlieBbar und v € M’, u unitér, so
gilt

uwAu = uwrAu = A,
so dass A mit M affiliiert ist. O

Es sei (Q,8,p) ein Mafiraum und B(p) die Menge aller messbaren Funktionen
) — C. Wir betrachten im folgenden Satz die fiir g € B(u) definierten Multiplikations-
Operatoren M, auf Ly(p) aus Proposition 2.1.3.

Proposition 2.3.3. Es sei (2, S, u) ein o-endlicher, requlirer Mafraum und A die von
Neumann-Algebra {My | g € Loo(1t)} € L(La2(p)) aus Proposition 1.2.2. Dann gilt

A={M,|geB(u}

Beweis. O Es sei g € B(p). Nach Proposition 2.1.3 ist M, ein dicht definierter, abge-
schlossener Operator auf La(p) und nach Lemma 2.3.1 bleibt Mgz D xM, fir x € A’ zu
zeigen.

Nach Proposition 1.2.2 ist A" = A, also x = Mj, fiir ein h € Loo(p). Fiir f € D(M,)
sind dann ¢gf und hgf in La(p) und es gilt

MyMyf = hgf = ghf = MgMyf,

und damit x M, = MM, C MyM),, = Mgz, wie gewiinscht.

C Es sei A € M. Nach Lemma 2.3.1 gilt Az D x4, also insbesondere D(A) C D(Axzx),
fir alle z € A’ = A.

Wir zeigen zuniichst, dass Dy := D(A) N Loo(p) ein determinierender Bereich fiir A
ist. Sei hierzu f € D(A) gegeben und e, := MXf-1(5(0,n)) € Aproj; dann ist e, f € Do
(wegen D(A) C D(Aey)), und es gilt e,f — f und Ae,f = e, Af — Af nach dem
Konvergenzsatz von Lebesgue, wie gewiinscht.

40



2.4. Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren

Fir f,g € Dy gilt wegen MyA C AM; nun fAg = MsAg = AMyg = A(fg), und
wegen fg = gf somit
fAg = gAf fir alle f,g € Dyg. ()

.00

Wir konstruieren nun ein g € B(u), so dass A = M,. Sei hierzu Q = (J,,_;€, mit
1(§n) < oo fiir alle n. Betrachte fiir fixiertes n eine Folge (f) C Do mit fi, — Xa,
und setze

O ={w € Qy | frn(w) =0 fir alle k € N},

Dann gilt 0 = My, for — My, X, = Xq, also () = 0. Wir definieren

L ARn)®) o0 e
g(w) = Tea(@) f €\ Q.

wobei k, so gewahlt sei, dass fi n(w) # 0. Es ist g f. . auf Q0 definiert und messbar.
Fiir alle f € Dy gilt nach () fi, n(w)(Af)(w) = f(w)(Afr,n)(w), und damit (Af)(w) =
g(w) f(w) f. . Dies zeigt A|p, € M, und damit gilt A = A|p, C M, = M,.

Um M, C A zu zeigen, sei f € D(M,) gegeben. Fiir n € N definiere X,, := Xg-1(B(0,n))
und e, = My, € Ap;. Fiir fixiertes n betrachte eine Folge (fxn)x € D(A) mit f, —
enf. Somit gilt auch ey, fr, — e,f und es ist e, fr,, € D(A), weil D(A) C D(Ae,).
Wegen A C M, und der Stetigkeit von My =~ gilt

Aen fin = Mgen fon = Mx, femn — Myx, enf = Mge, [ fir k — oo,

also (e, f, Mgen f) € G(A). Wegen f € D(My) gilt (enf, Mgenf) — (f, My f) nach dem
Lebesgue’schen Konvergenzsatz, und es folgt G(M,) C G(A) = G(A), also My, C A. O

2.4. Spektraltheorie selbstadjungierter Operatoren

Von selbstadjungierten Operatoren erzeugte von Neumann-Algebren

Im Folgenden werden wir umfassend die mit einer kommutativen von Neumann-Algebra
M affiliierten, abgeschlossenen, dicht definierten Operatoren M behandeln. Dass es je-
denfalls fiir selbstadjungierte Operatoren A eine kommutative von Neumann-Algebra
mit A € M gibt, zeigt der nichste Satz; die dort konstruierte von Neumann-Algebra
wollen wir die von A erzeugte von Neumann-Algebra nennen. Auch bei normalen Ope-
ratoren A, d. h. wenn gilt A*A = AA*, gibt es eine kommutative von Neumann-Algebra
M mit A € M, doch werden wir diese Tatsache nicht benétigen.

Satz 2.4.1. Ist A ein selbstadjungierter Operator auf H, dann sind A+il: D(A) — H
bijektive Operatoren. Die inversen Operatoren x4 = (A +i1)~t und z_ = (A —i1)~!
sind beschrinkt mit ||z4|| < 1 und erzeugen eine kommutative von Neumann-Algebra
M. Es ist M die kleinste von Neumann-Algebra mit der A affiliiert ist.

Beweis. Nach Lemma 2.2.1 und Lemma 2.2.2 sind A +141 bijektiv; nach dem Beweis von
Lemma 2.2.1 gilt ferner ||z4| < 1.
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Fiir £,m € D(A) gilt nun

(z4(A+i1)E, (A—il)n) = (& (A—il)n
= ((A+i1)¢,n) = (A +i1)§, (A —il)n),

und wegen Bild(A £+i1) = H folgt 2% = x_.
Fiir £ € D(A) mit A{ € D(A) gilt weiterhin

ni=(A—il)(A+i1)¢ = (A% +1)¢ = (A +i1)(A —i1),

also xyx_n = x_x4n =, und erneut wegen Bild(A £i1) = H folgt zyx_ = x_x4. Es
ist also 24 normal und M := {4, z_}" eine kommutative von Neumann-Algebra.
Um zu zeigen, dass A mit M affiliiert ist, benutzen wir Lemma 2.3.1. Sei also y € M/,
dann gilt
(A+il)yzy = (A+il)zy =y = y(A+il)zy,

woraus wegen Bildzy = D(A) = D(A + 1) folgt (A +il)y O y(A + ¢1). Damit gilt
Ay+iy = (A+il)y D y(A+il) = yA + iy, also Ay D yA, so dass A € M.

Ist nun M eine weitere von Neumann-Algebra mit A € My, so gilt u*Au = A fiir
alle u € M{, u unitér, also auch u*(A £i1)u = A £+ i1 und somit v*z1u = 4. Damit
gilt {xy,z_} C My, und folglich M = {x,,z_}" C My, wie gewiinscht. O

Bemerkung. Sei A selbstadjungiert und M die von A erzeugte von Neumann-Algebra,
und gelte u*Au = A fiir ein v € L(H) unitir, so gilt v*zu = z fir alle x € M.
Denn w*Au = A impliziert v*zyu = x4, so dass {zy,z_} C {u}'; folglich gilt M =

{er,e}" € (W) = {u}.

Selbstadjungierte Operatoren und selbstadjungierte Funktionen

Es sei M C L(H) eine kommutative von Neumann-Algebra. Dann gibt es einen *-

Isomorphismus (die Gelfand-Transformation) ¢ : M — C(X), wobei X ein extrem unzu-
sammenhéngender, kompakter Hausdorffraum ist. Wir méchten diesen *-Isomorphismus
zuniichst auf die Menge My, aller mit M affiliierten, selbstadjungierten Operatoren und
dann auf die Menge M Operatoren erweitern. Hierfiir miissen wir auch die Menge C(X)
aller stetigen Funktionen auf X erweitern.

Definition. FEs sei X ein extrem unzusammenhdingender, kompakter Hausdorffraum.
Eine Funktion f heifst normal auf X, falls f € C(X \ Z), wobei Z C X abgeschlossen
und nirgends dicht ist, und falls lim,_.q|f(p)| = oo fir alle ¢ € Z. Ist f zusdtzlich
reellwertig, so heifst f selbstadjungiert auf X.

Es bezeichne N'(X) die Menge aller normalen Funktionen auf X und S(X) die Menge
aller selbstadjungierten Funktionen auf X.

Fiir Eindeutigkeitsaussagen ist das folgende Lemma hilfreich.

Lemma 2.4.2. Seien f,g € N(X), definiert auf X \ Zy bzw. X \ Z,, und sei S C
X\ (ZyU Z) dicht, so dass f|s = gls. Dann ist Zy = Z, und f = g.
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Beweis. Es ist X \ (Zy U Z;) dicht in X, also ist S dicht in X. Sei ¢ € Z¢ und (po) C S
ein Netz mit p, — ¢, dann ist |g(pa)| = |f(pa)| — oo und somit ¢ € Z,. Ebenso gilt
Zyg C Zy,also Zy = Zy. Da f,g stetig auf X \ Zy = X \ Z; sind, folgt f = g, aufgrund
der Dichtheit von S. O

Im Folgenden sei stets M C L(H) eine kommutative von Neumann-Algebra und
v : M — C(X) die Gelfand-Transformation.

Konstruktion von @ : Mg, — S(X). Sei A € Mg, gegeben, dann ist A+il : D(A) — H
bijektiv und z+ = (A+i1)~! € L(H) (siehe Satz 2.4.1). Sei u € M’, u unitér, dann gilt
uw*Au = A, also u*(A £il)u = A+ i1, und damit

ursut = u(A+il) ut = (A+il) !t =z,

so dass x4+ € M.
Es sei g+ 1= ¢(z4) € C(X), dann gilt g+ = g—. Sei nun Z := {g4+ = 0} = {g— = 0},

sowie
1 /1 1 g+ +9-— .
h(p) == 5 < + > (p) = () (p) fir pe X\ Z.
2\9+ 9- 29+9-

Wir behaupten nun, dass ¢(A) := h ein Element in S(X) definiert. Es ist h reellwertig
und stetig auf X \ Z, ferner ist Z abgeschlossen.

Wir zeigen, dass Z nirgends dicht ist. Angenommen, es existiert U # () offen mit
U C Z, dann ist U C Z offen und abgeschlossen, also Xz € C(X) und g4 Xz = 0. Mit
e:= (pfl(Xﬁ) € Mpyo; folgt xe = 0, obwohl e # 0. Dies ist aber ein Widerspruch zur
Injektivitat von .

SchlieBlich zeigen wir limy, 4 |h(p)| = oo fiir ¢ € Z. Wegen z,z_ = x_x gilt

Azyor_ = (A—il+il)z_xy = x4 +ixqo_,
Avio_ = (A+il —il)zjo_ =0 —izyx_,

(x——x4). Die erste Gleichung benotigen
(9— — g+), so dass fiir p € X \ Z folgt

und damit Az = $(z4+2_) und iz oz =
wir spéter, und aus der zweiten folgt ig g =

Wegen Z = {g4+ = 0} ist damit die Behauptung gezeigt.

Satz 2.4.3. Es ist ¢ : Mg, — S(X) eine bijektive Abbildung, die ¢ fortsetzt. Ferner
gilt:

(1) Fiir A € M, ist p(A) € S(X) das eindeutig bestimmte Element, das A reprisen-
tiert in dem Sinne, dass fir alle e € Mypoj mit Ae € M gilt p(A)p(e) = p(Ae).

(2) Fir A € Mg, und alle e € Mpyo; mit o(A)p(e) € C(X) gilt Ae € M und p(Ae) =
P(A)p(e).
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Beweis. Wir zeigen zuerst (2) und (1), und dann die Bijektivitéit von @.

(2) Es sei A € Mg, und e € M5 mit p(A)p(e) € C(X). Nach Konstruktion ist
h := @(A) definiert auf X\ Z, wobei Z = {g+ = 0} und g1+ = p(v+) = p((A+il)~1). Sei
©(e) =: Xy, wobei Y C X offen und abgeschlossen ist, dann ist hXy = @(A)p(e) € C(X)
und daher Y C X \ Z.

Deswegen ist k := ﬁXY € O(X), und es gilt g, g_k = Xy, so dass mit y := ¢! (k)
gilt zyxz_y = e. Nach Konstruktion von h ist %(g+ + g-)k = hXy und ferner gilt
Azyx_ = (x4 +2_) (vgl. letzten Absatz der Konstruktion von ). So haben wir

oM hy) = Loy +a)y = Avia_y = Ae,

also Ae € M und ¢(Ae) = hXy, wie gewiinscht.

(1) Um zu zeigen, dass A durch h := ¢(A) représentiert wird, sei e € Mpo; mit
Ae € M. Dann ist auch (A +il)e € M, sowie e(H) C D(A) und z4(A +il)e = e.
Daher ist

g+p((A+il)e) = p(z4 (A +il)e) = p(e) =: Xy,

und daher Y C {g4 # 0} = X \ Z. Es ist also p(A4)p(e) = hXy € C(X) und nach (2)

gilt p(Ae) = o(A)p(e).
Wir haben damit auch gezeigt, dass ¢ eine Fortsetzung von ¢ ist.

Fiir die Eindeutigkeitsaussage bei (1) und die Bijektivitit von ¢ sind ein paar Vorbe-
reitungen notwendig.

Ist ein Element h € S(X) definiert auf X \ Z, so bezeichne )}, die Menge aller of-
fenen und abgeschlossenen Mengen Y C X \ Z und &, die Menge der entsprechenden
Projektionen ey := o~ 1(Xy) (Y € V).

Es gilt Uyey, Y = X \ Z. Denn ist p € X \ Z gegeben, so existiert eine offene
Umgebung O(p) C X \ Z. Da X ein kompakter Hausdorffraum ist, existiert eine offene
Umgebung Og(p) mit Op(p) € O(p) € X \ Z, und da X extrem unzusammenhéngend
ist, gilt Og(p) € V.

Weiterhin gilt \/ e, € = 1; denn sei f := \/ ¢, e und o(f) = Xr, dann gilt ' 2
Uyey, Y =X\ Z, also (da T abgeschlossen ist) "= X und f = 1.

Es ist (ey)yvey, = (€)ecs, €in monoton steigendes Netz, also folgt nach Satz 1.1.2
ey — 1 in starker Operator-Topologie, also ey& — £ fiir alle £ € H.

Demnach ist Do := (J ¢, €(H) ein determinierender Bereich fiir alle A € My,. Denn
ist £ € D(A), dann gilt ey — £ und Aey & = ey AL — A€ (beachte ey € M C M),
Wegen (ey&)ycy, C Dy folgt die Behauptung.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit bei (1). Dazu nehmen wir an, dass A durch h und h
(h,h € S(X)) reprasentiert werden. Fiir alle e € M,o; mit Ae € M ist dann hp(e) =

¢(Ae) = he(e). Dies gilt insbesondere fiir alle e = ¢~ '(Xy), wobei Y € Y, nach (2).
Also gilt h = h auf Uycy, ¥ = X \ Z. Nach Lemma 2.4.2 gilt h = h.

Um zu zeigen, dass ¢ injektiv ist, seien A, B € Mg, mit ¢(4) = @(B) = h. Fiir

Y € ), ist dann hXy € C(X), also Ae = ¢~} (hXy) = Be mit e = o~} (Xy) € &, nach
(2). Da U,cg, e(H) ein determinierender Bereich fiir A und B ist, folgt A = B.
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Wir zeigen nun, dass ¢ surjektiv ist. Sei h € S(X) gegeben. Fiir Y € ), ist hXy €
C(X) und wir definieren xy := ¢~ 1(hXy).

Auf Dy := [, ¢, €(H) € H wird nun ein Operator Ag auf H definiert, und zwar durch
Ao = xy€ fiir alle € € ey (H). Es ist Ap wohldefiniert, denn sei £ € ey (H) Ney:(H),
also £ € eyny/(H), dann ist hXy Xyny’ = hXy'Xyny’, also

zry§ = zyeyny’§ = zyeyny’§ = Ty/€.
Nach Lemma 2.2.3 ist Ag abschlieBbar und A := Ay ist selbstadjungiert. Um zu

beweisen, dass A mit M affiliiert ist, zeigen wir zuerst xA|p, C Az fiir alle x € M. Sei
hierfiir £ € e(H) mit e € &, gegeben, dann gilt Ae = xy € M, also

T A = x(Ae)f = (Ae)xl = Alex) = A(xe)€ = Axé.

Da Dy fiir A und so auch fiir A ein determinierender Bereich ist, folgt 24 = zA|p, C
Az = Az, denn Az ist nach Proposition 2.1.4, (2a) abgeschlossen. Also ist A affiliiert
mit M.

Wir zeigen nun A := @(A) = h. Sei Y € Yy, dann ist Aey = 2y = ¢ L(hXy) € M,
und nach (1) gilt AXy = ¢(Aey) = hXy, also ist h = h auf Uyey, ¥ = X\ Z, und
damit h = 7L, nach Lemma 2.4.2. ]

Selbstadjungierte Funktionen und Spektralscharen

Definition. Es sei M C L(H) eine von Neumann-Algebra. Eine Spektralschar ist eine
Familie {ex} xer € Mproj, so dass

b 6)\§6Mfﬁr>\,HER,)\§H,

o Naerer =0 und \/ycper =1,
e ex =\ >y eu fir alle A € R.

Es sei M eine kommutative von Neumann-Algebra und ¢ : M — C(X) die Gelfand-
Transformation. Wir werden nun eine Abbildung ¢ von S(X) in die Spektralscharen
von M konstruieren, um mit ¢» und der Abbildung ¢ : Mg, — S(X) aus Satz 2.4.3
jedem selbstadjungierten Operator A € Mg, eine Spektralschar {ex}ecr = ¥($(A))
zuzuordnen.

Wir formulieren zunéchst ein Lemma iiber selbstadjungierte Funktionen.

Lemma 2.4.4. Sei f € S(X) definiert auf X \ Z und Zy := {q € Z | limp_q f(p) =
+oo}. Dann ist Z = ZLUZ_ und [ ist stetig als Funktion X — R U {—00, c0}.

Beweis. Fiir die erste Aussage ist Z C Zy U Z_ zu zeigen. Dazu sei angenommen, es
existiert p € Z mit p ¢ ZL UZ_. Sei Uy = {p € X\ Z | £f(p) > 0}, dann ist
p € Uy NU_. Nun sind Uy und U_ offen in X \ Z, also in X, und ferner disjunkt. Damit
gilt Uy € X \U_,also Uy € X\ U_, und da Uy offen ist weiter

U = (U)° € (X\U)° = X\ T,

also Uy NU_ = (), ein Widerspruch.
Fiir die fortgesetzte Funktion f : X — R U {—00, 00} gilt nun fiir alle ¢ € X und alle
Netze (po) mit p, — ¢, dass f(pa) — f(q). Also ist f stetig. O
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2. Unbeschriankte Operatoren und von Neumann-Algebren

Konstruktion von ¢ : S(X) — {Spektralscharen}. Sei h € S(X) gegeben und definiert
auf X'\ Z. Wir betrachten h geméfl Lemma 2.4.4 als stetige Funktion X — RU{—00, 00}
und definieren zu allen A € R die Mengen

Uy :={h>X} C X und X, := X\ U,.

Wir zeigen, dass X die grofite offene und abgeschlossene Menge ist mit X C {h < A}.
Zunichst ist X, wie Uy offen und abgeschlossen, und es gilt X C {h < 7)\} Ist Y C
{h < A} offen und abgeschlossen, so gilt Y C X \ Uy, also Y = Y? C X \ U, = X,.

Wir definieren 1(h) := {ex}rer, wobei ey 1= ¢ 1(Xx,) € My, und zeigen, dass
{ex} eine Spektralschar ist.

Fiir A < p ist zunéchst X, C X, also ey < e,.

Wir zeigen nun ey = A fir A € R. Sicherlich ist f := A
Xy = (f) gilt nun

> en. Mit

u> Cu u>A Cu

Y CNpsaXy © ﬁu>>\{h <pr={h <A}

und somit Y C X, weil X, die gréfite offene und abgeschlossene Menge mit dieser
Eigenschaft ist. Also gilt f < ey und somit f = e).
Weiterhin gilt /\ycp ex = 0. Denn mit Xg := ¢(/\\cg €x) ist

S CNMaerXn € Maer{h <A} =272,

also S = (0, da S offen ist.
SchlieBlich gilt \/,cg ex = 1. Denn mit X7 := o(\/ cg €x) ist

o Jx2 <A =x\24,
AeR AeR

also T'= X, da T abgeschlossen ist.

Lemma 2.4.5. Die Abbildung v bildet S(X) bijektiv auf die Menge der Spektralscharen
von M ab.

Beweis. Wir zeigen, dass 1 injektiv ist. Seien h,h € S(X) mit ¢(h) = 1/)(%) = {ex}.
Nach Konstruktion miissen dann die Mengen Uy = {h > A} = {h> A} gleich sein. Es
folgt {h > A} C {h > A} und {h > A} C{h > A}, damit sieht man leicht h = h.

Um zu zeigen, dass 1 surjektiv ist, sei eine Spektralschar {e)} gegeben und seien
X C X definiert durch Xx, = p(ex) (A € R). Wir setzen

h(p) :=inf{A e R |pe X} e RU{—00,00} fiir p e X

und zeigen, dass h € S(X) und ¥ (h) = {e)}.

Sei Z_ = NMyerX) und Z; := X \ (U,cg X»), dann sind Z_ und Z, abgeschlossen
und h(p) ER fiir pe X \ Z, wobei Z :=Z, U Z_.

Wegen A cpex =0 und \/ycgpen =1 sind Z_ und Z, nirgends dicht. Denn gébe es
eine offene Menge U mit () # U C Z_, so wire U offen und abgeschlossen mit U C Z_,
also 0 # ¢ 1 (Xg) < Aser €, ein Widerspruch. Analog argumentiert man fiir Z.
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Die Stetigkeit von h auf X folgt leicht aus der Offenheit und Abgeschlossenheit der
Mengen X . Denn sei etwa g € X\ Z, Ao := h(¢) € Rund € > 0, dann gilt |h(p)—h(q)| <€
fir alle p € X +e\Xxy—e. Ist dagegen ¢ € Z_ und M < 0,s01ist ¢ € Xy und so h(p) < M
fiir alle p € Xps. Ahnliches gilt fiir ¢ € Z,.

Also ist h € S(X) und wir miissen {fy} := ¥(h) = {exr} zeigen. Sei Y\ C X definiert
durch Xy, = ¢(fn) (A € R), dann ist nach Konstruktion Y) die grofite offene und
abgeschlossene Menge mit Y\ C {h < A}. Aufgrund X, C {h < A} folgt X) C V), also
ex < fa. Wegen Yy C {h < A} € Npsn Xy, ist auBerdem fy < /\u>>\ ey = ey, also ey = f
wie gewiinscht. O

Lemma 2.4.6. Fiir jedes A € Mg, ist {ex}rer = ¥(4(A)) die Spektralschar zu A,
d. h. mit fn :=en —e_p ist Do := U, fn(H) ein determinierender Bereich fir A und

Af = ! Ad(ex&) fir alle € € f,(H)

—-n

im Sinne von Normkonvergenz approximierender Riemannsummen.
FEine Spektralschar ist fiir héchstens einen Operator A € Mg, die Spektralschar zu A.

Beweis. Da {e)} eine Spektralschar ist, folgt \/72, f, = 1. Fiir alle £ € D(A) gilt
damit f,§ — £ und Af,§ = frnAE — AE (beachte f, € M C M), so dass Dy ein
determinierender Bereich fiir A ist.

Es sei h := ¢(A), sowie X definiert durch Xx, := ¢(ey) (A € R). Fiir n € N sei
nun eine Zerlegung —m = Mg < A1 < --- < A = n der Feinheit § > 0 gegeben,
sowie a; € [Aj_1, Aj] beliebig gewahlt. Betrachte nun ¢ := Z§:1 aJ'XXAj\XAj,l’ dann gilt
lg — hXx,\x_, |l <9d. Denn sei p € X, \ X, dann ist p € X, \ Xy, , fiir ein j, d. h.
9(p) = o und h(p) € [Aj—1, 7], also |g(p) — h(p)| < 6.

Nun ist ¢p(Afy) = hXx,\x_,, wegen Satz 2.4.3, (2), also folgt || 2?21 ajlen;, —ex,_y) —
Afnll <0, also AL = Afp,€ = ffn Ad(ey&) fur alle € € f,(H).

Die letzte Aussage folgt, weil A durch eine Spektralschar auf dem determinierenden
Bereich Dy festgelegt wird. O

Wir fassen unsere Ergebnisse im folgenden Satz zusammen.

Satz 2.4.7 (Spektralresolution). Es sei M eine kommutative von Neumann-Algebra.

(1) Zu jedem Operator A € Mg, existiert genau eine Spektralschar {ex}xcr mit den
FEigenschaften

o Dy := .2, fn(H) ist ein determinierender Bereich fir A,

o Af = ffn Ad(ex&) fiir alle & € fp,(H) im Sinne von Normkonvergenz approzi-
mierender Riemannsummen;

hierbei ist f, :==e, —e_y,.

(2) Zu jeder Spektralschar {ey\} gibt es umgekehrt genau einen Operator A € Msg,, fiir
den diese beiden Eigenschaften gelten.
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2. Unbeschriankte Operatoren und von Neumann-Algebren

Beweis. Nach Satz 2.4.3 und Lemma 2.4.5 ist die Abbildung ) o @ von My, auf die
Spektralscharen von M bijektiv. Weiterhin erfiillt nach Lemma 2.4.6 fiir A € Mg, die
Spektralschar {e)} = 1(¢(A)) die beiden Eigenschaften. Hieraus folgen die Existenzaus-
sagen bei (1) und (2) und es bleibt die jeweilige Eindeutigkeit zu zeigen.

(2) Die Eindeutigkeit folgt aus der letzten Aussage von Lemma 2.4.6.

(1) Angenommen auch { f,} erfiillt die beiden Eigenschaften, dann gibt es ein B € Mg,
mit ¥(p(B)) = {f\} und wegen der Eindeutigkeitsaussage bei (2) muss A = B und somit

{fx} = ¥(p(A)) = {er} sein. O

Bemerkung. Es sei u : H — K eine surjektive Isometrie zwischen Hilbertrdumen H
und K, sowie A ein selbstadjungierter Operator auf K. Ist {e)} \cr die Spektralschar zu
A, so ist {u*eyu}rer die Spektralschar des selbstadjungierten Operators u* Au auf H.

Denn mit f, := e, — e_p ist U,—; u* fru(H) ein determinierender Bereich fiir u*Au
und fir alle § € u* fou(H) = u* f,,(K) gilt u§ € f,(K) und damit

u*Aug = u* /n Adey (u€) = /n Adu*eyué.

—n —n

2.5. Mit einer kommutativen von Neumann-Algebra affiliierte
Operatoren

Die *-Algebra M

Es sei M eine kommutative von Neumann-Algebra. Wir werden zeigen, wie die Menge
M aller abgeschlossenen, dicht definierten, mit M affiliierten Operatoren als *-Algebra
angesehen werden kann.

Hierzu sei bemerkt, dass aus 4, B € M zwar folgt, dass A + B und AB mit M
affiliiert sind, wir wissen jedoch nicht, ob die Operatoren A + B bzw. AB dicht definiert
und abgeschlossen sind. Bald werden wir jedoch zeigen, dass A+ B und AB dicht definiert
und abschlieSbar sind, wobei sich das folgende Lemma, welches die Spetraltheorie des
letzten Abschnitts benutzt, als hilfreich erweist.

Lemma 2.5.1. Sei M C L(H) eine kommutative von Neumann-Algebra. Dann besitzt

jede Menge {A1,..., Apn} € M eine gemeinsame beschrinkende Folge (e,) € Mpyoj,

d. h. (ey) ist monoton wachsend mit \/;> | e, =1 und Age,, € M fir alle k und n.
Ferner ist Do :=J,~, en(H) ein determinierender Bereich fiir alle Ay.

Beweis. Wir zeigen die erste Aussage per Induktion iiber m.

Essei m =1 und A := A; € M. Nach Proposition 2.2.4 ist A*A selbstadjungiert und
damit A*A € Mg,. Sei {ex}rer € Mproj die Spektralschar zu A*A und f,, == e, — e_p,
so dass /o2, fn = 1. Fiir alle n ist A*Af, € M (siche etwa Satz 2.4.3, (2)), also ist
Af,, iiberall definiert und nach Proposition 2.1.4, (2a), abgeschlossen. Weil A f,, mit M
affiliiert ist folgt Af, € M, und (f,) ist eine beschrinkende Folge fiir A.

Wir nehmen nun an, (e,) sei eine beschréinkende Folge fir {Aj,...,A;,—1} und
(fn) eine beschriankende Folge fiir A,,. Dann ist (e, f,) eine beschrinkende Folge fiir

(A1, An).
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2.5. Mit einer kommutativen von Neumann-Algebra affiliierte Operatoren

Fiir die zweite Aussage sei zunéichst bemerkt, dass \/02 | e, = 1 impliziert e,& — &
fiir alle & € H, nach Proposition 1.4.2. Sei nun £ € D(Ag), dann gilt e,§& — £ und
Apené = e Aé — Ap€ (beachte Age, 2O enAg). Wegen (e,§) C Dy ist damit die
Aussage gezeigt. O

Satz 2.5.2. Es sei M C L(H) eine kommutative von Neumann-Algebra und A, B € M.
Dann gilt:

1) A+ B, AB sind dicht definierte, abschliefbare Operatoren auf H,

2) die Abschliisse A+ B, A~B von A+ B bzw. AB sind in M,

3) AAB=B"A, A*A=AA* = A7 A,

5) (ATB)* = B*" A",

6

(1)
(2)
(3)
(4) (aAF B)* =aA* T B,
(5)
(6) A C B impliziert A= B.
(7)

7) Mit den Operationen + und = wird M zu einer kommutativen *-Algebra.

Beweis. Zunichst sei bemerkt, dass mit A, B € M auch A*, B* € M.

(1) Nach Lemma 2.5.1 existiert ein determinierender Bereich Dy fiir A, B bzw. A*, B*.
Damit sind A+ B und A*+ B* dicht definiert. Nach Proposition 2.1.4, (1b) gilt (A+B)* D
A*+ B*, also ist (A4 B)* dicht definiert und A+ B abschlieibar, nach Proposition 2.1.2,
(2).

Nach Lemma 2.5.1 existiert eine beschrinkende Folge (e,) € M C M’ fiir A, B, A*
und B*. Dann ist (wegen Be, D e,B)

ABe,, = A(Bey)e, 2 A(enB)e, € M,

also ABe,, € M und (e,) ist beschréankend fiir AB. Es folgt, dass AB dicht definiert ist,
und analog, dass B*A* dicht definiert ist. Wegen (AB)* O B*A* (siehe Proposition 2.1.4,
(2b)) ist (AB)* dicht definiert und AB somit abschlieBbar.

(2) Dies folgt sofort aus (1) und Lemma 2.3.2.

(3) Es sei (e,) € M eine beschrinkende Folge fiir A und B. Dann ist ABe, =
Ae, Be,, = Be,Ae, = BAe,, und man folgert A~B = B~A. Weil A*A und AA* bereits
abgeschlossen sind, gilt A*A = A*"A = A7 A* = AA*.

(4), (5) Als Vorbemerkung, wenn e € Mp; mit Ae, A*e € M, dann gilt sowohl
(Ae)* D eA* nach Proposition 2.1.4, (2b), als auch A*e O eA* nach Lemma 2.3.1. Also
ist (Ae)* = Ae.

Nun sei (e,) € M eine beschréinkende Folge fiir A, A*, B, B*, aA+ B, (aAF B)*,
sowie fir A~B, (A~ B)*, B*~A*. Dann ist

(@A* ¥ B*)e, = a@A*e, + B*e, = a(Ae,)* F(Ben)* = ((@AF B)e,)* = (AT B)*ep,
(A"B)*en, = (A" B)ey)* = (Ae,Bey)* = (Bey)*(Aey,)* = B*enA*en = (B*“A%)ep,

49



2. Unbeschriankte Operatoren und von Neumann-Algebren

und so folgen (4) und (5).

(6) Sei Dy ein determinierender Bereich fiir A und B, dann ist A|p, = B|p,, also folgt
A= B.

(7) Verbleibende Gesetze wie (A~ B)~C = A~(B~C) priift man leicht nach, indem man
nach Lemma 2.5.1 beschridnkende Folgen fiir alle beteiligten Operatoren konstruiert. [

Affiliierte Operatoren und normale Funktionen

Im Folgenden sei M C L(H) eine kommutative von Neumann-Algebra und ¢ : M —
C(X) die Gelfand-Transformation; es ist ¢ ein *-Isomorphismus und X ein extrem un-
zusammenhéngender, kompakter Hausdorff-Raum. Im Satz 2.4.3 haben wir ¢ bereits zu
einer Bijektion ¢ : Mg, — S(X) von der Menge der mit M affiliierten, selbstadjun-
gierten Operatoren auf die Menge der selbstadjungierten Funktionen fortgesetzt. Nun
wollen wir ¢ zu einer Bijektion M — N(X) von der Menge aller abgeschlossenen, dicht
definierten, mit M affiliierten Operatoren auf die Menge der normalen Funktionen er-
weitern.

Zuniichst sei bemerkt, dass fiir f,g € N(X) durch f + g und fg stetige Funktionen
auf der offenen, dichten Menge X \ (Zy U Z;) definiert werden (wobei f auf X \ Zy und
g auf X \ Z, definiert sei), die jedoch nicht normal zu sein brauchen.

Satz 2.5.3. Es existiert eine bijektive Fortsetzung @ : M — N(X) von o mit der Eigen-
schaft: Fiir alle A € M ist p(A) das eindeutige Element in N'(X), das A reprisentiert,
d. h.

fir alle e € Mpyo; mit Ae € M ist o(Ae) = p(A)p(e).

Die kommutative *-Algebra-Struktur auf M induziert via ¢ eine kommutative *-Algebra-
Struktur auf N (X) mit Verkniipfungen & : (f,9) — f+9,7: (f,9) = g, (\, f) = \f,
f = f (f.g € N(X), A € C), und hierbei sind f + g bzw. f~g normale Fortsetzungen
von f+ g bzw. fg.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung ¢ : Mg, — S(X) aus Satz 2.4.3 und konstruieren
die Fortsetzung (erneut ¢ genannt) auf M. Hierzu sei A € M gegeben, dann ist A =
A FiAy, wobel Ay = %(A—T—A*) und As = QLZ.(A—/F(—A*)), also A1, Ay € Msg,. Wir
definieren nun ¢(A) := @(A1) +ip(A2). Da ¢(A1), p(A2) € S(X), sieht man leicht, dass
P(A) e N(X).

Um zu zeigen, dass ¢(A) eine Reprisentation von A ist, sei e € Mo mit z := Ae €
M. Dann ist © = Aje Fidse € M und Aje, Ase € M,. Es folgt leicht l(Are)¢|? <
lz*x||||€]]? fiir alle ¢ € D(Aje), und da Aje dicht definiert und abgeschlossen ist, folgt
Aje € L(H). Also ist Aje € M und analog Ase € M. Es folgt nach Satz 2.4.3, (1)

©(Ae) = p(Are) +ip(Aze) = p(Ar)p(e) + ip(Az)p(e) = B(A)p(e).

Um die Eindeutigkeit der Reprisentation zu zeigen, sei angenommen, dass A € M
durch h € N(X) reprisentiert wird. Ist (e,) C Myyoj eine beschrinkende Folge (siehe
Lemma 2.5.1) fiir A, dann gilt ho(e,) = p(Ae) = p(A)p(ey). Sei Xx, = @(ey,) fiir
n € N, so stimmen also h und $(A) auf der Menge (J;2 ; X;, C X iiberein, die wegen
Vo2 en = 1 dicht ist. Nach Lemma 2.4.2 ist h = ¢(A).

n=1

50



2.5. Mit einer kommutativen von Neumann-Algebra affiliierte Operatoren

Wir zeigen nun, dass @ injektiv ist. Dazu seien A, B € M gegeben mit p(A) = §(B) =
h, sowie (ey,) eine beschriankende Folge fiir A, B. Dann gilt p(Ae,,) = hep(e,) = ¢(Bey),
also A|p, = B|p,, wobei Dy := J;2; en(H) ein determinierender Bereich fiir A und B
ist; es folgt A = B.

Bevor wir zur Surjektivitit kommen, betrachten wir die Bijektion @ : Mg, — S(X)
und induzieren hiermit zunéchst Verkniipfungen auf S(X). Um diese zu beschreiben,
seien f,g € S(X) gegeben, A := 3 1(f), B := ¢ !(g), so dass f+g := G(AF B). Sei
nun (e,) € Myp,,; eine beschrinkende Folge fiir A, B, dann ist (A " B)e,, = Aey, + Bey,
also nach Satz 2.4.3, (1)

P(AF B)p(en) = o((A+ B)en) = p(Aen) + ¢(Ben) = (3(A) + 3(B))p(en),

also (f ¥ 9)Xx, = (f +9)Xx,,, wobei Xx, := (e,). Somit stimmen fF g und f + g auf
der dichten Menge (J;7 ; X;, C X iiberein. Da f+ g stetig auf X \ (Z;UZ,) ist und f Ty
normal ist folgt, fiir alle p € X\ (Z;UZ,) ist f + g definiert und (f +g)(p) = (f +9)(p).
Also ist f F ¢ eine Fortsetzung von f + g.

Unter Benutzung von (A~ B)e,, = A(Be,)e, = Ae,Be, folgt analog, dass auch f~g
eine Fortsetzung von fg ist.

Wir zeigen jetzt die Surjektivitdt von @. Sei h € N(X) gegeben und definiert auf
X \ Z, dann konstruieren wir zunichst Fortsetzungen hy, hy € S(X) von Re h und Im h.
Man sieht leicht, dass {h = 0} C X abgeschlossen ist, damit ist {h = 0}° offen und
abgeschlossen. Wir definieren

() = i firpe X\ (Zu{h=0})
g\ 1 fiirpe {h=0}",

eine bis auf eine nirgends dichte Menge definierte, beschriankte, stetige Funktion auf X.
Aus Lemma 1.6.1, (2), folgt, dass g eine Fortsetzung g € C'(X) besitzt; hierfiir gilt dann
glh| = h auf X\ Z. Mit der Verkniipfung = auf S(X) definieren wir nun h; := (Reg)~|h|,
hy := (Img)~|h|, und dann folgt h = hy + ihg mit hy,hy € S(X). Mit Ay := &~ 1(hy)
und Ay := g 1(hy) und A := A; Fids € M gilt dann $(A) = h und die Surjektivitit
ist gezeigt.

Die Eigenschaften der durch ¢ : M — N(X) induzierten Verkniipfungen + und =
auf AV(X) lassen sich nun genauso zeigen wie im Fall ¢ : Mg, — S(X). Unter Benut-
zung einer beschrénkenden Folge (e,,) € Mo fiir A und A* zeigt man weiterhin leicht

P(AA) = Ap(A) und @(A%) = $(A), also ist (A, f) = Af die induzierte Skalarmultipli-
kation und f +— f die induzierte Involution. O

Das Spektrum

Definition. Es sei A ein abgeschlossener, dicht definierter Operator auf H. Das Spek-
trum von A st

SpA:={\eC| A1 — A:D(A) = H nicht bijektiv}.
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Bemerkung. Es sei A ¢ Sp A. Dann ist (A1 — A)~! € L(H) nach dem Satz vom
abgeschlossenen Graphen, denn (A1 — A)~! ist iiberall definiert und abgeschlossen.

Ist A affiliiert mit einer von Neumann-Algebra M C L(H), soist ¥ := (A1—-A4)~! € M,
denn fiir alle u € M/, u unitér, ist ©*(A\1 — A)u = A\1 — A und somit u*zu = x.

Ist M kommutativ, so ist (A1 — A)~xz = z-(A\1 — A) = 1, d. h. x ist das Inverse zu
Al — A in der *-Algebra M.

Lemma 2.5.4. Es sei M eine kommutative von Neumann-Algebra und ¢ : M — N(X)
der *-Isomorphismus von Satz 2.5.3. Es sei A € M und @(A) definiert auf X \ Z, dann
gilt

SpA=Bildp(A4) = p(A)(X \ 2).

Beweis. Esist A ¢ Sp A genau dann, wenn zu A1 — A € M eine Inverse x € M existiert.
Dies ist dquivalent dazu, dass zu A1 — g(A) € N(X) eine Inverse g € C(X) existiert,
und schlieflich dquivalent zu A ¢ Bild ¢(A) (denn eine normale Funktion besitzt genau
dann eine Inverse in C'(X), wenn sie nullstellenfrei ist). O

Folgerungen. (1) Ist M eine kommutative von Neumann-Algebra und A € M, so gilt
A € M genau dann, wenn Sp A beschrinkt.

Denn wegen SpA = Bildp(A) ist die Beschrénktheit von Sp A &quivalent zur Be-
schrinktheit von ¢(A). Da ¢(A) normal ist, ist dies dquivalent zu p(A4) € C(X) und
somit zu A € M.

(2) Ist A ein selbstadjungierter Operator auf H, so gilt Sp A C R. Denn sei M die von
A erzeugte kommutative von Neumann-Algebra, dann gilt Sp A = Bild ¢(A4) und weil
P(A) € S(X) reellwertig ist, folgt die Behauptung.

Lemma 2.5.5. Fiir ein selbstadjungiertes Element A auf H gilt
Sp A C [0,00) genau dann, wenn (A, &) > 0 fir alle £ € D(A);
in diesem Fall heiffit A positiv, und wir schreiben A > 0.

Beweis. Es sei M C L(H) die von A erzeugte, kommutative von Neumann-Algebra und
@ : M — N(X) der *-Isomorphismus aus Satz 2.5.3. Es sei h := p(A) € S(X), dann ist
Sp A C [0, 00) dquivalent zu h > 0, gemé Lemma 2.5.4.

,=“Ist h>0,s0ist g :=vVh € S(X), g >0, also g> = h. Mit B := ¢ !(g) ist dann
B? = B"B = A. Fiir alle ¢ € D(A) C D(B) folgt somit (Ag,€) = (BE, BE) > 0.

»<=* (Kontraposition) Ist h definiert auf X \ Z und gilt nicht h > 0, so existiert
U C X \ Z offen und abgeschlossen, so dass h|y < Ao < 0. Mit e := 371 (Xp) € Mopyo;
ist hXy € C(X), so dass Ae € M und p(Ae) = hXy gilt. Es folgt Ae < Ape und fiir
Eece(H), ||€]| =1, gilt somit (AL, &) < g < 0. O

Definition. FEs seien A und B teilweise geordnete Mengen. Eine Abbildung ¢ : A — B
heifst o-normal, falls fiir alle monoton wachsenden Folgen (a,) C A mit sup,, a, € A

gilt p(sup,, a,) = sup,, p(ay,).
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Bemerkung. Die Komposition zweier o-normaler Abbildungen ist wieder o-normal.
Eine bijektive Abbildung ¢ : A — B, fiir die ¢ und ¢~ ordnungserhaltend ist, ist
o-normal.

Es sei M eine kommutative von Neumann-Algebra und @ : M — N(X) der *-
Isomorphismus aus Satz 2.5.3. Auf der Menge Mg, definieren wir eine Ordnung durch
A < B, falls BT (—A) > 0. Entsprechend definieren wir auf S(X) eine Ordnung durch
f < g, falls g F(—f) > 0; dies gilt genau dann, falls f(p) < g(p) fiir alle p € X \(Z;UZ,),
wobei f auf X \ Z; und g auf X \ Z, definiert sei.

Bemerkung. Die Abbildungen ¢ und @~ ! aus Satz 2.5.3 sind ordnungserhaltend und

damit o-normal. Denn A > 0 ist dquivalent zu Sp A = Bild p(A) C [0,00), d. h. zu
p(A) > 0.

2.6. Der Borel’sche Funktionenkalkiil

Messbare Funktionen und normale Funktionen
Wir erinnern an Lemma 1.6.1, welches wir nun ergénzen.
Lemma 2.6.1. Es sei X ein extrem unzusammenhdngender, kompakter Hausdorffraum.

(1) Fiir g € B(X) existiert genau eine Funktion f € N(X), so dass g = [ auflerhalb
einer mageren Menge.

(2) Die durch (1) definierte Abbildung o : B(X) — N (X), g — f ist ein o-normaler
*-Homomorphismus.

Beweis. (1) Es sei g € B(X) und fiir n € N sei Sy, := {|g| <n} C X. Nach Lemma 1.6.1
exisitert Y;, offen und abgeschlossen mit S, AY,, mager, und es existiert zu g, := gXgs, €
Bso(X) ein f,, € C(X), so dass g, = f, auBerhalb einer mageren Menge Z,,.

Auf Y := |Jo2, Y, definieren wir nun f durch f(p) := fn(p), falls p € ¥,,. Um die
Wohldefiniertheit zu zeigen, sei p € Y, NY,, wobei m < n; dann ist f,Xy, € C(X)
und fp,Xy,, = gm auBlerhalb einer mageren Menge, so dass wegen der Eindeutigkeit
fnXy,, = fm gelten muss; damit ist f,(p) = (fuXy,,)(®) = fm(p).

Es ist f stetig auf Y und Z := X \ Y ist abgeschlossen. Wegen (J2; S, = X ist
X\U;2, Y, eine magere Menge; Z ist also mager und abgeschlossen und damit nirgends
dicht. Ist nun ¢ € Z und n € N, so ist U := X \ Y,, eine offene Umgebung von ¢ und es
ist | f(p)| = |g(p)| > n fiir alle p € U, bis auf eine magere Menge; aufgrund der Stetigkeit
von f folgt damit |f| > n auf U. Es folgt lim, 4 |f(p)| = oo und f € N(X).

Nach Konstruktion ist f = g auflerhalb einer mageren Menge, damit ist die Existenz
gezeigt. Die Eindeutigkeit folgt wie bei Lemma 1.6.1, (2), hier unter Benutzung von
Lemma 2.4.2.

(2) Wie in Lemma 1.6.1, (3) zeigt man, dass « ein *-Homomorphismus ist.

Weiterhin ist « ordnungserhaltend, d. h. fiir reelle Funktionen gi,g2 € B(X) mit
g1 < g2 gilt f1:=a(g1) < a(g2) =: f2. Ansonsten wire f; > fo auf einer offenen Menge
) # U C X, im Widerspruch dazu dass f; = g; und fo = g¢o, jeweils auflerhalb einer
mageren Menge.
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Zum Beweis der o-Normalitit sei nun (g,) eine Folge reeller Funktionen in B(X) mit
gn /g, wobei g € B(X); mit f,, :== a(gn) € S(X) und f := a(g) € S(X) ist f =sup,, fx
zu zeigen. Es ist f, < f fiir alle n, also sup,, f, < f. Sei nun h € S(X) und h > f,
fiir alle n; da (gn(p)) = (fn(p)) fiir alle p auBerhalb einer mageren Menge, folgt h > g
und damit A > f, jeweils auflerhalb einer mageren Menge. Da h und f stetig sind, folgt
h > f und damit f = sup,, fn. O

Der Borel’sche Funktionenkalkiil

Es sei M eine kommutative von Neumann-Algebra und ¢ : M — N(X) der *-
Isomorphismus von Satz 2.5.3. Gegeben sei A € M, und $(A4) € N(X) sei definiert
auf X \ Z; nach Lemma 2.5.4 ist Sp A = Bild ¢(A). Wir betrachten die folgende Kette
von Abbildungen

B(Sp A) = B(X) - N(X) 25 M
g (gop(A)” =g f = @71 (f) = g(A),

hierbei ist (gop(A))~ die triviale Fortsetzung der auf X \ Z definierten Funktion gop(A)
auf X, sowie a die Abbildung aus Lemma 2.6.1.

Die Verkettung dieser Abbildungen ergibt einen o-normalen *-Homomorphismus
B(Sp A) — M, den wir durch Vorschalten der Abbildung B(C) — B(Sp A), g — glsp 4
auch als o-normalen *-Homomorphismus B(C) — M betrachten kénnen.

Satz 2.6.2 (Borel’scher Funktionenkalkiil). Es sei M eine kommutative von Neumann-
Algebra und A € M. Dann gibt es genau einen o-normalen *-Homomorphismus

B(C) = M, g+ g(A) mit z — A,
wobei z die Identititsabbildung auf C sei.

Bemerkung. Jeder *~-Homomorphismus 1 : B(Q) — M (Q ein Messraum) ist ordnungs-
erhaltend, bildet Boo(€2) in M ab und ist dort normverkleinernd.

Denn ist g € B(f2), g > 0, so existiert h € B(2), h > 0 mit h? = g, also ist 1 (g) =
P(h)? > 0. Ist nun 0 < g € Boo(Q), g < M, soist 0 < 9(g) < M1, also Spy(g) C [0, M]
und somit ¥(g) € M. Wegen der Linearitéit folgt, dass B (2) in M abbildet und dort
als *~-Homomorphismus zwischen C*-Algebren normverkleinernd ist.

sind allesamt o-normale *-

Beweis. FExistenz. Die Abbildungen ¢ — g, a und @~
Homomorphismen, und somit ist auch deren Verkettung g — ¢(A) ein o-normaler *-

Homomorphismus. Ferner ist a(z) = (A), also z — A.

1

Eindeutigkeit. Es sei ¢ : B(C) — M ein o-normaler *-Homomorphismus mit 1(z) = A.

Fall 1. Wir zeigen die Eindeutigkeit im Fall x := A € M.

Wie im Beweis von Satz 1.6.2 gilt )(Xc\p) = 0, wobei D := B(0,2|z]), und wir
betrachten wieder die Abbildung

Yo : B(D) = M, ¥o(g|p) == ¢(9)(= 1(9Xp)) (g € B(C)).

54



2.6. Der Borel’sche Funktionenkalkiil

Wie dort gilt nun ¢(g) = g(z) fiir alle g € Bo(D). Wegen der o-Normalitéit folgert
man dies nun fiir alle g € B(D), g > 0, so dass wegen der Linearitdt schlieBlich ¢(g) =
g(x) fir alle g € B(D) gilt.

Es folgt somit ¥(g) = o(9|p) = g(x) fiir alle g € B(C).

Fall 2. Wir betrachten nun A € M.

Sei e € Mproj mit Ae € M und K := e(H). Wir zeigen, dass fiir alle B € M durch
B|k ein Operator in Me definiert wird. Wegen Be D eB folgt BE = Bef = eB¢, also
B¢ € K, fiir alle £ € KN D(B); ferner ist B|g abgeschlossen, sowie dicht definiert, denn
ist £ € K und (§,) € D(B) mit &, — &, so folgt (e&,) C D(B)NK und e, — e =&.
Sei nun x € (Me) = M'e, also x = y|g mit y € M’, dann ist By O yB und es folgt
B|gx 2 xB|k; damit ist B|x € Me gezeigt.

Die Abbildung M — //\/\l;a, B — Bk, ist ein o-normaler *~-Homomorphismus, und
somit ist ¢ : B(C) — //\;l/e, g — ¥(g)|k ein o-normaler *-Homomorphismus mit z
Alg =: x € Me, ebenso wie g — g(A)|x. Nach Fall 1 gilt somit ¢(g)|x = g(z) = 9(A)|x
fiir alle g € B(C).

Nach Lemma 2.5.1 existiert eine beschréinkende Folge (e,,) C My fiir A, ¢(g) und
g(A). Dann ist nach Obigem 9 (g)|p, = g(A)|p,, wobei Dy := |J;2, en(H) ein determi-
nierender Bereich fiir 1/(g) und g(A) ist. Also folgt ¥(g) = g(A), wie gewiinscht, und die
Eindeutigkeit ist gezeigt. O

Wir stellen nachfolgend einige Eigenschaften des Borel’schen Funktionenkalkiils zu-
sammen. Um einen Begriff zu kldren, sei (£2,.4) ein Messraum und M eine von
Neumann-Algebra. Unter einem projektionswertigen Maf$ verstehen wir eine Abbildung
A = Mg, S = e(S) mit e(@) = 0, e(Q) = 1, so dass fiir alle Folgen (S,) C A
disjunkter Mengen e(|J,2; Sn) = > ooy €n(Syn) (starke Operator-Konvergenz) gilt.

Proposition 2.6.3. Fiir den Funktionenkalkiil B(C) — M, g — g(A) aus Satz 2.6.2

gilt:
(1) S = e(S) := Xg(A) (S C C messbare Menge) definiert ein projektionswertiges
MaB auf C,
(2) fir & € H ist pe = S+ (e(S)E, &) ein endliches Mafs, und fir jedes g € B(C) ist

D(g(A)) ={¢ e H | fc l9(N)Zdpe(N)(= [lg(A)E]1?) < oo} und

(9(A)E.€) = /C (Ndpie(N) fiir alle € € D(g(A)). (+)

(3) Ist A selbstadjungiert und {ex}rer die Spektralschar zu A, dann ist D(g(A)) =
{€ € H [ lgNPd{exs, &)(= llg(A)E|*) < oo}, und

(9(A)E.€) = /R 9(Nd{ext, &) fiir alle € € D(g(A)).

Beweis. (1) Sei S C C eine messbare Menge, dann ist Xg € Boo(C) eine Projektion, also
auch e(S) € Mproj, weil der Borel’sche Funktionenkalkiil ein *-Homomorphismus ist.
Ferner gilt e()) = X3(A) = 0 und e(C) = X¢(A) = 1.
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Sei (S,,) eine Folge paarweise disjunkter messbarer Mengen und S := (J;2 | Sy, sowie
gn = Xsyu-us, und g := Xg. Dann ist g, " ¢, also gilt wegen der o-Normalitét

des Borel’schen Funktionenkalkiils e(S) = g(A) = sup, gn(A) = sup, (> p_, e(Sk)) =
> n=1€(Sh)-

(2) Wegen (1) ist pe ein endliches Maf.

Fall 1. Es sei g € Bso(C), dann ist D(g(A)) = H und es bleibt (%) zu zeigen. Im Fall
g = Xgs (S C C messbare Menge) gilt

(9(A)E.€) = pe(S) = /C Xs(\)due(A) = /C o(N\)dpe (V).

es folgt, dass (x) fiir Treppenfunktionen g = > ;_; A\pXs, (A\x € C, S, messbare Mengen)
gilt. Sei nun g € By (C) gegeben, so existiert eine Folge (g,) von Treppenfunktionen
mit ||gn — g|lcc — 0. Da der Borel’sche Funktionenkalkiil normverkleinernd ist, folgt
gn(A) — g(A) und somit (x) fur g.

Fall 2. Ist nun g € B(C) gegeben, so sei Sy, := {|g| < n}, gn := gXg, € Boo(X), sowie
en 1= €(Sp) € Myproj fiir alle n € N. Es folgt g,(A) = g(A)en 2 eng(A), sowie e,& — &
fur alle £ € H (wegen \/,, e, = 1), ferner gilt nach Fall 1

/Clgn(A)IQdﬂg(/\) = (19nl(A)E,€) = (gn(A)E, gn(A)E) = [lgn(A)EII*.

Sei & € D(g(A)), dann gilt g,(A)¢ = epg(A)§ — g(A)€ und somit (nach Beppo Levi)
L1900 Pne) = tim | 193 Pane) = tim g ()17 = ()¢ < o

Sei umgekehrt & € H mit [ [g(A)[Pdue(A) < co. Wegen |lgn(A)E — gm(A)E|? =
fSn\Sm lg(\) [Pdpe(N) fiir m < n folgt, dass (gn(A4)€) = (g(A)en€) eine Cauchy-Folge ist.
Da aber nun e,{ — £ und g(A) abgeschlossen ist, folgt £ € D(g(A)).

Um (%) zu zeigen, sei £ € D(g(A)), und somit g,(A)§ — g(A)€. Es folgt nach Fall 1

(9(A)6.€) = lim{an(A)6.€) =t [ 3, dne0) = [ 9,

wobei das letzte Gleichheitszeichen wegen g € La(jg) C Lq(pe) und dem Konvergenzsatz
nach Lebesgue zuléssig ist.

(3) Es sei h := @(A) € S(X), S := (A, 00) und g := Xg, dann ist g = Xy, , wobei
Uy := {h > A} offen ist und offenen Abschluss Uy hat. Es folgt f := ¢(e(S)) = a(g) =
Xz, und damit e = o H(x X\Uj) =1—e(9) (siehe Konstruktion der Spektralschar, vor
Lemma 2.4.5). Daher ist ((e, —ex)&, &) = (e((\, p])&, &) = pe((A, p]) fur alle A < p, und
somit folgt (3) aus (2). O

Proposition 2.6.4. Es sei M eine kommutative von Neumann-Algebra und A € M.
Dann gilt
(fog)(A) = f(g(A)) fir alle f,g € B(C).

Beweis. Wortlich wie Proposition 1.6.3. O
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Bemerkung. Fiir jeden positiven Operator A existiert ein eindeutig bestimmter posi-
tiver Operator B mit B2 = A (hierfiir schreiben wir dann A'/2 := B).

Dazu betrachten wir die Funktionen f,g € B([0,00)), f(A) :== VX und g()\) := X2, so
dass f2 = z und fog = 2, wobei z wie vorher die Identitiit sei; dann ist B := f(A)
(beachte Sp A C [0, 00)) ein positiver Operator mit B2 = A. Ist C' ein positiver Operator
mit C2 = A, so folgt C = (f 0 9)(C) = f(9(C)) = F(C?) = f(A) = B.

Lemma 2.6.5. Es sei M eine kommutative von Neumann-Algebra, A € M, sowie
e € Mpoj und K :=e(H). Dann gilt

9(Alx) = g(A)|k fiir alle g € B(C).

Beweis. Nach dem Beweis von Satz 2.6.2 (Eindeutigkeit, Fall 2) ist die Abbildung
M — Me, B — B|k ein o-normaler *-Homomorphismus. Damit ist die Abbildung
B(C) — Me, g — g(A)|k ein o-normaler *-Homomorphismus mit z +— A|f, ebenso
wie die Abbildung g — g(A|xk). Damit folgt die Behauptung aus der Eindeutigkeit des
Borel’schen Funktionenkalkiils. O

Lemma 2.6.6. Es sei M C L(H) eine kommutative von Neumann-Algebra, A € M,
und § € D(A) mit AS = X,. Dann gilt
9(A)E = g(N)E fiir alle g € B(C).

Beweis. Es sei o. E. £ # 0 angenommen. Die Projektion e auf K := M’ ist dann in
M. Ist n € M'&, n =z mit © € M/, so gilt An = Azé = 2AE = x(\§) = An, so
dass An = An fiir alle n € K (denn {n € D(A) | An = An} ist abgeschlossen, weil A
abgeschlossen ist). Nach dem obigen Lemma gilt nun

9(A)|x = g(Alx) = g(A\1k) = g(M)1k,

wegen £ € K also g(A)¢ = g(N\)E, wie gewiinscht. O

Komplexe Potenzen von Operatoren

Wir betrachten im Folgenden einen positven Operator A auf H, d. h. A ist selbstadjun-
giert und Sp A C [0, 00).

Nach Satz 2.4.1 existiert eine kommutative von Neumann-Algebra M C L(H) mit A €
M, wir kénnen somit den Borel’schen Funktionenkalkiil (siehe Satz 2.6.2) betrachten.
Fiir z € C definiere die Funktion

0 = {)\Z = e*198X  fiir A € C\ (=00, 0]

0 sonst
(hier bezeichnet log den Hauptzweig des Logarithmus auf C); dann definiere
A% = f.(A) € M.

Wegen filspa = z|spa gilt Al = A. Weiterhin ist f, - f,r = f,., fiir alle 2,2’ € C; es
folgt
AZ/_\AZ’ _ Az+z’
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da g — g(A) ein *~Homomorphismus ist. Insbesondere gilt
ATAT = A0 = 47104l

wobei A? = f()(A) S Mproju denn fy = X(C\[O,oo)'
Ferner ist f, o f, = f... fiir alle z, 2’ € C, und wegen Proposition 2.6.4 folgt somit

(AZ)Z’ _ AZZ,.

Nun sei A zusitzlich invertierbar. Darunter wollen wir verstehen, dass A eine Inverse
in M besitzt; dies ist genau dann der Fall, wenn A injektiv ist mit dichtem Bild (dann
ist die Umkehrfunktion A dicht definiert und abgeschlossen; u*Au = A impliziert
u* A"y = A" fiir u € M/, u unitér).

Beachte, dass hierbei nicht A € M gefordert ist, so dass 0 € Sp A mdoglich ist.
Trotzdem wird g(A) durch g|( ) eindeutig festgelegt, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.6.7. Ist A € M ein positiver Operator und {ey} die Spektralschar zu A,
so ist eq die Projektion auf Kern A. Ist A zudem invertierbar und g1,go € B(C) mit
91l(0,00) = 92l(0,00), dann gilt

91(A) = g2(A).

Beweis. Nach Proposition 2.6.3, (3) ist [|A[|? = [;° A?d(ex&, &) fiir alle £ € D(A) und
deshalb ist £ € Kern A dquivalent zu eg€ = &. Dies zeigt Kern A = Bild eg.

Ist speziell A invertierbar, so folgt eg = 0. Nach dem Beweis von Proposition 2.6.3, (3)
ist damit X(g,o0)(A) = 1 — ep = 1. Dies liefert g1(A) = g1X(0,00)(A) = g2X(0,00)(A4) =
92(A). O

Folgerungen. Es sei A ein positiver, invertierbarer Operator.

(1) Wegen fol(0,00) = 1 folgt A% =1, und damit ist A~! = A",

(2) Es ist log A := g(A) wohldefiniert, wobei g € B(C) eine beliebige Fortsetzung des
Hauptzweigs von log ist.

(3) Es sei g € B(C) wie eben, t € R und e; € B(C), e;()\) := e™*. Dann gilt e;(g(\)) =
ettlog A = X\it — f,,()\), fiir alle A € R. Es folgt (siehe Proposition 2.6.4)

At = f;,(A) = (e; 0 g)(A) = e(log A) = eftlos A,

2.7. Polarzerlegung

Die Polarzerlegung eines Operators ist in dieser Arbeit ein sehr wichtiges und hiufig
eingesetztes Werkzeug.

Satz 2.7.1 (Polarzerlegung). Es sei T' ein abgeschlossener, dicht definierter Operator
von H nach K. Dann existiert genau ein positiver Operator A auf H und eine partielle
Isometrie v € L(H, K) mit initialem Raum Hg = BildA, so dass T = vA.
In diesem Fall ist Ko = BildT der finale Raum von v und es ist A = |T| := (T*T)"/2.
Ferner gilt
T =v|T| = |T"v.

Ist M C L(H) eine von Neumann-Algebra und T € M, so ist v e M und |T| € M.
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Beweis. Fxistenz. Nach Proposition 2.2.4 ist T*T ein selbstadjungierter Operator auf H

und wegen (T*T¢, &) = (TE,TE) > 0 ist T positiv. Somit besitzt T*T eine eindeutig be-

stimmte, positive Wurzel A := |T| := (T*T)"/? (siche Bemerkung zu Proposition 2.6.4).

AuBerdem ist Dy := D(T*T) ein determinierender Bereich fiir 7" und |T'|, siche Bemer-

kung zu Proposition 2.2.4, so dass |T'|(Dg) und T'(Dg) dicht sind in Bild |T'| und Bild T'.
Fiir alle £ € Dy gilt nun (|T|&,|T|&) = (T*T€, &) = (T€,TE), so dass

vo : |TE — T¢ fiir £ € Dy

eine Isometrie definiert, die sich zu einer partiellen Isometrie v mit initialem Raum
Hy = Bild|T'| und finalem Raum K = BildT" erweitern lésst. Es folgt

T¢ =o|T|€ fiir alle £ € D(TT).

Wir zeigen T' = v|T'|. Sei £ € D(|T]) und wihle (&,) € Do mit &, — & und |T'|&, —
|T|¢. Dann gilt T'E,, = v|T|&, — v|T|¢, und da T abgeschlossen ist, folgt £ € D(T') und
T¢ = v|T|¢; somit gilt v|T| C T. Ist nun £ € D(T'), wihle (&,) € Dy mit &, — £ und
T, — TE. Dann gilt [T, = v*v|T|¢, = v*TE&, — v*T¢, und da |T'| abgeschlossen
ist, folgt & € D(|T']); somit gilt T' = v|T|.

Nach Proposition 2.1.4, (2¢c), gilt T* = |T|v*, also ist TT* = vT*Tv*; es folgt
|T*| := (TT*)? = o|T|v*. Ferner gilt v*v|T| = |T|, so dass |T| = |T|* = |T|v*v
(siehe Proposition 2.1.4, (2¢)). Insgesamt ist damit

T =v|T| =v|T|v*v = |T"v.

Findeutigkeit. Ist A ein positiver Operator auf H und v € L(H, K) eine partielle Iso-
metrie mit initialem Raum Hy = BildA, so dass T = vA; so gilt nach Proposition 2.1.4,
(2¢), T* = Av*. Es folgt T*T = Av*vA = A2 so dass wegen der Eindeutigkeit der
positiven Wurzel A = (T*T)Y/? = |T| sein muss.

Weil BildA der initiale Raum der partiellen Isometrie v ist, wird v durch die Gleichung
T = vA eindeutig festgelegt.

Zusatz. Es sei M C L(H) eine von Neumann-Algebra und T' € M.

Ist u € L(H) unitér, so zeigen wir, dass u*Tu = (v*vu)(u*Au) die eindeutig bestimmte
Polarzerlegung fiir w*Tu ist. Zunéichst einmal ist u* Au ein positiver Operator, und w :=
u*vu ist eine partielle Isometrie, denn w*w = uw*v*vu ist eine Projektion (auf den initialen
Raum). Damit hat w als initialen Raum u*(Hp) = Bildu* A = Bildu* Au.

Ist nun v € M’, u unitér, so ist u*Tu = T und aus der Eindeutigkeit der Polarzerle-
gung folgt u*vu = v und u* Au = A; somit ist v € M und |T| = A € M. O

Wir benétigen die folgende Aussage im Kapitel {iber messbare Operatoren beziiglich
eine Spur.

Korollar 2.7.2. Es sei M eine von Neumann-Algebra und A € M. Sind {e\} bzw. {f)}
die Spektralscharen zu |A| bzw. |A*|, so gilt 1 — ey ~ 1 — f\ fir alle A € R.

Beweis. Fiir A < 0 ist wegen ey = f) = 0 nichts zu zeigen.
Im Fall A = 0 gilt nach Lemma 2.6.7 K7 := Bild(1 — ¢g) = (Kern |A|)* = Bild|A|
und K> := Bild(1 — fy) = (Kern|A*|)*+ = Bild|A*|. Ist v|A| = |A*|v die Polarzerlegung
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von A, dann ist v € M eine partielle Isometrie mit initialem Raum Bild|A| = K; und
finalem Raum BildA = (Kern A*)+ = (Kern |A*|)* = K3, so dass 1 —eg ~ 1 — fp.

Wir betrachten nun die Operatoren B := |A||g, bzw. C := |A*||k, auf K; bzw. K,
mit den Spektralscharen {e)} bzw. {f}}. Die Abbildung u := v|g, : K1 — K definiert
eine surjektive Isometrie mit «*Cu = B. Nach der Bemerkung zu Satz 2.4.7 gilt also
u* fiu = €\ und folglich u*(1k, — f})u = 1g, — €}, d. h. Bild(1x, — €)) wird durch u
isometrisch auf Bild(1x, — f}) abgebildet.

Im Fall A > 0 gilt nun Bild(1yg —ey) € K; und Bild(1g — f)) € K2, woraus man
leicht Bild(1g, — €}) = Bild(1y — ey) und Bild(1g, — f}) = Bild(1g — f\) erkennt.
Daher wird Bild(1g — e)) durch v isometrisch auf Bild(1x — f)) ab, und es ergibt sich
]_H—e)\N]_H—f/\. ]

2.8. Stetige unitdre Gruppen

Der Borel’sche Funktionenkalkiil ermdglicht es, zu einem selbstadjungierten Operator T’
auf H eine sog. unitire Gruppe {u; }ter € L(H), uy := €T zu definieren. Das Interesse an
unitéren Gruppen besteht seit Langem, weil man mit diesen Zustandsevolutionen in der
Quantenphysik beschreiben kann. Hier betrachten wir unitire Gruppen als wesentliches
Hilfsmittel in der Modular-Theorie.

Definition. FEine unitdre Gruppe ist eine Familie {u;}:cr C L(H) unitirer Operatoren,
s0 dass us+y = usuy fir alle s,t € R. Die unitire Gruppe heifit stetig, wenn die Abbildung
t — w€ stetig fir alle £ € H ist.

Der infinitesimale Erzeuger einer unitdren Gruppe {u.} ist der auf

D(A):={{ € H| %g% H(ug — 1)€ existiert}

durch A€ = lim;_0 %(ut — 1)¢ definierte (unbeschrinkte) Operator auf H.

Bemerkung. (1) Die Stetigkeit einer unitdren Gruppe folgt bereits aus der schwach-
Operator-Stetigkeit von t + u; in 0. Denn fiir alle £ € H ist dann ¢ — u.£ schwach stetig
in 0 und es gilt ||u&|| = ||€| fiir alle t € R. Es folgt [Ju& — €2 = [|us€]|? — 2Re(ws, &) +
€17 — O fiir t — 0, so dass t +— € stetig in 0 ist. Wegen ugy & = wpusé folgt die
Stetigkeit in allen s € R.

(2) In der Tat ist D(A) C H ein Teilraum und A ein linearer Operator. Ist D(A) dicht,
so ist —iA symmetrisch, denn fiir alle £, 7 € D(A) gilt

(€, ~iAn) = iTim(E, (u — D) = ilm{}(u_y — 1)E,n) = (~iAE,n).
—0 t—0
Lemma 2.8.1. Fiir jeden selbstadjungierten Operator T auf H definiert u; = T
(t € R) eine stetige unitire Gruppe {us}rer mit infinitesimalen Erzeuger iT.

Beweis. Ist g; € Boo(C) definiert durch gi()\) := e, so ist uz = ¢;(T) € L(H) und es
gilt up = go(T) = 1, usur = gs(T)gi(T) = gs++(T) = us1(T), sowie uf = g(T)" =
7i(T) = g—+(T) = u_y, so dass {u;}4cr eine unitidre Gruppe ist.
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2.8. Stetige unitdre Gruppen

Sei {e)}rer die Spektralschar zu T, sowie £ € H, dann gilt
li -1 2 _ li it 1 2 _
fim e = )¢ = Jimy [ [ = 1Paferc, €) =0

nach dem Grenzwertsatz von Lebesgue, denn limy_,g e®* = 1 und |e®* — 1| < 2 fiir alle
t € R. Somit ist die Abbildung ¢ — ;£ stetig in 0, und daher in allen s € R.

Es bleibt zu zeigen, dass der infinitesimale Erzeuger A von {u;}ier gleich T ist.
Hierzu sei £ € D(T). Wegen limy_o 1(e™* — 1) = i\, sowie |1(e™* —1)] < |A| und
J IMPd(ex¢, &) < oo gilt dann nach dem Grenzwertsatz von Lebesgue

lim |12 (ug — 1)€ — iT€]2 = lim / L@ — 1) — iAdleré, €) = 0,
t—0 t—0 R

so dass £ € D(A) und A¢ = iT¢; somit gilt T C —iA. Nach der letzten Bemerkung ist
—iA symmetrisch, also gilt —iA C (—iA)* CT* =T, so dass A =iT. O

Bemerkung. Es sei A ein positiver, invertierbarer Operator auf H, dann definiert u; :=
A(= ¢l 4) eine stetige unitire Gruppe (siche Folgerung (3) nach Lemma 2.6.7).

Satz 2.8.2 (Stone). Jede stetige unitire Gruppe {u;}ier ist von der Form u; = T

(t € R), wobei T ein selbstadjungierter Operator auf H ist.

Stones Charakterisierung (1932) stetiger, unitdrer Gruppen kann als Resultat einer
nicht-kommutativen harmonischen Analysis verstanden werden, doch der folgende Be-
weis (nach von Neumann) ist elementar.

Beweis. Es sei A der infinitesimale Erzeuger von {u;}icg und 7' := —iA. Wir werden
zeigen, dass T selbstadjungiert ist und u; = €7 fiir alle t € R schliefen.
Wir zeigen zunichst, dass A dicht definiert ist. Sei hierzu & € H und r > 0. Dann ist

1 r
Ny 1= / uséds € H
0

r

definiert, und es gilt

1 T T
im L _ - lim — _
%g% +(ug — 1)y %gr(l) p” </0 Us1¢Eds /0 usﬁds>
1 t+r t 1
= %i%ﬁ </T us€ds _/o uséds> = “(u& = ¢),

aufgrund der Stetigkeit von t — w,£. Es folgt 0, € D(A), und wegen lim,_,o 7, = £ folgt
die Dichtheit von D(A).

Nach der Bemerkung zu Definition 2.8 ist T' = —iA symmetrisch. Um zu zeigen,
dass T' selbstadjungiert ist, zeigen wir Bild(T" £+ i1) = H bzw. Bild(A £ 1) = H (siehe
Lemma 2.2.2). Fiir £ € H ist

o
n:= / e ‘usds € H
0
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2. Unbeschriankte Operatoren und von Neumann-Algebren

definiert, und es gilt

1 1 * —S 1 * —S
lug—1)n = n ; e us+t§d$—¥ ; e *ugkds

1 [ 1 [
= / etsusﬁds—/ e *ug&ds
t ), t J

t__ 1 00 1 t
- ¢ / e Suséds — e’ - / e *ugkds,
t Jo t Jo

so dass lim;_,q %(ut —1)n = n — & wegen limt_met%l = 1, limyy0e! = 1 und
limtﬁo%fg e *usfds = & Damit ist n € D(A) und An =n—¢, d. h. (1—-A)n=¢;
weil & € H beliebig war, folgt Bild(A — 1) = H. Betrachtet man

0
n ::/ e’uslds € H,
so zeigt eine ganz analoge Rechnung ' € D(A) und Ay’ = —n' — £ und daraus folgt
Bild(A+1) = H.

Es sei nun v := €T (¢t € R), und wir miissen u; = v; zeigen. Zunichst sei bemerkt,
dass uf($(ur — 1))us = +(uy — 1) fiir alle s,¢ € R, so dass u}Aus = A. Damit gilt auch
u;Tus und somit ujzus = x fiir alle z € M, wobei M die von T erzeugte von Neumann-
Algebra ist (siehe Bemerkung nach Satz 2.4.1). Insbesondere gilt usvy = vius fiir alle
s, t € R.

Es hat {v; }1er wie {u;}ier als infinitesimalen Erzeuger iT = A, so dass
ol ol o1
%gr(l) Flug — )€ = }gr(l) Flug —1)€ — %gr(l) (o =1)§=0

fiir alle £ € D(A). Fiir t > 0 und & € D(A) folgt

n—1
||(Ut - /Ut)gH = ” (Un;k’t'l)ﬁt - uﬂ—k—ltv@t)g”
k:0 n n n n
n—1
= | Z Unk1, 0k, (U1, —v1)E]|
n n n n
k=0
< nff(ur, —vi)E|l =t F(ur —ve)§l| — 0
n n n n

fiir n — o0, so dass u§ = €. Da D(A) C H dicht ist, folgt uy = vy, wie gewiinscht. [
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3. Messbare Operatoren beziiglich einer
Spur

Die hier dargestellte Theorie verlduft nach [Ter81], Chapter 1. Als weitere Quelle
ist [Tak03], Section IX.2, zu nennen.

3.1. Projektionen - ein Nachtrag

Proposition 3.1.1. Es sei M eine von Neumann-Algebra und x € M. Dann sind die
Projektionen auf Bilde und Bildx* dquivalent.

Beweis. Wir betrachten die Polarzerlegung = = u|x|. Es ist u € M eine partielle Isome-
trie mit initialem Raum Bild|z| = (Kern |z|)* = (Kernz)* = Bildz* und finalem Raum
Bildz, und daraus folgt die Proposition. ]

Lemma 3.1.2. Es seien e, f € L(H)proj Projektionen. Dann ist
Bild(ef) = Bild(e — e A (1 — £)).
Beweis. Wir zeigen zunéchst
Kern(fe) = Bild(1 — e) 4+ Bild(e A (1 — f)). (%)

Sei £ € H mit fe{ = 0; dann ist e = (1 — f)e€ € Bild(e A (1 — f)), und daher
€ = (1—-e)f+ e € Bild(1 —e) + Bild(e A (1 — f)). Ist umgekehrt £ = n + ¢ mit
n € Bild(1 —e) und ¢ € Bild(e A (1 — f)), so folgt ( = e( = (1 — f)¢ und somit
fe§& = fen+ fe¢ = fe(1 —e)n+ f(1 — f)¢ = 0. Hiermit ist (x) gezeigt.

Wegen Kern(ef)* = (Bild(ef))*, () und Bild(1 — e) L Bild(e A (1 — f)) folgt damit
Bild(ef) = Kern(fe) = Bild(1 —e) + Bild(e A (1 — f)) =Bild(1 —e+eA (1 — f)) =
Kern(e — e A (1 — f)), wie gewiinscht. O

Satz 3.1.3 (Formel von Kaplansky). Es sei M eine von Neumann-Algebra und e, f €
Moproj- Dann gilt
eVf—e~f—eAf.

Beweis. Wir wenden Proposition 3.1.1 auf z := (1 — e)f an und erhalten, dass die
Projektionen auf Bild((1—e) f) und auf Bild(f(1—e)) dquivalent sind. Nach Lemma 3.1.2
gilt Bild(f(1—e)) = Bild(f —eA f) und Bild((1—e¢)f) = Bild(1—e— (1—e)A(1—f)) =
Bild(1—e—(1—eV f)) = Bild(eV f —e), daher sind f—eA f und eV f —e dquivalent. [
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3. Messbare Operatoren beziiglich einer Spur

Folgerungen. Es sei M eine von Neumann-Algebra mit einer normalen, semifiniten,
treuen Spur 7.
(1) Aus der Formel von Kaplansky folgt sofort

T(e \ f) = T(e) +T(f) - T(e/\ f) (e,f € Mproj)a
und speziell T(e V f) < 7(e) + 7(f).

(2) Es gilt 7(\V/; €i) <>, 7(e;) fiir alle Familien {e;};c;. Denn aus (1) folgt per Induk-
tion 7(V;c;€j) < >-;c; 7(e;) fiir alle endlichen Familien J C I und die Normalitét der
Spur 7 impliziert dann (2).

(3) Es sei an die Schreibweise et := 1 — e fiir eine Projektion e € L(H)pyo;j erinnert.

Fiir e, f € Mpoj und e A f = 0 gilt 7(e) < 7(f1). Dennaus eA f =0 folgt e = 1 — et =
(eNf)yt —et=etv fl—et~ fr—el A ft < fhund somit 7(e) < 7(f1).

3.2. Messbare Operatoren

Es sei 7 eine normale, semifinite, treue Spur auf einer von Neumann-Algebra M C L(H).
Ferner sei M die Menge aller mit M affiliierten, abgeschlossen, dicht definierten Opera-
toren.

Definition. Ein Operator A € M heifle T-messbar, falls fiir alle § > 0 eine Projektion
e € Moy existiert mit 7(et) <6 und Ae € M.

Die Menge aller T-messbaren Operatoren werde mit M bezeichnet.

Bemerkung. (1) In der Definition folgt Ae € M bereits aus Bilde C D(A). Denn in
diesem Fall ist Ae iiberall definiert und abgeschlossen nach Proposition 2.1.4, (2a), also
gilt Ae € L(H). Weil Ae nach Lemma 2.3.2 mit M affiliiert ist, folgt weiterhin Ae € M.

(2) Jede Operator a € M ist T-messbar (wihle e = 1), es ist also M C M.

M als *-Algebra

Ahnlich wie im Fall der mit einer kommutativen von Neumann-Algebra A affiliierten,
abgeschlossenen, dicht definierten Operatoren A (siche Abschnitt 2.5), méchten wir die
T-messbaren Operatoren M als *-Algebra ansehen. Hierfiir sind einige Vorbereitungen
notwendig.

Definition. Zu d,e > 0 sei D(g,0) die Menge aller mit M affiliierten Operatoren A,
fiir die eine Projektion e € My,o; existiert mit

7(et) <0 und Bilde C D(A), | Ae| < e.

Die Forderung [|Ae|| < € moge stets Ae € L(H) beinhalten (beachte, dass A nicht
abgeschlossen zu sein braucht).

Bemerkung. Ist A € M, so ist A € M dquivalent dazu, dass fiir alle 6 > 0 eine > 0
existiert mit A € D(g,?).

Diese Bemerkung begriindet das Interesse an den Mengen D(e, ), auflerdem werden
sie spéter benutzt, um eine Topologie auf M zu definieren.
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Lemma 3.2.1. Es seien e1,¢€2,01,09 > 0. Dann gilt
(1) D(e1,61) + D(e2,d2) C D(e1 + £2,01 + d2),

(2) D(e1,01)D(g2,02) C D(e182,d1 + 02).

Beweis. Es seien A € D(e1,61) und B € D(e2,d2). Dann existieren e, f € Mpoj mit
7(et) <61, 7(f+) <> und Bilde C D(A), |Ae|| < e1, Bild f € D(B), ||Bf| < e2.
(1) Setzen wir p :=e A f € My, so folgt

T(pr) =T(et Vv 1) Sr(en) + () <+ b,
sowie Bildp = Bilde N Bild f C D(A) N D(B) = D(A+ B) und
(A + B)pll = [[Ap + Bpl| < [|Apll + || Bpl| < [|Ae|| + [|Bf|| < &1 + e2.
Damit ist A+ B € D(e1 + 2,01 + 02) gezeigt.

(2) Es sei ¢ die Projektion auf Kern(etBf), sowie p := ¢ A f € Mpoj. Dann ist
nach Proposition 3.1.1 ¢* als Projektion auf Bild(e' Bf)* dquivalent zur Projektion auf
Bild(etBf), so dass 7(g") < 7(et) gilt; damit folgt

T(pt) < 7(gh) +7(f) < 7(eh) + 7(f1) < 61+ b

Fiir alle £ € Bildg gilt nun Bf¢ = eBf¢ € Bilde C D(A), woraus Bildg C D(ABY)
und damit Bildp C D(AB) folgt. Wegen ABfq = AeBfq und fqp = fp = p gilt
weiterhin ABp = ABfqp = AeBfp und damit

|ABp|| < || Ae[[[| Bf]| < ere2.
Hiermit wurde AB € D(e1e2,d1 + d2) bewiesen. d

Lemma 3.2.2. Es sei A € M, sowie {ex}rer die Spektralschar (gemdp Satz 2.4.7) zu
|A| = (A*A)Y2. Dann ist A € D(e,6) dquivalent zu 7(ed) < 6.

Beweis. Wir bemerken zunéchst, dass A € D(e,d) dquivalent zu |A| € D(g,d) ist: Aus
der Polarzerlegung A = v|A| folgt zunéchst D(A) = D(v|A|) = D(|A]). Aulerdem gilt
|A| = v*v|A| = v*A, und im Fall Bilde C D(A) = D(]A]) folgt ||Ae| = ||v|Ale]] <
[[Alell = [lo* Ae]| < [|Ae]|, also [|Ae|| = [[|Ale]].

Es sei nun {e)} die Spektralschar zu |A| und 7(et) < 6. Dann ist Bilde. C D(]A|),
sowie |[|Alec]| < 4. Damit ist |A| € D(e,d) und somit A € D(e, ).

Ist umgekehrt A € D(e,d), so existiert e € Mpy; mit 7(et) < 8, Bilde C D(]A|) und
[||Ale]| < e. Fiir alle ¢ € Bilde gilt daher [||A|¢|* < €2[|€]|. Fiir € € Bild(1 — e.), £ # 0,
gilt dagegen

lakglP= [ Ndeg > [ e =P,
(e,00) (g,00)
nach Proposition 2.6.3, (3). Wir haben damit Bild eNBild(1 —e.;) = {0} gezeigt, woraus

e N1 —e. = 0 folgt. Aus Folgerung (3) nach Satz 3.1.3 ergibt sich 7(el) < 7(et) < 4,
wie gewiinscht. O
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3. Messbare Operatoren beziiglich einer Spur

Bemerkung. Fiir A € M ist nach obigem Lemma A € M #quivalent zu 7(ex) N\ O fiir
A — 00.

Lemma 3.2.3. Fir Ac M unde,d >0 gilt
A€ D(e,d) & A" € D(g,0).

Beweis. Fiir die Spektralscharen {ey} und {f\} von |A| und |A*| gilt nach Corollar 2.7.2
ey ~ fi und damit 7(ey ) = 7(f5"). Die Aussage folgt daher aus dem vorigen Lemma. [

Wir benétigen nun eine Verallgemeinerung des Begriffs der 7-Messbarkeit auf nicht
notwendigerweise abgeschlossene Operatoren.

Definition. FEin mit M affiliierter Operator A heifit T-pramessbar, falls fir alle § > 0
eine Projektion e € Moo existiert mit T(et) < § und Ae € M.

Ein Teilraum K C H werde 7-dicht genannt, wenn fiir alle § > 0 eine Projektion
e € Mpyoj existiert mit 7(et) < 6§ und Bilde C K. Der Definitionsbereich D(A) eines
T-pramessbaren Operators ist also 7-dicht.

Aus dem néchsten Lemma folgt, dass m-priamessbare Operatoren dicht definiert sind.
Lemma 3.2.4. Ein 7-dichter Teilraum K C H ist dicht.

Beweis. Wir withlen eine Folge (ef) € Mpyoj mit 7(ef) < 2% und Bildey, C K fiir alle
k, und setzen f,, := ;s ek fiir alle n. Es ist Bild f,, = ;- Bildey C K, sowie

r(fh=r(\/ fH <Y r(fhH <Y ek =2

k>n k>n k>n

Nun ist (fy,) eine monoton steigende Folge, und es sei f := lim,, f, = \/,, fn. Dann gilt
7(f*) < 7(f;r) < 27" fiir alle n, so dass 7(f*) = 0 und damit f = 1 sein muss. Wegen
Bild f,, C K folgt die Dichtheit von K in H. O

Bemerkung. Ein mit M affiliierter Operator A ist genau dann 7-messbar, wenn A
T-priamessbar und abgeschlossen ist. Ist A 7-prdmessbar und abschliefbar, so ist der
Abschluss A 7-messbar.

Proposition 3.2.5. (1) Es seien A und B 7-primessbar. Dann sind A*, A+ B und
AB ebenfalls T-primessbar.

(2) Es seien A und B T-messbar. Dann ist A* T-messbar; A+ B und AB sind ab-
schliefbar und deren Abschliisse A¥B und A°B sind T-messbar.

Beweis. (1) Nach Lemma 2.3.2 sind A*, A+ B und AB mit M affiliiert. Die Behauptung
folgt daher aus Lemma 3.2.3 und Lemma 3.2.1, sowie der Bemerkung, dass ein mit M
affiliierter Operator A genau dann 7-pramessbar ist, wenn fiir alle 4 > 0 ein ¢ > 0
existiert mit A € D(e, 9).

(2) Es sind A* und B* abgeschlossen und 7-prédmessbar nach (1), also 7-messbar.
Nach (1) sind A + B und A* + B* 7-prédmessbar und damit dicht definiert. Wegen
A+ B C (A* + B*)* ist A+ B abschlieBbar und nach der letzten Bemerkung ist AT B
T-messbar. Analog argumentiert man fiir AB unter Benutzung von AB C (B*A*)*. O
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Um die *-Algebra-Gesetze auf M nachweisen zu konnen, benétigen wir noch eine
wichtige Eindeutigkeitsaussage.

Proposition 3.2.6. Es secien A, B € M und K ein 7-dicher Teilraum mit
K CD(A)ND(B) und A|lg = B|k.
Dann ist A = B.
Wir beweisen zunichst ein Lemma.

Lemma 3.2.7. (1) Esseieg € Mpwoj, so dass fir alle 6 > 0 eine Projektion e € Mpyoj
existiert mit T(et) < 6 und eg Ae = 0. Dann ist eg = 0.
(2) Es seien eq, ez € Mproj, so dass fir alle 6 > 0 eine Projektion e € My existiert
mit T(et) <8 und e; A e =ea Ae. Dann ist e; = e.

Beweis. (1) Aus der Voraussetzung folgt mit der Folgerung (3) nach Satz 3.1.3 7(ep) < ¢
fiir alle 6 > 0. Also ist 7(eg) = 0 und eg = 0.

(2) Es sei eg := €1 —ej Aea. Aus e; Ae = ey Ae folgt dann e; Ae = (e; Aeg) Aeund
damit eg A e = 0. Somit erfiillt eg die Voraussetzung von (1) und es folgt eg = 0, also
e1 = e1 A ea. Aus Symmetriegriinden folgt es = e A e, also ist e; = es. ]

Beweis der Proposition. Wir betrachten die von Neumann-Algebra My(M) auf H? mit
der normalen, semifiniten, treuen Spur 79, definiert durch

(k) == 7(x11) + 7(222) ((T58) € M2(M)).

Wir bezeichnen die Projektionen auf die Graphen G(A) C H? bzw. G(B) C H? mit ex
bzw. ep. Man verifiziert sofort, dass die Graphen G(A) und G(B) invariant beziiglich
allen Elementen von

waty = (4 ) ) e

sind, also sind e4 und ep in My(M).
Fiir alle § > 0 existiert eine Projektion e € Mypyoj mit 7(et) < § und Bilde C K.

Setzen wir
0 e O
2 T 0 e bl

so folgt T3 (es) < 2. Weil A und B auf Bilde C K iibereinstimmen ist
G(A)NBildes = G(B) N Bild ey,

so dass e4 A ea = ep A ez gilt. Nach dem letzten Lemma, (2), folgt e4 = ep und damit
A=B. O

Satz 3.2.8. Die Menge M aller T-messbaren Operatoren ist mit den Operationen
(A,B) — A¥B und (A, B) — A°B eine *-Algebra.

Beweis. Es seien A, B,C € M. Dann ist ABC nach Proposition 3.2.5 7-prémessbar und
besitzt nach der letzten Proposition héchstens eine Erweiterung in M. Daher folgt

(ABYC = A(BC).

Die anderen Gesetze beweist man analog. O
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3. Messbare Operatoren beziiglich einer Spur

M als topologische *-Algebra

Wir werden die Menge M der T-messbaren Operatoren mit einer Topologie versehen,
welche uns bei der Konstruktion der nicht-kommutativen Integrationsrdume behilflich
sein wird. s

Wir werden nachfolgend eher kleine Buchstaben fiir die Operatoren a € M verwenden.
AuBerdem schreiben wir in M fortan auch a + b und ab fiir aFb und a-b.

Definition. Zu £, > 0 definiere
N(e,8) := M D(e,0),
d. h. N(g,9) enthdlt alle a € Mfur die e € Myyo; existiert mit 7(et) < 8§ und ||ae| < e.

Lemma 3.2.9. Fiir e,e1,€2,8,01,02 >0 und A € C\ {0} gilt

1) N(e,8)" = N(e, ),

2) N(|A|e,d) = AN(g,0),

4 (51, 51) N N(é—j 52) D N(mm(el,eg) min(51, 52)),

5

(

(

(3) e1 < e9, 61 <d2 = N(e1,01) C N(g,d2),

(

(5) N(e1,01) + N(e2,d2) C N(ey +e9,01 + 62),
(

)
) N
)
)
)
)

6 (81,51) (82,52) - N(61€2,51 + 52).

Beachte, dass bei (5) und (6) die Operationen F bzw. ~ gemeint sind.

Beweis. Man verifiziert (2), (3) und (4) ohne Probleme direkt. Weiterhin folgt (1) aus
Lemma 3.2.3 und (5), (6) aus Lemma 3.2.1. O

Unter einer topologischen *-Algebra verstehen wir eine *-Algebra mit einer Topologie,
so dass die algebraischen Operationen Addition, Skalarmultiplikation, Multiplikation und
Involution stetig sind.

Satz 3.2.10. Die N(e ), €,0 > 0 bilden eine Nullumgebungsbasis fiir eine Topologie

aufM mit der M zu einer vollstandigen topologischen Hausdorff *-Algebra wird, in der
M dicht liegt.

Beweis. Dass die N(g,d) eine Topologie erzeugen folgt aus dem Lemma, (4). Aus dem
Lemma, (5), (2) und (1) folgt, dass die Addition, die Skalarmultiplikation und die Invo-
lution stetig ist. o

Wir zeigen nun, dass die Multiplikation stetig ist. Sei hierzu ag,bg € M und €, > 0.
Wir withlen dann A, ¢ > 0 mit ag € N(u,d) und by € N(A, ). Sei nun a € ap + N(g,0)
und b € by + N(g,0) gegeben, so folgt nach dem Lemma, (6) und (5)

ab—apby = (a— ao)(b —by) + ao(b —bo) + (a —agp)bo
€ N(2,26) + N(pue,28) + N(),28) C N(e(e + p+ N),60);
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3.2. Messbare Operatoren

die Multiplikation (a,b) — ab ist also stetig.

Um zu zeigen, dass die Topologie Hausdorff ist, zeigen wir zunéchst

(1 N, 0) = {o}.

€>0,0>0

Ist a € N(g,6) fur alle €,6 > 0, so ist nach Lemma 3.2.2 7(e.) < J, wobei {e)} die
Spektralschar zu |a| bezeichne. Es folgt 7(e.) = 0 und damit e, = 0 fiir alle £ > 0. Daher
ist |a] = 0 und damit a = 0.

Ist nun @ # 0 gegeben, so ist nach dem bereits Gezeigten a ¢ N(g,d) fiir gewisse
g, > 0. Nach dem Lemma, (5) sind dann N(§5, %) und a+N (5, %) disjunkte Umgebungen
von 0 und a.

Wir zeigen jetzt die Dichtheit von M in M. Esseia e M gegeben. Nach dem Beweis
von Lemma 3.2.4 existiert eine aufsteigende Folge (e,) € Mpyoj mit 7(e;r) — 0 und

U, Bilde,, C D(a). Fiir alle m < n ist dann ||(ae, — a)en|| = 0, und aus 7(e) — 0
folgt ae,, — a in M. Da alle ae,, € M sind, ist die Dichtheit bewiesen.

Es bleibt die Vollstindigkeit von M zu zeigen. Weil etwa N (%,%), m,n € N ei-
ne abziéhlbare Nullumgebungsbasis ist, reicht es zu zeigen, dass jede Cauchy-Folge
(an) € M konvergiert. Wir diirfen a,, € M fiir alle n annehmen; denn ansonsten kénnen
wir a, € M durch a, € ap + N (%, %) ersetzen, und es konvergiert (a,) genau dann,
wenn (a},) konvergiert. Ferner diirfen wir annehmen, dass

Gpt1 € ap + N(Qn%a 2%)

gilt, da wir ansonsten zu einer entsprechenden Teilfolge iibergehen.

Nun existiert eine Folge (eg) C Mproj mit 7(e) < 2% und ||(ags1 — ak)eg|| < Qk%
Setzen wir f, := Ay, €k S0 folgt 7(fi1) < 5 (vgl. den Beweis von Lemma 3.2.4). Fiir
alle k > m >n+1ist nun f,, < eg und damit gilt fiir alle [ € N

m+l—1 m—+l—1 1 1
[(am+1 — am) full < Z [(ar+1 — ag)ex|| < Z k1 < om> (*)
k=m k=m

d. h. (am fn)m ist eine Cauchy-Folge in (M, || - []).
Wir setzen Dy := |J,, Bild f,,. Fiir alle £ € Dy ist dann (a,,&)m eine Cauchy-Folge in
H und durch

a& := lim a,,&

wird ein linearer Operator a auf D(a) := Dy definiert. Es ist a 7-prdmessbar, denn fiir
alle n ist 7(f;}) < 5=, Bild f, C D(a), sowie afy, = limy, an fn € M.
Wir zeigen nun, dass a abschlieSbar ist. Hierzu wenden wir die bisherige Argumenta-

tion auf (a)) an und erhalten so einen 7-prédmessbaren Operator b mit by = lim,, a),n

fiir alle n € D(b). Es folgt
(ag, n) = lim{amg, n) = im(¢, az,m) = (€, bn) (€ € D(a),n € D(D));

damit ist a C b*, also ist a abschlief3bar.

69



3. Messbare Operatoren beziiglich einer Spur

Nun ist der Abschluss ag := @ in /W, und es bleibt zu zeigen, dass ag der gesuchte
Grenzwert der Cauchy-Folge (a,) ist. Es sei €,0 > 0 gegeben und ng € N mit 2%% <e
und 2%0 < 6 gewihlt. Fiir alle m > ng + 1 gilt dann

(a0 — am)fne§ = h%n(amﬂ — am) fno€, sowie |[(amq1 — am) fooll < 2% < 2n§+1 <g,

nach (x). Daraus folgt |[(ao — am)fnoll < €, und wegen 7(f;;) < g5 < 6 ist damit

am € ag + N(e,9) gezeigt. Damit ist a,, — ap in M bewiesen. O

3.3. L,-Raume mit einer Spur

Fiir A € M definiere

T(A) :=sup1(Aey),
A>0

wobei {ey} die Spektralschar zu A bezeichne.
Definition. Firp € [1,00) sei

Ly(M,7):={a € M| 1(lafP) < o},
lally := 7(laP)*? (a € Ly(M,T)).

Satz 3.3.1. Es ist L,(M, 1) ein Banachraum.

Fiir einen Beweis dieser Aussage, siehe etwa [Tak03], Theorem 1X.2.13; wir werden sie
nicht direkt bendtigen.

Beispiele. Wir betrachten die Beispiele aus Abschnitt 1.10.

(1) Es sei M := {my | g € Loo(R)} die Multiplikationsalgebra aus Proposition 1.2.2
und ¢ : My — [0,00], my — [ g(t)dt das Lebesgue-Integral.

In diesem Fall ist M der Abschluss von M = Lo (R) beziiglich der Topologie der
Konvergenz im Ma8. Hier haben wir L, (M, ¢) = L,(R).

(2) Auf M = L(H) betrachten wir die Spur tr : L(H)y — [0,00], & = Y. (wei, &),
wobei {g;}ier eine Orthonormalbasis von H sei.

In diesem Fall ist M = M = £(H), und L,(M,tr) = S, wobei S, die Schatten-p-
Klasse bezeichne.
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4. Modular-Theorie

Unser Ziel ist es, zu einer von Neumann-Algebra M mit einem treuen, normalen Zustand
¢ einen Gruppenhomomorphismus R — Aut M, t + o/ zu definieren.! Dessen Bild ist
die sog. modulare Automorphismusgruppe {0} }icg; diese Gruppe werden wir spéter
durch eine sog. modulare Bedingung (KMS-Bedingung) charakterisieren.

Die vorliegende Darstellung orientiert sich an [KaR86], Section 9.2, und Section 13.1.
(Theorem 13.1.9).

4.1. Tomitas Satz

Ist M eine von Neumann-Algebra, ¢ ein treuer, normaler Zustand, und H, der zu-
gehorige GNS-Hilbertraum, so ist die GNS-Darstellung M — L(H,) eine isometrische
*-Finbettung und das Bild ist eine von Neumann-Algebra mit zyklischem und separie-
rendem Vektor.

Wegen dieser Vorbemerkung definieren wir die modulare Automorphismusgruppe
{ot}ier zunéchst fiir eine von Neumann-Algebra M C L(H) mit einem zyklischen und
separierenden Vektor & € H, und zwar durch oy(z) = A%zA~% wobei A ein gewisser
unbeschréankter, positiver Operator auf H ist, der sog. modulare Operator. Die Wohl-
definiertheit wird aus Tomitas Satz folgen, der gleichzeitig besagt, dass (stets unter der
Annahme, dass ein zyklischer und separierender Vektor existiert) M isometrisch iso-
morph zum Kommutanten M’ ist.

Konjugiert-lineare Operatoren

Es werden im Folgenden Operatoren verwendet, die unter Benutzung der Involution
x — x* gebildet werden. Diese sind konjugiert-linear, konnen aber mit Hilfe des sog.
konjugierten Hilbertraums als lineare Operatoren betrachtet werden.

Definition. Zu einem Hilbertraum (H,(-,-)) definiere den konjugierten Hilbertraum
(H,{-,-)") als Menge H mit den Vektorraum-Verkniipfungen

EmeE+n (N = X=X (&neH, N eC)

und Skalarprodukt
&m) = &m~ =8 (&neH).

Bemerkung. (1) Man verifiziert leicht, dass H in der Tat ein Hilbertraum ist.

'Nach Satz 1.9.2 lassen gerade die o-endlichen von Neumann-Algebren einen treuen, normalen Zustand
zu. Im Fall M C L(H) mit H separabel, ist dies beispielsweise der Fall.
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4. Modular-Theorie

(2) Der Operator ¢ : H — H, 1£ = & (£ € H), ist eine konjugiert-lineare, surjektive
Isometrie mit (&, tn)~ = (n,§).
(3) Ist A : D(A) € H — H ein konjugiert-linearer (unbeschriankter) Operator, so

definieren 1A : D(A) C H — H und Ac!: D(A) C H — H lineare Operatoren. Ist A
dicht definiert ist, so ist (1A)* definiert als Operator D((tA)*) C H — H.

Definition. Es sei A: D(A) C H — H ein konjugiert-linearer, dicht definierter Ope-
rator. Der zu A adjungierte Operator A* : D(A*) C H — H ist definiert durch

D(A*) := D((tA)*), A" :=(A)".
Bemerkung. (1) Es ist A* konjugiert-linear, und
(Ag,m) = (A™,&) (£ € D(A),n € D(AY)),

denn (A*n, &) = ((LA)"u, &) = (1, LAE)™ = (A&, ).
Genauer gilt (n,() € G(A*) genau dann, wenn (A&, n) = (¢, §) fiir alle £ € D(A).

(2) Sei A: D(A) C H — H konjugiert-linear, dicht definiert und abgeschlossen, dann
besitzt 1A eine Polarzerlegung 1A = v|tA| = |(tA)*|v, wobei v € L(H, H) eine partielle
Isometrie ist mit initialem Raum Hy = [Bild |t A]].

Diese iibertrigt sich auf A durch A = w|A| = |A*|w, wobei |A| := (A*A)Y/2, |A*| =
(AA*)'Y/2 und w := 1~'v : H — H eine konjugiert-lineare, partielle Isometrie ist. Denn
A*A = (LA)*1A, also A = 17 [t A| = w|A|. Weiterhin ist

A = YA o= AGRA) ) 20 = T LAGA) )
= TN(AGCA) )2 = (AGA) )YV = (AADY2 T = |Af|w.
(3) Es sei A selbstadjungiert und u eine konjugiert-lineare, surjektive Isometrie. Ist

{ex}rer die Spektralschar zu A, dann ist {u*eyu}yer die Spektralschar zu u*Au; dies
wird wie in der Bemerkung nach Satz 2.4.7 gezeigt.

(4) Ist A selbstadjungiert, u wie eben und f € Boo(C), dann gilt f(u*Au) = u* f(A)u.
Denn fiir alle £ € H ist (u*eyug, &) = (ug, exul) = {eyu, uf), also gilt fiir alle £ € H
nach (3) und Proposition 2.6.3, (3)

(fur Au)e, €)= /R FNdlurerut, €) = /R FNdlerut, uf) = /R FONd{exué, ué)™
= (A uE) ™ = (u€ F(AE) = (' F(A)ul, €).

Der modulare Operator

Es sei stets M eine von Neumann-Algebra mit einem zyklischen und separierenden
Vektor &;. Um den modularen Operator A zu definieren, sind einige Vorbereitungen
notwendig.

Definition. Es seien Sy und Fy Operatoren auf H mit D(Sg) := M&y, D(Fp) := M'&,
und
Soxéo = x*&y, Foalp:=a*&y (v € M,ae M).

72



4.1. Tomitas Satz

Bemerkung. Da &y separierend fiir M und M’ ist, sind Sy und Fy wohldefiniert; die
Operatoren sind konjugiert-linear. Da & zyklisch fiir M und M’ ist, sind Sy und Fj
dicht definiert.

Lemma 4.1.1. Es ist Sy abschliefbar und Fy C S;. Wir definieren S := Sy und F := S,
so dass S* = F. Ferner ist S? = id D)5 F? =id |D(F)-

Beweis. Wir zeigen zunéchst G(Fp) C G(S§). Sei (a&o, Foa&p) € G(Fop) gegeben, wobei
a € M, dann ist (a&p, Foao) € G(S§), denn fiir alle z € M ist

(Soxéo, a&o) = (&0, alp) = (a"x"&o, o) = (x7a"&o, {o) = (a0, x&o) = (Foado, xo)

(vgl. Bemerkung (1) nach Def. 4.1). Es folgt Fy C S§;, so dass Sj dicht definiert und Sy
damit abschlieBbar ist; ferner ist S* = Sy" = S§ = F (siche Proposition 2.1.2).

Nun zeigen wir id |p(py C F?, was wegen D(F?) C D(F) die Gleichheit impliziert.
Hierfiir reicht es, (F'n,n) € G(F), d. h. (S§n,n) € G(S§), fur alle n € D(F) zu zeigen.
Dies gilt, denn fiir alle z € M ist

(Sox&o, Som) = ("o, Som) = (n, Sox™ o) = (0, ©&o)-

Schlielich bleibt id |psy C S? zu zeigen, was aus (S¢,€) € G(S) = G(F*) fiir alle
¢ € D(S) folgt. Sei hierfiir n € D(F), dann ist

(F?],S§> = <§7 S*FU> = <§7F277> = <§a77>’
da nach dem letzten Absatz n € D(F?) und F?n = 5 gilt. O
Bemerkung. Nicht gezeigt (aber richtig) ist F' = Fy.

Definition. FEs seien S und F die konjugiert-linearen, dicht definierten und abgeschlos-
sen Operatoren auf H von Lemma 4.1.1. Wir definieren den modularen Operator A
durch A := §*S = F'S, sowie den konjugiert-linearen Operator J auf H durch die Po-
larzerlegung

S =J|S| = JAY2

Wir zeigen, dass A ein positiver, invertierbarer Operator ist. Wir kénnen dann die
komplexen Potenzen A% := f,(A) fiir z € C betrachten, sowie deren GesetzméBigkeiten
benutzen (siche Ende von Abschnitt 2.6).

Lemma 4.1.2. Es ist A ein positiver, invertierbarer Operator mit A~! = SF = SS*,
und J ist eine surjektive Isometrie mit J*> = 1. Weiterhin gilt

S=JAV2=AT2] und F = JAV?2 = AV2
JA® = A" J fiir allet € R und J& = A&y = &.

Beweis. Es ist A = §*S = (15)*1S und nach Proposition 2.2.4 somit selbstadjungiert;
wegen (A&, &) = (1S€,1S¢) > 0 fiir alle £ € D(A) ist A positiv. Weiterhin ist ASF =
FSSF = Fid|ps)F = id|psr), und SFA = SFFS = Sid |pr)S = id | p(rs), also ist
A injektiv mit dichtem Bild, d. h. invertierbar mit inversem Operator A~! = SF.
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4. Modular-Theorie

Die partielle Tsometrie J hat Hy = [Bild A'/?] als initialen und K, = [Bild S] als
finalen Raum. Wegen Bild AY2 D Bild A und Bild S D Bild SF = Bild A~! und der
Dichtheit der Bilder von A und A~! folgt Hy = Ko = H und J ist eine surjektive
Isometrie (d. h. ¢J ist unitér).

Die Polarzerlegung (Bemerkung (2) zu Definition 4.1) liefert S = J|S| = |S*|J, und es
ist [S] = (S*8)1/2 = Al/2 sowie | S*| = (SS*)1/2 = A=1/2 alsoist S = JAY2 = A=1/2],
Fiir alle & € D(9) folgt £ = SS¢ = JAY2A=1/2J¢ = JJE; weil D(S) dicht ist in H gilt
somit J2 = 1, und es folgt somit J = J~! = J*. Nach Proposition 2.1.4, (2c), gilt nun
F=8"=(JAY?)* = AY2] baw. F = §* = (A~V/2])* = JA~1/2,

Wir zeigen JA® = A" J fiir t € R. Es ist A~! = SF = JAV2AV2] = JAJ = JAJ*;
nach Bemerkung (4) zu Definition 4.1 folgt f_;(A™Y) = Jf_u(A)J* = Jfu(A)J, also
A% = JA" ] so dass A%J = JA™,

SchlieBlich ist A&y = FS& = F& = &, so dass nach Lemma 2.6.6 A/2¢y = &. Es
folgt J&o = JAY/2¢y = S¢o = &. O

Beweis von Tomitas Satz
Mit den eingefiihrten Bezeichnungen kénnen wir nun den Satz von Tomita formulieren.

Satz 4.1.3 (Tomitas Satz). Es sei M eine von Neumann-Algebra mit zyklischem und
separierendem Vektor &y. Fir die Operatoren A und J aus Definition 4.1 gilt

JMJT = M und A" MA™ = M (t €R).
Die Aussage des Satzes folgt leicht, wenn
AYMAT*C JM' T (t€R) (%)

gezeigt werden kann. Dann muss némlich nur noch JM’'J C M gezeigt werden und dies
kann elementar geschehen (siehe unten).

Zum Beweis von (x) muss A%zA~"% € JM'J gezeigt werden, fiir z € M und
t € R. Weil JM’'J schwach-Operator abgeschlossen ist, reicht es hierfiir zu zeigen,
dass w(A%zA~") = 0, fiir alle schwach-Operator stetigen Funktionale w auf £(H) mit
w|sarg = 0. Sei solch ein w gegeben. Wir zeigen dann, dass die stetige Funktion

1
67rt + 677Tt

flt) = w(A%z AT
die Fourier-Transformierte f: 0 besitzt, woraus (nach einem klassischen Resultat der
Fourier-Analysis) f = 0 folgt.

Wir zeigen daher

~

1 it—1/2 A '
f (3%7") _ / (A AT =0 (7> 0)

und dies folgt wegen w|jry g = 0 aus

it—1/2 . .
/ o (A AT )t = (Ja}JE ) fi cin a, € M (6n € H)
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4.1. Tomitas Satz

fiir alle » > 0 (denn jedes schwach-Operator stetiges Funktional w hat die Form w(:) =
Z?:1<‘fi777i>)- Die letzte Gleichung ergibt sich aus einer Kombination der folgenden
beiden Lemmata.

Lemma 4.1.4. Es sei x € M und r > 0.
(1) Istng:= (A7 +r1)~ &y, dann existiert a € M’ mit a&y = no.
(2) Fir alle £, € D(AY?) N D(A™/?) gilt
(@&, m) = (Ja* JAV2E, A7V2n) 4 r(Ja* JATV2E, AV p).

Lemma 4.1.5. Ist D ein positiver, invertierbarer Operator auf H, v > 0 und b,c €
‘C(H)f so dass
(b, n) = (cD'2¢, D7) + r(eD ™3¢, DY)

fiir €,m € D(DY?) N D(D*1/2), dann gilt

Fit—1/2 ., .
(c€,m) = / muy bD™"E mydt  (§,n € H).
Beweis von Lemma 4.1.4. (1) Zuniichst einmal ist A~! positiv, so dass 0 ¢ Sp(A~1+r1);
somit ist (A7 +r1)~! € L(H). Ferner gilt Bild(A™! +r1)~1 = D(A™!) = D(SF) C
D(F), somit ist (p := F'ng definiert. Wir betrachten die dicht definierten Operatoren

Ay : M& — H,y&o— yno und Cp: M& — H,yéo — y&o  (y € M).

Fir alle y, 2 € M gilt dann (Aoy&o, 280) = (ymo, 280) = (no,y"2&0) = (Mo, Sz"y&o) =
(z*y&o, Fmo) = (y€o, 2C0) = (y€o, Coz&p), so dass Aj O Cp. Damit ist Af dicht definiert
und Ag abschlieffbar.

Ist w € M, u unitér, so gilt uD(Agp) = D(Ag) = MEy und Aguyéy = uyny = uAoyéo,
so dass Agu = uAg. Damit ist u*Agu = Ag und fiir A := Ay gilt ©*Au = A; also ist A
affiliiert mit M’. Ferner gilt Ay = Ag1&y = 179 = 1o und wenn wir noch zeigen, dass A
beschriinkt ist, folgt (1) mit a := A € M.

Es sei A = vB die Polarzerlegung, dann ist v*v die Projektion auf [Bild B], so dass
v*vB = B. Wir zeigen, dass B (und somit A) beschriankt ist. Angenommen, dies sei
nicht der Fall. Besitzt B die Spektralschar {ey}, so existieren dann p > A > QHL\/L':, so dass
b := Be # 0, wobei e := ¢, — e). Es sind v,b,e € M’ und es gilt b = Be O eB. Ferner
gilt (siehe Proposition 2.1.4, (2¢))

yCo = Coy&o = A"y&y = Bu*yép fiir alle y € M, insb. {5 = Bv*&.
Wir zeigen e(y = 0. Zunichst ist ze(y = xreBv*§y = xbv*§y = bv*xép, und es folgt
lwecol|* = [lbv*a€ol|* = v (AT + r1)no||* = 47 Re(bv* A~ o, bu*no),

wegen [|€ + 7l > [|€ + 7l — € — nl]* = 4Re(&n) fir &n € H. Weiterhin
gilt (bv*A‘lno,bv*no) = <A‘17]0,vb2v*n0> = (SFno,vbzv*vB§0> = (Fvb3§0,F7]0) =
<b3U*£0>C0> = <bQBU*§07<O> = <b2<07<0>» und somit gllt

l*lleoll* > llweol* > 47 Re(b?Co, Co) > 4rA*[lecol?,
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4. Modular-Theorie

da b? = B%e > A%e. Wegen 4722 > ||z||? muss ey = 0 sein.
Damit gilt 0 = ye(p = ey(p = eBv*yép = bv*yép fiir alle y € M, so dass bv* = 0.
Damit ist b = v*vb = v*(bv*)* = 0, ein Widerspruch.

(2) Es sei £, € D(AY?) N D(A~Y/2). Wir zeigen die Behauptung zunichst fiir den
Fall £ = b€y, n = c& mit b,c € M'. Wegen 2&y = (A~ +rl)a&y = SFa&y + raéy =
Sa*&y + ra&p ist (beachte Lemma 4.1.2)

(xb&o, c) = (x&o,b"c&p)

(Sa*&o, b c&o) + r{a&p, b*co)
(Fb*c€o, a*&o) + r(balo, cbo)
(b0, ca™&o) + r{Fa*b*&o, cko)
(

(b§

(

by, FaFc&y) + r{Fa*Fby, c&o)
béo, AV JaJ A~ 1/2c§0>+T<A1/2JQ*JA_1/2I7§O,C£O>
Ja* JAY2bgo, A7V 2c0) + r(Ja* JATY 20y, AV 2egy).

Es folgt (2) fiir beliebige &, € D(AY?) N D(A~/2) mit folgendem Approximations-
argument: Fiir alle £ € D(A'Y/2) N D(A~1/?) existiert eine Folge (b,) € M’ mit b,& €
D(AY2) 0 D(A~1/?), so dass

bubo —> €, AVZbago —> AV AThg — AT

Fiir den Beweis wihle zunéichst eine Folge (y,) € M mit & — JATY2E+ JAV2¢.
Dann gilt AY2y, & = J2AY2y, &) = JSynéo = Jy;& und somit

Al2yngo — AT+ AP = (AT 1AM

(beachte, dass AY/2¢ € D(A™!) = D(AY/2A~1/2)).
Es sei 0 < t < 1, dann ist f(\) := A7t/(1 + \) auf [0,00) beschrinkt und damit
AH AT+ 1)t = f(A) € L(H), so dass

ATHAT 1) TIAY 2y, 6 — AV

ferner gilt (A='+1)"1AY/2 € AY2(A=1+1)~!. Wihle nun nach (1) b, € M’ mit b,& =
(A1 +1) T ynto, dann gilt by € (A~ +1)7'D(S) = (A~ +1)"'D(AY?) C D(AV?)
und b,&y € D(F) = D(A~'/?). Es folgt

Al/thbné-o _ AftA1/2(Afl + 1)71yn£0 _ Aft(Afl + 1)71A1/2yn£0 N A1/27t£’
und mit t = %, t =0 und ¢t = 1 die Behauptung. O

Beweis von Lemma 4.1.5. Fiir v, s > 0 beweisen wir zunéchst

fr(t)s'dt = _ wobei f,.(t) := 77&%—1/2 .
R T 8—1/2+7,81/2’ r emt 1 e—mt
Es definiert
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4.1. Tomitas Satz

eine holomorphe Funktion mit einfachem Pol in 2z = 0. Dort ist das Residuum Res(g, 0) =
S 2= = 2(ﬂ2+(:;)3/3!+m)‘z:0 = ﬁ, ferner gilt |g(z)] — 0 fiir |[Rez|] — oo
und |Im z| beschrinkt. Betrachten wir das Wegintegral um das Rechteck mit Punkten
+R+ %z’, so ergibt sich mit R — oo nach dem Residuensatz

1
i=2mi— = /g(t— 1i)dt — / g(t + 3i)dt
21 R R

gitgl/2 gitg—1/2
- 1 [P 1o —dt
R eTte 2™ — e~ Ttea™  emtea™ — =TT ™
§it
= i(sl/2+sl/2)/dt

R e7rt + e—T(t

(beachte 2™ =4, e 37 = —1). Es folgt

st 1
[ |
€T Fe T sl/2 + s—1/2
Ersetzen wir hier s durch s und dividieren dann durch r'/2, so ergibt sich die Behaup-
tung.

Um nun das Lemma zu beweisen, miissen wir unter den Voraussetzungen
() = [ HOWBD e (€ 1)

zeigen. Hierzu sei zuniichst bemerkt, dass die Abbildung ¢ — D stark-Operator stetig
ist (Bemerkung nach Lemma 2.8.1), so dass auch t — D®bD~% stark-Operator stetig ist;
damit ist ¢ — (D®bD "¢ n) stetig und beschriinkt, und somit ist das Integral definiert.

Foll 1. Es sei D =: d = Z;n:l Ajej, wobei A; > 0 und die e; zueinander orthogonale
Projektionen seien. Wegen d € L(H) folgt nach Voraussetzung

b=d V2edV? 4 rd2ed 2 = ST (TN 4 AN e e,
k=1
und damit ¢ = 7%, ejce, = kazl((i—i)flﬂ + r(i—i)l/z)*lejbek, so dass nach der
vorhin bewiesenen Integralformel

(c€,m) = i<eg‘bek€,n>/<;;)itfr(t)dt

k=1 R

- /Rf,,(t) i (i;)t (ejbexs, m)dt

k=1
= [ £t e
R

fir alle £,n € H, wie gewiinscht.
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4. Modular-Theorie

Fall 2. Essei D =: d € L(H) mit A1 < d < pl fiir gewisse A, u > 0. Nach Lemma 1.5.3
existiert eine Folge (d,) mit d,, wie im Fall 1 und A1 < d,, < ul, so dass d,, — d in
Norm. Nach dem Beweis von Lemma 1.5.3 liegen die d,, in der von d erzeugten, kommu-
tativen von Neumann-Algebra. Da wir diese Algebra (via der Gelfand-Transformation)
als Algebra von Funktionen darstellen konnen und die Potenzfunktion f, gleichméfig
stetig auf [\, p] ist, folgt d? = f.(dn) — f.(d) = d?, fiir alle z € C. Damit ist

by = dy,Ped))? + rd)2ed,V? — d7VPed'? 4 rdPed ™2 = b,

Nach Fall 1 gilt (c£,n) = [, fr(){ditb,d; €, n)dt fiir alle £, € H, und so folgt wegen
db,d; " — d'*bd~" und des Grenzwertsatzes von Lebesgue die Behauptung.

Fall 3. Es sei nun D positiv und invertierbar, sowie {ey} die Spektralschar zu D. Nach
Lemma 2.6.7 ist dann eg = X(_q 0](D) = Xp(D) = 0. Betrachten wir f, := e, — ey, fiir
n € N, so folgt V,, fr, = Ve, — An€im =1—ep=1.

Es sei K,, := f,(H) und dy := D|k,,, bo := fubfnlk, und ¢o := fncfnl|k,. Dann gilt
L1k, < do < nlg,; fiir alle §,n € H gilt auBerdem f,&, fun € D(D'/?)n D(D~/?), so
dass nach Voraussetzung

(b0 S, fam) = (codd> ful, dy ™ fm) + r(cody ' fu, dy/? fum).

Nach Fall 2 gilt nun (co&,n) = [p fT(t)<d6tbodait£,n>dt fiir alle £&,7 € K,, und somit
(siche Lemma 2.6.5) (cfn€, fan) = [ [r(&)(D"6D~™ €, fan)dt fiir alle &,n € H. Mit

n — oo folgt die Behauptung, wegen des Grenzwertsatzes von Lebesgue. O

Wir haben nun AYMA~# C JM'J fiir alle t € R bewiesen. Mit ¢t = 0 folgt
MC JIJM'J bzw. JMJ C M’. Um JM'J C M zu zeigen, sei a € M’'. Wir zeigen
dann JaJ € M" = M, d. h. JaJb = bJaJ fiir alle b € M’.

Zunichst zeigen wir JeJdéy = dJcJé fiir alle ¢,d € M’: Fiir alle x € M ist
Jr*J € M’, und wegen von J&y = &, sowie F.J = AY2 = JS erhalten wir

(Jeddbo, x§o) = (c*Jx(J)&o, JdEo) = (F'Jx*Jc&o, Jdo)
= (JSx"Jcko, JFd &) = (F'd*&o, Sx* T o)
= (2"Jco,d o) = (Je(J)&o, xd*Eo) = (dJcI&o, x&0),

und die Behauptung folgt wegen der Dichtheit von M¢&y in H.

Fiir alle a,b,c € M’ folgt damit Ja(JbJc&y) = Ja(cJbJEy) = JacJbsy = bJacJEy =
bJaJJcky, also JaJb = bJaJ, weil JM'Ey dicht ist in H.

Wir schlieen AY MA~% C JM'J C M fiir alle t € R; und wenn wir ¢ durch —t erset-
zen, folgern wir A MA~#* = M. Der Beweis von Tomitas Satz ist damit abgeschlossen.
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4.2. Modulare Automorphismusgruppe und KMS-Bedingung

Modulare Automorphismusgruppe

Definition. Es sei M eine von Neumann-Algebra und Aut(M) die Gruppe aller
*-Automorphismen. Eine (einparametrige) Automorphismusgruppe ist eine Familie
{at}ter € Aut(M), so dass asiy = as o oy fiir alle s,t € R. Die Automorphismus-
gruppe heifit stetig, falls t — ay(x) stark-Operator stetig fir alle x € M ist.

Der Satz von Tomita rechtfertigt folgende Definition:

Definition. FEs besitze M einen zyklischen und separierenden Vektor £ und es sei A
der modulare Operator. Die Abbildung

o: R— Aut(M), trs o mit oy(x) = Az A"

definiert eine stetige, einparametrige Automorphismusgruppe {oy}er. Sie wird als mo-
dulare Automorphismusgruppe zu &y bezeichnet.

KMS-Bedingung

Definition. Fine einparametrige Gruppe {oi}bier € Aut(M) erfillt die KMS-Bedin-
gung (Kubo-Martin-Schwinger) beziiglich eines Zustands ¢, falls fir alle x,y € M eine
komplexwertige stetige, beschrinkte Funktion f auf {z € C |0 <Imz < 1}, holomorph
im Inneren, existiert, mit

f@) =plar(z)y), [ft+1)=pa(y)) (teER).

Bevor wir auf den Zusammenhang zwischen modularer Automorphismusgruppe und
KMS-Bedingung eingehen, ziehen wir einige Folgerungen aus der KMS-Bedingung.

Proposition 4.2.1. FEs erfille {a; }1er die KMS-Bedingung beziiglich ¢ und es sei x €
M. Dann gilt

(1) p(au(z)) = ¢(x) fir allet € R,
(2) falls au(z) = x fir alle t € R, so ist p(xy) = p(yz) fir alley € M,
(3) ist ¢ treuw und p(zy) = p(yx) fir alle y € M, so ist ay(x) = x fir alle t € R.

Fiir den Beweis benutzen wir, dass eine auf einem Gebiet U C C stetige Funktion, die
auf U \ G holomorph ist, wobei G eine Gerade ist, automatisch auf ganz U holomorph
ist. Diese Tatsache folgt leicht aus dem Satz von Morera.

Beweis. Als Vorbemerkung, sei x € M. Ist p(zy) = @(yz) fiir alle y € M, so gilt
o(zar(y)) = (xy) fir alle y € M und t € R:

Aus der Voraussetzung folgt niamlich ¢(xay(y)) = p(a(y)x) fir alle y € M und
t € R, also gilt fiir die Funktion f aus der KMS-Bedingung f(t) = f(t + ¢). Man kann
daher f zu einer stetigen, beschriankten Funktion auf C mit Periode ¢ fortsetzen; da diese
Fortsetzung bis auf diskrete Geraden holomorph ist, ist sie auf ganz C holomorph und
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4. Modular-Theorie

nach dem Satz von Liouville somit konstant. Da f also konstant ist folgt p(zo(y)) =
f(t) = f(0) = p(zy) fiir alle t € R.

(1) Mit = = 1 folgt nach der Vorbemerkung ¢(a:(y)) = ¢(y) fir alle y € M und
teR

(2) Fiir alle y € M ist die Funktion f aus der KMS-Bedingung nun konstant auf
R und o. E. dort reellwertig. Wir wenden nun das Schwarz’sche Spiegelungsprinzip an,
um f auf einem Gebiet fortzusetzen, welches {z € C | 0 < Imz < 1} enthélt. Nach
dem Identitdtssatz muss dann f konstant auf {z € C | 0 < Imz < 1} sein, so dass
p(ey) = f(0) = F(1) = p(yz) gilt.

(3) Nach (1) und der Vorbemerkung folgt ¢(aw(z)ou(y)) = p(a(zy)) = @(xy) =
o(zay(y)) fiir alle t € R und y € M = a; (M), d. h. p((eu(z) — x)z) = 0 fiir alle
z € M. Insbesondere ist ¢((au(z) — z)(ou(x) — x)*) = 0 und somit ay(x) = x, weil ¢
treu ist. O

Wir werden nachfolgend zeigen, dass die modulare Automorphismusgruppe {o;}ier
eine KMS-Bedingung erfiillt; hierfiir benttigen wir das folgende Lemma.

Lemma 4.2.2. Es sei A ein positiver, invertierbarer Operator auf H, sowie &n €
D(AY?). Dann definiert f(z) := (A*¢,n) auf (z € C | 0 < Rez < 1} eine stetige und
beschrinkte Funktion, die holomorph im Inneren ist.
Beweis. Unter Benutzung von Polarisation reicht es, den Fall ¢ = n € D(AY?) zu
betrachten. Es sei {e)} er die Spektralschar zu A; im Folgenden werden wir mehrmals
Proposition 2.6.3, (3), benutzen.

Esist D(A*) ={{ € H | f(O,oo) IA22d{exE, €) < oo} fiir z € C, und wegen & € D(AY/?)
gilt

J, s s < ©
0,00

Ist nun 0 < Rez < 3, so gilt [A[?* = A2Re2 <1+ \; nach (x) ist also £ € D(A4%), und
f(2) ist definiert. Wegen f(z) = (A%, &) = f[o 00) Nd(ex€, &) und [N = ARz < 14\

folgt, wieder wegen (x), die Beschrénktheit von f auf {z € C|0<Rez < i}.
Wir betrachten nun die Funktion f,(z) = f[l il Nd(ey, €) fir n € N. Fir A >

0 ist z — A* = exp(zlog\) eine holomorphe Funktion auf C, die eine Potenzreihe
S0 Be(A)2F besitzt, die gleichmiBig in A € [, n] konvergiert. Es folgt

/ Zﬁk )2 d(ext, €) = (/ e €A§§>>

und somit ist f, holomorph auf C.
Fiir z € C mit 0 < Rez < 3 gilt wegen (*)

/ Ndlext. )| < / (14 Nd(eré, €) — 0
R\[ ] (0,1)u(n,00)

so dass (f,) auf {z€ C|0 <Rez < %} gleichmifig gegen f konvergiert. Es folgt, dass
f stetig auf {z € C| 0 <Rez < 3} und holomorph im Inneren ist. O

£ (2) = ful2)| =
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Satz 4.2.3. Es sei M eine von Neumann-Algebra mit separierendem und zyklischem
Vektor &y. Die modulare Automorphismus-Gruppe {oiher 2zu & erfillt die KMS-
Bedingung beziiglich des Vektorzustands we, .

Beweis. Zu x,y € M definiere

F(z) = (A7=ygg, 2*&o)  fiir 0 <Imz < %
- (ARG, yrEo)  fiir 5 <Tmz <10

Wir zeigen, dass die beiden Definitionen auf Imz = % iibereinstimmen. Sei dazu
z =1+ 3imit t € R, dann gilt (siche Lemma 4.1.2)

(AT 26y, 0%60) = (AT Sygo, Swo) = (JATMy &, JA agy)
(A2go, A7 ty*eo) = (AT 2agy, ).

Auf beiden Teilen ist f beschriankt, stetig und holomorph im Inneren. Es folgt, dass f
holomorph im Inneren von {z € C: 0 < Imz < 1} ist, und es ist (beachte A*¢; = &,
nach Lemma 2.6.6)

Ft) = (A&, z A7) = (A"a AT ygy, &) = wey (04()y),
ft+i) = (A"xg,y" &) = (YA e AT, &) = we, (yor(x)),
fir t € R, wie gewiinscht. O
Korollar 4.2.4. Es ist o; = idpq fiir alle t € R genau dann, wenn we, eine Spur ist.

Beweis. Nach Satz 4.2.3 erfillt {o;}cr die KMS-Bedinung; = folgt dann aus Proposi-
tion 4.2.1, (2), und < aus Proposition 4.2.1, (3). O

Bemerkung. Im vorigen Korollar kann man < auch leicht direkt sehen. Ist we, ndmlich
eine Spur, so gilt [|Sz&o||* = (2*&o, 2*Eo) = (za*&o, &0) = (a0, &) = ||z&o ||, deswegen
ist S eine surjektive Isometrie, und es ist A = 5*5 = 1.

Charakterisierung der modularen Automorphismusgruppe

Satz 4.2.5. Es sei M eine von Neumann-Algebra mit zyklischem und separierendem
Vektor &, {o1}ier die modulare Automorphismusgruppe zu & und {oy}er C Aut(M)
eine Automorphismusgruppe, die die KMS-Bedingung beziiglich des Vektorzustands wg,
erfillt. Dann gilt {o}e = {o¢}+.

Wir beginnen mit dem Beweis. Nach Voraussetzung und Proposition 4.2.1, (1), gilt
| (z)&ol|* = weo (o (¥ ) = wey (27x) = |z€)|?>  (z € M,teR),

somit ist die Abbildung M¢&y — Mo, x&y — ay(x)&p eine lineare Isometrie, mit dichtem
Bild M¢&. Fiir alle t € R existiert daher u; € L(H), u; unitéir, mit

a(z)éo = wzéoy  (x € M, t € R).
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Dann gilt ay(z)uyéo = () (y)éo = ar(zy)éo = uryéy fir alle z,y € M, und
somit oy (x)uy = wpx, d. h.

ar(z) = wau; (v € M,t €R).

Wir zeigen nun, dass {u;}icr eine stetige unitdre Gruppe ist. Wegen wugpxy) =
asii(2)éo = as(ag(x))éo = usay ()€ = usupxép fiir € M folgt usyy = usuy fiir alle
s,t € R. Weiterhin impliziert die KMS-Bedingung, dass die Funktion t — we, (2" (x))
stetig ist, fiir alle x € M. Deswegen hingt (z*ay(x)&o, &0) = (x*uizo, &) = (wxp, v€o)
stetig von ¢ ab, und somit gilt

lim || (u; — 1)x§0|]2 =1im((2-1 —u_y — u)xo, z&o) = 0.
t—0 t—0

Es folgt, dass t — w& fiir alle £ € H stetig ist (und somit ist auch die Automorphism-
gruppe oy} stetig).

Nach dem Satz von Stone existiert ein selbstadjungierter Operator A auf H, so dass
uy = €4 fiir alle t € R. Der Beweis ist abgeschlossen, wenn wir e = A zeigen; dann
ist ndmlich u; = (e?)® = A" und somit a;(z) = waul = A%zA™"* = o4(2), fiir alle
reM,teR.

Fiir den Abschluss des Beweises werden einige Techniken der Fourier-Analysis benutzt.
Es bezeichne C.(R) die Menge aller komplexwertigen Funktionen auf R mit kompaktem
Tréger. Fiir alle g € C.(R) definiert

i) = 5

/ Mg\ (2 €C)
R

eine Funktion ¢, die die inverse Fourier-Transformation fortsetzt. Durch Differentia-
tion unter dem Integral sieht man leicht, dass ¢ holomorph auf C ist; auflerdem
ist |§(t+1is)] < 5= [ €*|g(A)|dA auf jedem Gebiet mit beschréinktem Imaginérteil be-
schrénkt. Wir setzen

Foe {geCc(R)\/]g(t+is)]dt<oof1‘ir alle s € Ry, Fi={j|geF}
R

Es sel k € F, k=g mit g € F, sowie ¥ die Fourier-Transformierte von k. Dann gilt
k = g, nach dem Umkehrsatz der Fourier-Analysis.
Fiir alle k € Li1(R) und = € M definiert

(ax,m) = /R K1) (@), mdt (€7 € H)

einen Operator z; € M: Denn die rechte Seite ist eine beschrinkte Sesquilinearform, so
dass xy € L(H) definiert ist. Ist weiterhin w ein schwach-Operator stetiges Funktional
auf L(H) mit w|yp = 0, so ist w von der Form 77, (-§5,m;) (&,m; € H) und es folgt
w(zy) = [p k(t)w(oy(x))dt = 0; es ist somit x, € M.

Das folgende Lemma liefert eine neue Interpretation des modularen Operators.
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Lemma 4.2.6. Fs seien M und & wie vorhin, A der zugehorige modulare Opemtorj
sowie {cy }1cr eine Automorphisgruppe, die die KMS-Bedingung erfillt. Fir alle k,l € F
mit k(z) =l(z+1) (z € C) gilt

1160 € D(A) und Axi&§p = z18p.

Beweis. Es sei f eine stetige, beschrinkte Funktion auf {z € C | 0 < Imz < 1},
holomorph im Inneren, und v ein Weg um das Reckteck mit den Ecken =R und £R + ¢
(R > 0). Da [ holomorph ist, folgt

R R
0:/vl(z)f(z)dz:/_Rl(t)f(t)dt—/_Rl(t+z)f(t+z)dt+zs(z),

wobei e(z fo (R+is)f(R+is)ds — fol I(~R+is)f(—R +is)ds. Wegen | € F ist
beschrankt auf {z e C| O S Imz < 1}, und auBlerdem gilt lim;_,o (£t + is) = 0, da
Jg [1(t+1is)|dt < oo, fiir alle 0 < s < 1. Nach dem Grenzwertsatz von Lebesgue gilt somit
e(z) — 0 fiir R — o0, so dass

/l(t)f(t)dt:/l(t+z’)f(t+z’)dt.
R R

Sind z,y € M und f die Funktion aus der KMS-Bedingung, so folgt

/ () (@)yto, o) dt = / k(1) (youy () o, Eo) dt
R R

so dass (7190, &0) = (T£0,y"S0), bzw. (y&o, 77&0) = (o, Sy&o). Damit folgt zx&p €
D(S*) und S*x,&y = x7&. Wegen S* = F folgt weiter Fxp&y = Sx;&p, und so

Ax&y = FSzi& = F?a&o = wo,

wie behauptet. ]

Beweis von Satz 4.2.5, Fortsetzung. Mit A und A von vorhin ist e? = A zu zei-

gen. Zunédchst sei x € M und k € F. Nach Proposition 2.6.3, (2) und dem Satz
von Fubini gilt (k(4)¢,&) = [pk(Ndue = [ k(t) [ e dpedt = fR WetAg €)dt
fir £ € H. Durch Polarisation, und wegen oy(x)&y = wréy = et Azg erhalten wir
(k(A)z&o,n) = [ k(t)(eato, n)dt = (xx&o,n) fir n € H und somit

w10 = k(A)zo.

Es seien k,l € F mit k(z ) = l(z +1i) (= € C). Nach obigem Lemma folgt
( Jx§o = Améo = wpép = k( )x&o, und wegen e k(\) = I(\) (A € R) folgt wei-
ter Ae” Ak( Yx&o = k( )x&o. Schreiben wir k = ¢ mit g € F, so folgt k = g, und wir
haben
e Ag(A)zgy = A'g(A)z&y (9 € Fow € M).
Es gilt g(A) € L(H) und e *g(A) € L(H), ferner ist A~'g(A) abgeschlossen (siche
Proposition 2.1.4, (2a)), so dass A~1g(A) € L(H); es folgt

e g(A) = A7g(A) (g€ F).
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Wir leiten nun daraus e=4 = A~ her, so dass e? = A folgt. Sei hierzu n € N und

1-— 1 fir (Al <n
PREVEES S
0 fiir |A| > n.

Dann ist g,(\) = gn(—A) fir A € R und somit (partielle Integration)
/ei’\zgn()\)d/\ = / (1-— %)cos(/\z)d/\
R 0
= [(1-2)Lsin(A\2)]p —i—/ L sin(Az)dA
0

= 0— [ cos(A2)]§ = -L5(1 — cos(nz))

D=

fir z € C. Es folgt g,(z) = I_#SZ(;Z) und somit g, € F. Wegen g, , 1 und der
o-Normalitét des Borel’schen Funktionenkalkiils g — ¢(A) folgt 1 = sup,, gn(A4), und
somit g,(A)¢ — & fur alle £ € H, nach Satz 1.1.2.

Fir ¢ € D(e=4) gilt also gn(A)¢ — ¢ und A7lg,(A)¢ = e 4g,(A)¢ =
gn(A)e= ¢ — e74¢, und da A~! abgeschlossen ist, folgt (£, e"4¢) € G(A™!). Wir
haben also e~ 4 C A~! gezeigt; da e~ und A~! selbstadjungiert sind, folgt e~ 4 = A~1,
was zu beweisen war. O

4.3. Modulare Automorphismusgruppen zu Zustianden

Wir betrachten nun eine von Neumann-Algebra M mit einem treuen, normalen Zustand
¢ (dies lassen gerade die o-endlichen von Neumann-Algebren zu, siche Satz 1.9.2). Nach
Satz 1.9.3 ist die GNS-Représentation ® : M — L(H,) ein *-Isomorphismus von M
auf das Bild ®(M) und ®(M) ist eine von Neumann-Algebra mit einem zyklischen und
separierenden Vektor &y € H, so dass wg, 0® = ¢. Die modulare Automorphismusgruppe
{ot}ter von M zu ¢ sei dann definiert durch

oi(z) == & HAUD(2)A™?) (z € M,t ER).

Wir fassen Satz 4.2.3 und Satz 4.2.5 zusammen und formulieren sie fiir von Neumann-
Algebren mit einem treuen, normalen Zustand:

Satz 4.3.1. Zu einem treuen, mormalen Zustand ¢ auf einer von Neumann-Algebra
M ezistiert genau eine einparametrige Automorphismus-Gruppe {oy}ier, die die KMS-
Bedingung beziiglich o erfillt; und zwar ist dies die modulare Automorphismus-Gruppe

{ot}ier 2u .
Bemerkung. Nach Korollar 4.2.4 ist oy = idp4 fiir ¢ € R genau dann, wenn ¢ eine Spur
ist.

Der nichste Satz stellt einen Zusammenhang zwischen modularen Automorphismus-
gruppen zu verschiedenen Zustdnden her. Hierzu seien zwei treue, normale Zustédnde
@ und ¢ auf M gegeben, und die entsprechenden modularen Automorphismusgruppen
seien mit {oF }er und {o? }ier bezeichnet.
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Satz 4.3.2 (Connes). Es existiert eine stark-Operator stetige Abbildung t — u; von R
in die unitire Gruppe von M, so dass

ol (x) = wof (2)u} und usyr = usof(u;) (z € M, s,t€R).

Beweis. Es sei My(M) die von Neumann-Algebra der M-wertigen 2 x 2-Matrizen. Auf
M>s(M) definiere einen treuen, normalen Zustand w durch

w((zjk)) = p(@11) +P(222)  ((2)1) € Ma(M))

und es sei {0¥}ier die entsprechende modulare Automorphismengruppe. Es bezeich-
ne ejp € Mo(M)proj die Matrix mit Eintrag 1 an Stelle (j, k) und 0 sonst. Dann gilt
w(ejja) = w(ae;;) fir alle a € Ma(M), so dass 0f’(e;;) = ej; nach Proposition 4.2.1, (3),
und somit oy’ (ej; Ma(M)egr) = ej; Ma(M)eyy, fur alle j, k € {1,2} gilt. Ist 2 € M und
a; € My(M) die Matrix mit = an der Stelle (7, k) und 0 sonst, dann ist folglich o{’(a,)
eine Matrix mit einem Element y € M an der Stelle (7, j) und 0 sonst. Wir setzen dann
o7%(x) := y, und erhalten so vier Abbildungen o7 : M — M.

Weil {0’} eine Automorphismusgruppe in Ma(M) ist, die die KMS-Bedingung fiir w
erfiillt, folgt durch Restriktion auf e;;Mejq, dass {o}!} eine Automorphismusgruppe in
M ist, die die KMS-Bedingung fiir ¢ erfiillt. Demnach ist o}! = ¢f, und analog gilt
o2 = Uf’, fiir alle t € R.

Es sei

ug = o2t(1)  (t €R).

Weil 0 ein *-Homomorphismus ist, gilt u} = ¢}2(1). Anwendung von o auf

(be)=Ga)@o)loo) Go)=(aa)(io)

liefert azp () = wof (z)uj (insbesondere 1 = uyuj) und 1 = uju;. Wenden wir of auf

w 0 0 0 0 u 0
“((00) (10 0)
an, so folgt usys = usod (ug). O
Definition. Im Kontext von Satz 4.3.2 bezeichne
(DY : Do) :=w (Lt €R)

die cozyklische Radon-Nikodym-Ableitung von v beziiglich .
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5. Das gekreuzte Produkt

5.1. Tensorprodukte

Wir stellen einige Grundlagen vom Hilbertraum-Tensorprodukt und vom von Neumann-
Algebra-Tensorprodukt zusammen. Die Beweise finden sich etwa in [Fil96]; eine weitere
Quelle hierfiir ist [KaR86], insb. Section 11.2.

Hilbertraum-Tensorprodukt

Es sei K ein Korper und V', W seien K-Vektorraume. Dann existiert (bis auf Isomorphie
eindeutig) ein K-Vektorraum X mit einer bilinearen Abbildung ¢ : V. x W — X so
dass alle bilinearen Abbildungen ¢ : V x W — U (U ein K-Vektorraum) eine eindeutige
Faktorisierung

Y=poT, T:X — U linear

besitzen. Es wird V ®a, W := X als (algebraisches) Tensorprodukt von V und W
bezeichnet, ferner ist v ® w := (v, w) fir v € V und w € W. Es ist V ®,1; W linearer
Spann der einfachen Tensoren v @ w (v € V,w € W).

Es seien nun H und K stets komplexe Hilbertraume.

Definition. Fs definiert

(Eon o) =& nn) (&&eHnn ek)

ein Skalarprodukt auf H ®ae K, und dessen Vervollstindigung H @ K wird als
Hilbertraum-Tensorprodukt bezeichnet.

Offenbar gilt || @ n|| = [[£||||n]| fir alle { € H, n € K.
Wir werden den Hilbertraum H ® K mit dem Hilbertraum ly(I, H) aus Abschnitt A.4
dentifizieren:

Lemma 5.1.1. Es sei {¢;}icr eine Orthonormalbasis von K. Dann definiert
U:lbb(I,H) > H®K, (&)i—2ie&G®e) ((&)i€l(l,H))
eine surjektive Isometrie.

Beweis. Fiir alle (&;); € la(1, H) ist (& ® €;); eine orthogonale Familie und

I ier(& ®e)ll? = Eieslléi ® el = Xie 1€l = 11(€)sll* < oo,

also ist U definiert und eine Isometrie.
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5. Das gekreuzte Produkt

Sei nun n € K, so dass n = ), (n,e:)e; mit ((n,g:)); € lo(I). Fiir £ € H ist dann
((n,€1)§)i € l2(I, H) und

U, e)8)i =D icr((mef®ei) =@ icr{neei =@,
Damit enthélt Bild U den linearen Spann der einfachen Tensoren, der dicht in H ® K

ist; also ist U surjektiv. d

Von Neumann-Algebra-Tensprodukt

Es seien A, B *-Algebren, dann definieren
(a®b)(d @V)=ad @bV, (a®b)*=a*®@b" (a,d € A bV € B)

ein Produkt und eine Involution auf A ®,1; B, womit A ®,1s B zu einer *-Algebra wird.
Dies gilt insbesondere fiir A = L(H) und B = L(K), wobei H, K komplexe Hilbetrdume
seien. In diesem Kontext definiert

a:L(H)®ug LIK) = LIHRK), olz@y)((@n) =z6yn (€ HnekK)

einen injektiven *-Homomorphismus. Wir identifizieren daher £(H) ®,1s £(K) mit einer
Teilmenge von L(H ® K).

Definition. FEs seien M C L(H) und N C L(K) von Neumann-Algebren. Das von
Neumann-Algebra-Tensorprodukt M @ N C L(H ® K) sei definiert durch

MON = (M Qg N)".

Es ist wahr, jedoch aufwiindig zu zeigen, dass im Allgemeinen (M @ ) = M’ @ N’
(Kommutanten-Satz, siche etwa [KaR86], Theorem 11.2.16) gilt. Wir benéttigen einen
Spezialfall:

Proposition 5.1.2. Es gilt
(L(H)® Clg) =Cly @ L(K).
Beweis. Wir zeigen
{r@1g |z e LH)Y ={1lg®alac LK)}, (%)
denn daraus folgt (L(H)®Clg) = {z®1k |z € L(H)}') = {2®1k |z € L(H)})" =

{lg®alae LK)} =Cly ® L(K), wie gewiinscht.

Es sei {&;}icr eine Orthonormalbasis von K. Mittels der surjektiven Isometrie U :
lo(I,H) - H ® K von Lemma 5.1.1 kénnen wir Operatoren auf H @ K als Operato-
ren auf l3(I, H) ansehen. Letzere besitzen eine Darstellung als Matrix (i) rer, siche
Abschnitt A.4.

Wir zeigen nun (x), wobei 2 klar ist. Um C zu zeigen, sei A € L(H ® K) gegeben mit
Az ®1gk) = (@ 1x)A fiir alle z € L(H). Dann kommutiert Y := U*AU € L(I2(I, H))
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5.2. Konstruktion des gekreuzten Produkts

mit allen U*(z @1k )U. Es besitzt U*(z @ 1x)U die Matrix (6;2) 5; denn fiir alle £ € H
gilt Uvié = U(0;€); = € ® € und somit

w;(U*(z @ 1g)U)veé = w;U™ (2§ @ &) = w;((0irw)i) = 028
Ist nun (y;) die Matrix von Y, so gilt also (yi;) - (0;x) = (6:52) - (y;k), und somit
yirr = xyje  (x € L(H)).

Es folgt y;, € L(H) = Clpy fiir alle j, k € 1.

Es sei aj, € C mit yj, = ojply fur j,k € I; wir konstruieren nun a € L£(K) mit
(agk,g5) = aj. Ist hierzu n € K gegeben, so gilt n = >, ;(n,e:)e; und ((n,&:))i € la(1),
so dass ((n,£:)€); € lo(I, H) fir alle £ € H. Aufgrund der Matrixdarstellung gilt

Y((n,€0)€)i = O perain(n,ex)€)j € (I, H).
Falls ||£|| = 1, so folgt die Konvergenz von ), ; ajx(n,ex) und weiter
YD el < IYIPIm enill> = IYI1P D [imeal® = 1Y P lnl>.
jel kel iel

Damit wird durch an := > .o, (Yker @jk(n.ex)) € ein beschrénkter linearer Operator
mit ||a]| < [|Y]| definiert, und es gilt (aey,e;j) = .

Es folgt Y = U*(1y ® a)U wenn wir zeigen, dass U*(1g ® a)U die Matrix (y;) =
(aji1p) besitzt. Dies gilt, denn fiir alle £ € H gilt agy, = >, are; und folglich

w;i(U"(1g ® a)U)vg€ = w;U*(€ ® aey) = wj(airf)i = ajrlus.
Schliellich folgt A = UYU* = 1y ® a und der Beweis ist abgeschlossen. O
Bemerkung. Der Beweis zeigt, dass in Verallgemeinerung von (x)
{z@1g |z e AY ={1lgp®a|ae LK)}
gilt, falls A C L(H) eine Menge mit A’ = Cly ist.

5.2. Konstruktion des gekreuzten Produkts

Die Ausfithrungen in den néchsten beiden Abschnitten sind an [KaR86], Sections 13.2,
13.3, angelehnt.

Fourier-analytische Vorbereitungen

Die Fourier-Transformation Li(R) N La2(R) — La(R), f +— f, kann zu einem unitéren
Operator v € L(L2(R)) fortgesetzt werden. Hiermit definieren wir die ,Fourier-
Transformation® fiir Operatoren £(L2(R)) — L(L2(R)), a — @ := v*av, d. h. @ wirkt
auf die Fourier-Transformierte.

Im Folgenden betrachten wir Familien {l;};cr € L(L2(R)) und {wp}per C L(L2(R)),
definiert durch

LEC)=f(=1), wpf()=ePf() (f € L2(R))
fiir t,p € R.
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5. Das gekreuzte Produkt

Lemma 5.2.1. Es gilt l; = w; und w, = l/_\p fur alle t,p € R, und {l; }1er, {wp}per sind
stetige unitdre Gruppen.

Beweis. Fir alle f € C.(R) und s € R gilt

(0l ())(s) = /R ¢ f(r ”j% _ it Remfmj;?

Es folgt vl; = wyv, und somit I; = w;. Ebenso gilt

unf () = [ e )= = [ i)

= (wwf(-))(s)-

dr

oz~ U= fO))(s),

und es folgt vw, = l_,v, also w, = l/_\p.

Es ist w, = my,, wobei by, € Loo(R), hy(s) := 5. Wegen hy, = h_p, und hyiq = hphg
(p,q € R) folgt, dass {wy}, = {m4, }, eine unitdre Gruppe ist. Fiir f € La(R) ist

lim () = FO)IP = T [ e = 11 (5) s = 0

nach dem Grenzwertsatz von Lebesgue; {w,}, ist also eine stetige unitére Gruppe. Wegen
ly = wy = v*wyv folgt, dass auch {l;}; eine stetige unitére Gruppe ist. O

Bemerkung. Wir geben eine Beweisskizze fiir die folgende (sehr plausible) Aussage:
Sei f : R — C messbar, f; die Translation fi(s) = f(s—1t) (s € R), und gelte f = f; fast
iiberall (¢t € R); dann ist f fast iiberall konstant.

Wir benutzen die Eindeutigkeit (bis auf Normierung) des Lebesgue-MaBles A als
translationsinvariantes Mafl auf den messbaren Mengen in R. Sei zunichst S C R
messbar und keine Nullmenge, mit Xgy; = Xg fast tiberall (¢t € ]lﬁ), dann definiert
B — X(B) := A(S N B) ein translationsinvariantes Maf} auf R mit A(S) = A(S) > 0,
so dass A = A gelten muss und R\ S eine Nullmenge ist. Ist nun f : R — C messbar
und f; = f fast iiberall (¢ € R), sowie B C C messbar, dann ist nach dem vorigen Satz
f7YB) oder R\ f~(B) eine Nullmenge, also ist f fast iiberall konstant.

Es bezeichne A C L(Lz(R)) die maximal kommutative von Neumann-Algebra
A= {my | g € Loo(R)},
wobei my fiir g € Loo(R) durch my(f) := gf (f € La2(R)) definiert sei.
Lemma 5.2.2. Wir haben

A = Spann{w, | p € R} (schwach-Operator-Abschluss),
L(Ly(R)) = ({wp|peRPU{l |t € R})".

Bewets. Zu zeigen sind die Inklusionen C.
Fiir die erste Inklusion reicht es zu zeigen, dass jedes schwach-Operator stetiges Funk-
tional w auf L£(L2(R)) mit w(w,) = 0 (p € R) auf A verschwindet. Schreiben wir

w=>"_1(fj,9;) mit f;,g; € L2(R), so gilt

w(my) = /Rh(s) ij(s)mds = /Rh(s)k:(s)ds (h € Loo(R)),
j=1
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5.2. Konstruktion des gekreuzten Produkts

wobei k € L1(R), k(s) := >, fj(s)gj(s). Fiir die Fourier-Transformierte k gilt k(p) =

Jg €75k(s) f;? = \/%w(wp) = 0 fiir alle p € R. Nach dem Eindeutigkeitssatz der Fourier-

Analysis ist dann k = 0 fast {iberall und somit w(my) = 0 fiir alle m;, € A.

Fiir die zweite Inklusion sei z € ({w, | p € R} U{l; | t € R})" und wir zeigen x € C1.
Aus dem vorigen Absatz folgt x € A" = A, also © = my, fiir ein h € Lo (R). Ferner gilt

mpf(-) = limale f(-) = Lemn f(- —t) = h(- + 1) f() = mn_, f (),

also h = h_; fast iiberall (¢ € R). Nach der letzten Bemerkung ist h fast {iberall konstant,
und somit x = my, € C1. O

Der Raum Ly(R, H)

Im Folgenden sei H ein separabler Hilbertraum. Wir fithren den Raum Lo (R, H) ein und
zeigen, wie er mit dem Hilbertraum-Tensorprodukt H ® Lo(R) identifiziert werden kann.

Eine Funktion £ : R — H heile messbar, falls t — (£(t),n) messbar fir alle n € H ist.
Bemerkung. Fiir zwei messbare Funktionen £,7: R — H ist ¢t — (£(¢),n(t)) und insb.
t +— ||€(t)]|* messbar. Denn mit einer Orthonormalbasis (g,) von H ist (£(t),n(t)) =

> 521(8(t), En)(En, n(t))-

Definition. Es sei L2(R, H) die Menge aller messbaren Funktionen £ : R — H mit
fR 1€(8)||2dt < oo, und fiir €,m € Lo(R, H) sei

(&m) = /R@(t),n(t»dt.

Bezeichne N C Lo(R, H) alle messbaren Funktionen & mit (€,€) =0, so sei definiert
Ly(R,H) := Lo(R, H) /N

Proposition 5.2.3. Es wird Ly(R, H) mit dem von Lo(R, H) induzierten Produkt (-, -)
zu einem Hilbertraum, und es definiert

W:H®Ly(R) — Lo(R, H), £@f()— f()E (€€ H, fe LyR))
eine surjektive Isometrie.

Beweis. Man sieht leicht, dass (-,-) ein Skalarprodukt auf Lo(R, H) ist, und wir miissen
noch die Vollsténdigkeit zeigen. Ist (&,) eine Cauchy-Folge in Lo(R, H), so existiert eine
Teilfolge (£5,,), so dass [|&, — &ull < 27°F fiir alle m,n > ny,. Wir setzen 1y, := &, .

Wir zeigen, dass () fast iiberall punktweise konvergiert. Sei hierzu g € Lo(R) defi-
niert durch gi(s) := [l7k(s) — 11 (s)|| (s € R), dann ist [|gx[l = [ — 4[| < 27, und
fiir alle m € N gilt

m

/(Z () = 1 (s)ID?ds = 11> gl < Q- llgwl)* < 1.
R k=1 k=1

k=1
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Nach dem Konvergernzsatz von Beppo-Levi folgt, dass > ;o [[nk(s) — nk41(8)]| < oo fiir
alle s auflerhalb einer Nullmenge N C R, und fiir diese existiert £(s) := limg_ o0 Nk ($).
Setzen wir £ auf N durch 0 fort, so erhalten wir eine messbare Funktion £ : R — H, denn
fiir alle n € H ist s — (£(s),n) der fast iiberall punktweise Grenzwert von messbaren
Funktionen.

Nun zeigen wir §, — § in Lo(R, H). Fiir alle € > 0 existiert ein N mit ||§, — &yl < e
fiir alle m,n > N. Fiir m > N gilt deshalb nach dem Lemma von Fatou

/M (s muﬂmm/wk Em(s)2ds < <2,

sodass £ = (£ —&n) +&m € Lo(R, H) und &,, — &.
Sind fi,..., fn € L2(R) und 51,---7§n € H,soist 3 ; fi(-)§; € L2(R, H) und es gilt
1525 FiGOEI? = 25k (& En) Jo Fi() fr(s)ds = 37,106 @ fi, 6 @ fr) = 122, & @ fill*

Somit definiert W eine Isometrie.
Es bleibt zu zeigen, dass Bild W C Lo(R, H) dicht ist, d. h. ¢ € Bild W+ impliziert
& = 0. Ist (g,,) eine Orthonormalbasis von H, so gilt

Aﬂ@@@@Mx4W@®n@=

fir alle f € Lo(R) und n. Damit ist (g,,,£(-)) = 0 fast tiberall, und folglich £ = 0 fast
iiberall, wie gewiinscht. O

Wir identifizieren im Folgenden Lo (R, H) mit H® La(R) und beschreiben als Néchstes,
wie zu Abbildungen y : R — £(H) Operatoren Y auf Lo(R, H) definiert werden kénnen.

Lemma 5.2.4. Es sei M C L(H) eine von Neumann-Algebra und y : R — M eine
schwach-Operator stetige, beschrinkte Abbildung. Dann definiert

VE() = y()el) (€€ La(R, H))
einen Operator Y € M ® A C L(L2(R, H)).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass Y& € Lo(R, H) fiir £ € Lo(R, H) ist.

Um die Messbarkeit von Y¢ zu zeigen, sei n € H und (g,) eine Orthonormalbasis von
H. Dann ist ((Y€)(5),m) = (y()€(5),m) = (€(), 5 (8)m) = 22521 (€(5), 2n)(Ems 47 (5)m) =
Yoo 1(€(5),en)(y(s)en, n) messbar als Funktion von s, weil £ messbar ist und y schwach-
Operator stetig ist.

Mit M = sup [y(s) || < oo ist [VE2 = fy [y()€(s)|2ds < M2 f, [[€(s)|ds < oo, 0
dass Y¢ € Lo(R, H). Damit sieht man bereits auch dass Y einen linearen Operator in
L(L2(R, H)) definiert mit ||Y] < M.

Nun zeigen wir Y € M ® A.

1. Schritt. Es sei y von der Form y(-) = g(-)x, wobei g € C(R) beschrankt und z € M
fest sei. Fir alle n € H und f € La(R) gilt dann Y(n ® f) = Y(f(-)n) = g(-) f(-)xn =
zn®g()f(-) = (2 ®@mg)(n® f), und somit ¥ =z @ myg € M ® A.

2. Schritt. Ist nun y : R — M schach-Operator stetig und M := sup ||ly(s)|| < oo,
so approximieren wir y durch Linearkombinationen von Funktionen obiger Form. Und
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zwar konstruieren wir eine Folge (y,), wobei y,(-) := Z?Ql Gnj(-)Tnj mit gn; € C(R)
beschrénkt und z,; € M mit |z,;|| < M, so dass y, — y punktweise in schwach-
Operator-Topologie.

Es sei n € N, und (Unj)§il eine Uberdeckung von [—n, n] mit offenen Intervallen der
Lénge < % Wihle nun Funktionen g,; € C(R), g,; > 0 mit supp gn; € Uyj, so dass
2?21 gnj < 1 auf R und Zfll gnj = 1 auf [—n,n] (vgl. Partition der Eins). Wéhle
weiterhin x,; := y(sn;), wobei s,; € U,; beliebig, und setze yy(-) := Z?il Gnj(-)Tn;.
Man folgert aus der Stetigkeit von s — (y(s)§,n) nun leicht (y,(s)&,n) — (y(s)&,n) fir
alle s€e Rund &, € H.

3. Schritt. Sind Y,, € L(Ly(R, H)) die zu y,, korrespondierenden Operatoren, so gilt
nach dem 1. Schritt Y,, € M ® A. Wir zeigen Y,, — Y in schwach-Operator-Topologie,
woraus dann Y € M ® A folgt. Ist £,n € Lao(R, H), dann gilt nach dem Grenzwertsatz
von Lebesgue

/R<y(s)§(3),n(s))ds = lim [ (yn(s)&(s),n(s))ds,

n—oo R

denn [(yn()$(s), n(s))| < ME(s)[[[In(s)]l fir s € R und [ [[€(s)][In(s)]|ds < oo. Somit
ist (Y&, n) = lim,—00(Yn&,n), und die Behauptung ist bewiesen. O

Das gekreuzte Produkt
Es seien {l;}ier, {wp}per € L(L2(R)),
Wf()= (=1, wf()=€e"f() (f € L2(R)),

die stetigen unitdren Gruppen vom Anfang dieses Abschnitts. Man sieht leicht, dass
durch
Li:=1®1, W,:=10w,

stetige unitére Gruppen {L¢}ter, {Wp}lper € L(L2(R, H)) definiert werden.

Definition. Es sei M C L(H) eine von Neumann-Algebra und {oy}ier C Aut(M) eine
stetige Automorphismusgruppe. Das (abstrakte) gekreuzte Produkt NV := M ®, R C
L(L2(R, H)) ist die von den Operatoren m(x) (x € M) und Ly (t € R) generierte von
Neumann-Algebra, wobei
m()§() = a(2)§(), Li() =& —1) (& € L(L2(R, H)).
Bemerkung. (1) Nach Lemma 5.2.4 ist 7(z) € M ® A, somit gilt N' C M @ L(L2(R)).

(2) Es gilt 7(0)Leé() = T@)E(- — ) = a_ (@€ — t) = ar(a_(@)E(- — 1) =
Lia~(a—i(2))E() = Lim(a_y())E(), also

Lim(x)L; = m(a—¢(x)).

Damit folgt, dass der lineare Spann von L;w(z) (t € R,z € M) eine *-Algebra ist, so

dass
N = Spann{L;w(z) | x € M,t € R},

wobei der schwach-Operator-Abschluss gemeint ist.
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Proposition 5.2.5. FEs sei {aq}ier durch eine stetige unitire Gruppe {u}ier C L(H)
implementiert (d. h. oq(x) = ujzug). Dann definiert

UE() :==ug() (&€ L(L2AR, H))
einen unitiren Operator U € L(L2(R, H)), und es gilt
U*TF(JJ)U:Z‘@l, U LU =u_; 1.

Ist N = M ®, R das abstrakte gekreuzte Produkt zu einer unitir implementierten
Automorphismusgruppe, so bezeichnen wir die von den Operatoren z ® 1 (z € M) und
u—t ® 1l (t € R) erzeugte von Neumann-Algebra U*NU als implementiertes gekreuztes
Produkt.

Beweis. Nach Lemma 5.2.4 ist U € L(L2(R, H)) und man zeigt leicht, dass U*¢(-) =
u_.£(-) und damit UU* = U*U = 1 gilt. Weiterhin gilt

Urn(2)UE(:) = Urm(z)ug() = Ura(z)u () = u—a_(z)uf(-) = z§(-)
U*LtUg() = U*Ltuf() = U*U._tf(' — t) = U_tg(' - t),
fir £(-) € Lo(R, H), also U*n(z)U =2 ® 1 und U*L,U = u_y ® l;. O

Bemerkung. Eine kurze Rechnung unter Benutzung von w_,l;w, = e~ P, liefert

Wym(x)Wy, = 7n(x), W,LW, = e P Ly;

die folgende Definition ist also gerechtfertigt.

Definition. Die duale Aktion {ap}per auf N sei die durch
ap(A) =Wy AW, (AcN,peR)
definierte stetige Automorphismusgruppe.

Mittels der dualen Aktion liefle sich erneut das gekreuzte Produkt von N bilden.
Takesaki’s Dualitétstheorem besagt, dass dieses isomorph zu M ® L(L2(R)) ist (siehe
etwa [KaR86], Theorem 13.2.9), jedoch bendtigen wir dieses Resultat nicht.

Proposition 5.2.6. Ist {oy}ier unitir implementiert, so ist m(M) die Fizpunkt-Algebra
unter der dualen Aktion, d. h.

m(M) = ({4 €N | ay(A) = A}.

peR

Beweis. Wir benutzen den unitéren Operator U € L(L2(R, H)) aus Proposition 5.2.5
und die Darstellung von N als implementiertes gekreuztes Produkt U* N'U. Man priift
leicht nach, dass U*W,U = W, gilt. Ferner ist L; (¢ ®1)L; = 2 ®1 und Lj (u_; @)Ly =
u—t ® lg, und somit L; X L; = X fiir alle X € U*NU.

Fiir den Beweis des Satzes ist lediglich 2 zu zeigen. Sei hierfiir A € N mit Wy AW, =
A fir alle p € R gegeben, und sei X := U*AU. Nach der Vorbemerkung folgt dann
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Wy XWy, = WU AUW,, = U*W,AW,U = U*AU = X, sowie LiXL; = X fiir p, s € R;
also ist
XC({1low,|peRU{1®I |t eR}).

Nach Lemma 5.2.2 ist ({w, | p € R} U{l; | t € R})' = C1 und wegen der Bemerkung zu
Proposition 5.1.2 folgt X =z ® 1 fiir ein x € L(H).

Es bleibt x € M = M" zu zeigen, denn daraus folgt A = UXU* = U(z2®1)U* = 7(z).
Seiye M'und Y : =y ® 1. Wegen A € M ® L(L2(R)) gilt AY =Y A, und daher

fOuau_ye = A(f()y€) = AY (f()y) = YA(f()E) =Y f(Juru_& = f(-)yu.ru_§

fir alle £ € H und f € La(R), also f(s)uszu_sy& = f(s)yusru_ & fiir fast alle s € R.
Speziell fir f € C(R) mit f(0) = 1 folgt damit xy& = yz€ (setze s = 0), so dass zy = yx,
was zu beweisen war. O

Proposition 5.2.7. Ist {o}ier unitir implementiert, so ist m: M — N ein injektiver
*-Homomorphismus und 7(M) ist eine von Neumann-Algebra; es lisst sich N somit als
Erweiterungsalgebra von M auffassen.

Beweis. Mit U € L(L2(R, H)) aus Proposition 5.2.5 ist m(x) = U(z ® 1)U*, also ist
7 ein injektiver *~Homomorphismus. Als Fixpunktalgebra von unitir implementierten
Automorphismen (siehe Proposition 5.2.6) ist m(M) schwach-Operator-abgeschlossen
und somit eine von Neumann-Algebra. O

Bemerkung. Die letzten beiden Aussagen bleiben fiir nicht unitir implementierte Au-
tomorphismusgruppen {o; }¢cr giiltig; man kann die Situation auf den unitir implemen-
tierten Fall zuriickfiithren.

5.3. Gekreuzte Produkte zu modularen
Automorphismusgruppen

Es sei My eine von Neumann-Algebra mit einem treuen, normalen Zustand ¢. Nach
Satz 1.9.3 ist Mg *-isomorph zu einer von Neumann-Algebra M mit einem zyklischen
und separierenden Vektor £ (via der GNS-Darstellung beziiglich ¢). Ist {o;}icr die
(unitdr implementierte, stetige) modulare Automorphismusgruppe auf M zum Vektor-
zustand we,, so lésst sich das entsprechende gekreuzte Produkt N := M ®, R auch als
Erweiterungsalgebra von My ansehen.

Wir werden zeigen, dass A eine treue, normale, semifinite Spur 7 mit 706, = e Pr
besitzt, wobei {7}, },cr die duale Aktion bezeichne. Diese Tatsache ist fundamental fiir
die Konstruktion nicht-kommutativer Integrationsrdume beziiglich M.

Konstruktion der Spur

Es seien {l;}+er, {wp}per die stetigen unitéren Gruppen vom Anfang dieses Abschnitts;
ferner sei v € L£(La(R)) der unitére Operator, der die Fourier-Transformierte fortsetzt,
sowie @ := v*av fir a € L(L2(R)). Es gilt dann [, = wy, w, = l/:p fir t,p € R, siche
Lemma 5.2.1.
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5. Das gekreuzte Produkt

Zu einer beschrinkten, messbaren Menge X C R definiere fx € Lo(R) durch

fx(s) =

e /2 falls s € X,
0 sonst,

und setze
Tx := Vektorzustand zu & ® v* fx

(wir bezeichnen hierbei auch ein nicht-normiertes positives Funktional als Zustand).
Es sei daran erinnert, dass A/ der schwach-Operator-Abschluss des linearen Spanns der
Operatoren Lym(x) = (1 @ wy)m(x) ist. Deswegen ist das folgende Lemma von Interesse.

Lemma 5.3.1. Wir haben
X (1 @ myg)m(z)) = we, (z) /Xg(s)esds (9 € Loo(R)).
Beweis. Es gilt (beachte (o4(x)&0, o) = we, (01()) = we, () fiir alle ¢ € R)

x (L @mg)r(z)) = (1 @my)m(z)(& @v*fx), & @v" fx)
= (m(x)( ®v" fx), 0 @ my v fx)

- /R (0 () (0" Fx)(3)6o, (0Tt " F)(8)€n)ds
- /R (0 +(2)E0, €0) (v" Fx) () ((0g)* For) (8)Eods

= wg, (2)(v" fx, (ving)" fx) = we, () (Mg fx, fx)
— we(o) [ gl gs
X
was zu zeigen war. ]
Zu X C R messbar definieren wir
Ex =1 my y € Nproj-

Weil {my, }x ein Netz ist mit my, — 1 in starker Operator-Topologie, folgt dass
{Ex}x ein Netz ist mit Ex — 1 in starker Operator-Topologie.

Eigenschaften von Tx. Seien X, Y beschrénkte, messbare Mengen.
(1) Fur X C Y gilt
Ty(ExAEx) = Tx(A) (A S N)

Denn wegen Ex({o ® v*fy) = & @ v'my v fy = & ® v fx gilt 7v(ExAEx) =
(AEx (o ® v fy), Ex(§o ® v fy)) = 7x (A).

(2) Ist X NY eine Nullmenge, so gilt
x4y (4) = 7x(A) + 1v(A) (A eN).

Dies folgt fir A = Lym(z) = (1 ® wg)w(x) aus dem obigen Lemma; weil es sich um
Vektorzustinde handelt, folgt die Gleichung somit fiir den schwach-Operator-Abschluss
des Spanns von Operatoren Lyw(z) und damit fiir alle A € V.
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(3) Es gilt
Tx(0p(A)) = e Prx_p(4) (AeN).

Es reicht wieder, A = Lyw(z) = (1 ® wy)w(z) zu betrachten. Nach dem Lemma gilt

rx(WeLin(@)W,) = rx(e P Lin(z)) = we (x)e " / ¢itse=s ds
X

= wgo(rﬂ)/ e_peit(s_p)ep_sd.s:e_pw&)(x)/ eitS o5 s
X X—p

G o))
Proposition 5.3.2. Es definiert
7(A) := sup{7x(A) | X C R messbar, beschrinkt} (A€ N)
ein normales, semifinites, treues Gewicht mit T oo, = e Pr.

Beweis. Fiir alle A € Ny und X messbar, beschrénkt folgt nach Eigenschaft (2) 7x (4) <
limy, 7(_y, n)(A) < 7(A). Erneut mit Eigenschaft (2) schliefen wir

n—1 [es]
T(A) =l 7 (A) = lim Y 7540(A) = D 75540 (A),
=n oo

d. h. 7 ist als abzédhlbare Summe von Vektorzustianden ein normales Gewicht.
Ferner gilt nach Eigenschaft (1)

Tx(A) = lién T[fn,n] (ExAEx) = T(ExAEx)

und es folgt, dass 7 endlich auf |Jy ExNEx ist. Wegen {Ex}x — 1 in starker
Operator-Topologie ist daher 7 semifinit.

Um zu zeigen, dass 7 treu ist, sei A € N mit 7(A*A) = 0. Dann ist fiir alle X messbar
und beschrinkt 7y (A*A) = ||A(& ® v* fx)||? = 0. Es folgt A = 0 wenn wir zeigen, dass
die Familie {{y ® v* fx } x separierend fiir N, bzw. zyklisch fiir N7 ist.

Um letzteres zu zeigen halten wir zunéchst fest, dass {v*fx}x dicht in Lo(R) ist.
Denn sei g € La(R) mit (g,v* fx) = 0 fur alle X, dann folgt

/X (vg)(s)e™"/2ds = (vg, fx) = (g, 0" fx) = 0

fiir alle X und somit vg = 0 und g = 0. Ferner ist & zyklisch fiir M’; also M’y dicht in
H . Insgesamt folgt also, dass {(z®1)({o®v* fx)} x zemr dicht in H® Ly(R) ist und wegen
N C M@ L(L:(R)) gilt x @1 € N fiir alle z € M’. Daraus folgt die Behauptung. [

Wir miissen noch zeigen, dass 7 eine Spur ist, also dass 7(A*A) = 7(AA*) fir A e N
gilt. Das folgende Lemma ist ein wesentlicher Schritt in diese Richtung.

Lemma 5.3.3. Es sei X = [~c,c] mit ¢ > 0, und g,h € Cc(R) mit Triger in X, so
dass g,h € L1(R). Dann gilt

X (L@ mg)m()(1 @ mp)w(y)) = 7x (1 © mp)7(y)(1 @ mg)m(z))  (z,y € M).
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5. Das gekreuzte Produkt

Zusatzbemerkung. Eine Funktion g € C.(R) mit stetiger zweiter Ableitung ¢” erfiillt
automatisch g € Lq(R).

Denn nach partieller Integration gilt g(s) = [ €°g(q)—L = — [ Le'®g/( )-do

\/ﬂ
Jz ﬁezqsg”(q)ﬂ fir alle s € R. Also ist |g( )| < 81 M fur ein M > 0 und damit

A Vor
g c Ll(R)

Beweis. Wir formen zunéchst die linke Seite um.
(1) Es gilt nach dem Inversionstheorem der Fourier-Analysis und nach Fubini

(T@mp)E(),n)) = /Rh(S)@(S),n(SDdS

- ([ “’”’ﬁuj%) (E(5), m(s))ds
_ // —isr >dsh<>¢d§7r

~ dr
_ /R (W=r (), n()h(r) 7=,

fir alle £(-),n(-) € L2(R, H).
(2) Wegen my, = v*myv und Iy = w; = v*wv und (1) folgt

(TompE),nC) = (1@mp)lev)), (Tev)n())
R<Wfr(1 ®v)¢(), (L@ v)n())

/
= [ Bt =

=)
—
2

(3) Es folgt mit (2) nun

7x (1 ® mg)m(2)(1 & mp)m(y))
= (X @mp)7(y)(§o @ v" fx), (1 © mg)m(x))" (S0 © v* fx))

= [ {em )0 © v ). (@) (6 9 )b T
_ ~ . dr
= [ @ @) e ) r) =

(4) Wir formen 7x ((1®@mg)m(z)L_,7(y)) weiter um. Es gilt 7(z)L_, = L_,7(0,(x)) =
(1®Il_y)n(or(z)) und somit

(L@ my)r(x)Lr7(y) = (1 @ myl_)m(ov(z)y),

wobei myl_, = Myw_, = My, mit k(s) := e "*g(s). Mit Lemma 5.3.1 folgt

X (1@ g m(2) Lym(y)) = wey (o / k(s)e—*ds.
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(5) Weil der Triager von g in X liegt, gilt

/ k(s)e *ds = / e g(s)ds = V2mg(i — ).
b'e R
Eingesetzt in (4) und dies dann in (3) ergibt schliefllich

mx (1 @ mg)m(z)(1 @ mp)m(y)) = /ngo (o (2)y)3(i — r)h(r)dr,
und aus Symmetriegriinden folgt

X (L@ mp)7(y)(1 @ mg)n(z)) = /Rw&o(ffr(y)@ﬁ(i —r)g(r)dr.

Wir benutzen jetzt die KMS-Bedingung der modularen Automorphismusgruppe
{o1}ter beziiglich wg, um die Gleichheit dieser beiden Integrale zu schlieen. Es sei
also f € C({z € C| 0 < Rez < 1}) beschrinkt, holomorph im Inneren, so dass

f(r) = wg, (or(2)y) und f(i +7) = wey (yor(z)) (1 € R).

Weil we, invariant unter o, ist, folgt f(i + 1) = we, (yo,(x)) = wey(0—r(y)x), und damit
erstes Integral = / FR(r)g(i — r)dr, zweites Integral = / £+ r)h(i + r)g(—r)dr.
R R

Die Funktion f(z)ﬁ(z)ﬁ(z — z) ist beschrinkt und stetig auf {z € C | 0 < Rez < 1},
holomorph im Inneren, und konvergiert fiir | Re z| — oo gegen 0. Betrachten wir das
Wegintegral um das Rechteck mit den Eckpunkten £R und +R+1, so folgt mit R — oo
wegen Cauchy’s Integralsatz und dem Konvergenzsatz nach Lebesgue die Gleichheit der
Integrale. O

Lemma 5.3.4. Fiir alle A € N gilt
T(A*A) = T(AAY).
Beweis. Wir bemerken zunéchst
T(A*A) = nll_}H;O Tenn) (A" By ) A);
denn fiir n > m ist A*E_,, A > A*E[_,, ) A und damit liminf, 7_, (A" E|_p, ) A4) >
limy, 7(_ ) (A" E[_ ) A) = T(A"E|_p, ) A); es folgt

—n,n

aufgrund der Normalitét von 7.

Es reicht daher, 7x(A*ExA) = 7x(AExA*) fir alle X = [—¢, ¢, ¢ > 0 zu zeigen,
was gleichwertig zu 7x (Ex A*ExAEx) = 7x(ExAEx A*Ex) ist. Die Behauptung des
Lemmas folgt also aus

Tx(ExAExB) = Tx(ExBExA) (A,B EN, X = [—C, C],C > 0) (*)
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Fiir den Beweis von () reicht es, A = (1 ® my)m(z) und B = (1 ® myp,)n(y) mit
g, h € Loo(R) und z,y € M zu betrachten, weil solche Operatoren schwach-Operator-
dicht liegen in A (es sei daran erinnert, dass 7x ein Vektorzustand ist).

Es ist Ex(1® my) = 1 ® myymy = 1 @ Mgy, und im Hinblick auf das letzte
Lemma werden wir gX x durch zweimal stetig differenzierbare Funktionen mit Tréger in
X approximieren.

Nach [Rud74], Korollar zu 2.24, existiert eine Folge (k) C C.(R) mit &k, — gXx fast
iiberall punktweise und ||k, ||coc < ||9|lco- Nach dem Approximationssatz von Weierstrafl
gibt es eine Folge von Polynomen (p,) € C(R) mit |[p, — (1— 2)ky[|x < L{|ky[|x (hierbei
bezeichne ||-||x die Supremumsnorm auf X). Insgesamt gilt also p,, —> g fast {iberall auf
X, sowie ||pnllx < |knllx < |lg]loo- Weiterhin gibt es eine Folge (X,) C C.(R) zweimal
stetig differenzierbarer Funktionen X,, mit Tréger in X und ||X,|| < 1, so dass X,, — Xx
punktweise auf R\ {—c, c}. Die Produktfolge (gn) € C.(R), gn := pnXn, besteht daher
aus zweimal stetig differenzierbaren Funktionen mit Trager in X und ||gn||cc < [|9]c0, SO
dass g, — gXx fast tiberall punktweise.

Nach dem Grenzwertsatz von Lebesgue folgt

/R ((gnt) — 9(OXx (D) FD2dE — 0 (f € Lo(R)),

so dass mg, — Mgy, und damit 1 ® m,, — 1 ® My, = Ex(1 ® my), jeweils in
starker Operator-Topologie.

Es ist Ex(1 ® mp) = 1 ® Mpyy, und approximieren wir hXy auf die gleiche Weise
durch eine Folge (hy,), so gilt nach dem letzten Lemma

x (1@ myg, )m(2)(1 @ mp, )7 (y)) = 7x (1@ mp,, )7 (y) (1 © mg, ) (x)),

also 7x (Ex (1 ® mg)m(2) Ex (1@ mp)7(y)) = mx (Ex (1 ®@ mp)m(y) Ex (1 ® mg)m(x)) mit
n — 0o, wie gewiinscht. O

Wir fassen zusammen:

Satz 5.3.5. Es sei M eine von Neumann-Algebra mit einem generierenden und zykli-
schen Vektor und N := M ®, R das gekreuzte Produkt zu der entsprechenden modularen
Automorphismusgruppe. Dann besitzt N eine normale semifinite treue Spur T mit

Toop,=e Pt (peR),

wobei {op}p die duale Aktion auf N bezeichne.
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6. Haagerup-L,-Rdume

Die vorliegende Darstellung der Haagerup- L,-Raume ist [Ter81], Chapter II, entnommen.

6.1. Definition

In diesem Kapitel betrachten wir ausschlieflich Operatoren auf einem separablen Hil-
bertraum. Dies ist notwendig, weil wir dies fiir die Konstruktion des gekreuzten Produkts
angenommen haben.

Sei M eine von Neumann-Algebra, g ein normaler, treuer Zustand auf M und
{of°}1er die zugehorige modulare Automorphismusgruppe. Das entsprechende gekreuz-
te Produkt sei N':= M ®,¢0 R, und es bezeichne {¥;}scr die duale Automorphismus-
gruppe auf A. Nach Satz 5.3.5 existiert eine normale, semifinite, treue Spur 7 auf N,
mit 7o ¥s = ey (y € N,s € R). Es sei daran erinnert, dass N via der Einbettung
7 : M — N als Erweiterungsalgebra von M angesehen werden kann.!

Wir bezeichnen mit A die topologische *-Algebra aller mit A affiliierten, 7-messbaren
Operatoren (sieche Abschnitt 3.2), sowie mit Ay deren Positivteil.

Bemerkung. Die (unitdr implementierten) *-Automorphismen 95 auf N besitzen
natiirliche Fortsetzungen auf N bzw. auf N. Aus der Eindeutigkeit des Borel’schen
Funktionenkalkiils folgt ¥5(g(a)) = g(¥s(a)) fiir alle a € Ny, und g € B(C).

Definition. Es seip € [1,00]. Mit obigen Bezeichnungen ist
Ly(M) :={a € N | 9s(a) = e~*/Pa fiir alle s € R}
der (Haagerup-)L,-Raum zu einer von Neumann-Algebra M.

Bemerkung. (1) Fiir alle p € [1,00] ist L,(M) ein Vektorraum, und mit a € L,(M)
sind auch a* € L,(M) und |a| € L,(M); die letzte Aussage folgt etwa aus

Is(lal) = [s(a)| = e=*/Pa] = e=*/?]al.

Es folgt, dass L,(M) der lineare Spann von Ly,(M); = L,(M) NN ist.
(2) Es ist L,(M) N Ly(M) = {0} falls p # gq.
(3) Sind p,q,r € [1,00] mit %—F% = 1 und ist a € Ly(M), b € Ly(M), so ist

ab € L,(M); denn es ist ab € N und 9s(ab) = 94(a)ds(b) = e~5/Pae~5/1b = =5/ ab.

!Genau genommen betrachten wir das gekreuzte Produkt A zu Mo, einer zu M *-isomorphen von
Neumann-Algebra, die einen zyklischen und separierenden Vektor besitzt (siche Satz 1.9.3), weil wir
fiir nur fiir diesen Fall die Existenz der Spur auf A" bewiesen haben.
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Bemerkung (2) stellt eine durchaus befremdliche Eigenschaft der Haagerup-L,-Réume
dar. Dagegen zeigt (3), wie leicht eine ,,Mini-Version“ der Holder’schen Ungleichung
bewiesen werden kann.

Lemma 6.1.1. Es seia € N und p € [1,00). Dann gilt
a€ Ly(M) & |a|P € Li(M).

Beweis. Wir haben 7(X(y o) ([a])) = 7(X(ar,00)(|a[?)) fiir alle A > 0, also ist a € N nach

der Bemerkung zu Lemma 3.2.2 dquivalent zu |a|? € N. Fiir solche a und s € R ist nun
Vs(a) = e~*/Pa dquivalent zu 9,(|aP) = [94(a)[P = e~%|alP. O

Um L,(M) mit einer Norm zu versehen, erértern wir nachfolgend, wie L;(M) mit
der Priadualen M, von M identifiziert werden kann; dann {ibertragen wir die Norm von
M, auf Li(M) und leiten daraus auch eine Norm auf L,(M) ab.

6.2. Weitere Grundlagen

Fiir die Identifikation L;(M) = M, sind einige Grundlagen iiber duale Gewichte zu
gekreuzten Produkten, sowie iiber operatorwertige Gewichte erforderlich.
Die Polarzerlegung in M,

Es sei M eine von Neumann-Algebra und M, deren Priaduale. Es sei daran erinnert, dass
M, via der kanonischen Einbettung M, — M* mit den o-schwach-stetigen Funktiona-
len auf M identifiziert werden kann. Dementsprechend seien M} alle o-schwach-stetigen,
positiven Funktionale.

Definition. FEs sei ¢ : M — C ein lineares Funktional und x € M. Wir definieren

"= (*), z.p:i=e(x), ex=p(z).
Bemerkung. Es sind ¢*, 2.0 und @.x lineare Funktionale auf M, und es gilt
z.(yp) =zyp, (pa)y=pay, (v.p) =9 2" (z,yeM).

Ist ¢ stetig, so sind auch ¢*, z.p und .z stetig mit ||z.¢| < ||z||||¢|| und [[¢.z| <
llell]lz]|- Liegt ¢ in M., so sind auch ¢*, x.¢ und .z in M,.

Fiir den Beweis der néchsten Aussage verweisen wir auf [Tak79], Theorem II1.4.2.
Satz 6.2.1. Es sei M eine von Neumann-Algebra.
(1) Jedes Funktional ¢ € M, besitzt eine eindeutige Polarzerlegung
Y =W,

wobei w € M und v € M eine partielle Isometrie mit v*v = suppw ist; wir
definieren |¢| == w.

(2) M, ist der Spann von M .
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Der erweiterte Positivteil einer von Neumann-Algebra

Der Wertebereich eines operatorwertigen Gewichts wird wie bei gewdhnlichen Gewichten
auch gewisse ,,unbeschrinkte Objekte* beinhalten. Hierfiir werden wir den erweiterten
Positiventeil einfiithren.

Definition. Der erweiterte Positivteil ./(/L einer von Neumann-Algebra M ist die Men-
ge aller additiven, positiv homogenen Abbildungen m : M} — [0,00], die nach unten
halbstetig sind?.

Bemerkung. (1) Jedes x € M definiert ein Element in M\+ durch mg : ¢ — ¢(z)
(m, ist sogar stetig), so dass M als Teilmenge von M angesehen werden kann.

(2) Es sei M die Menge aller mit M affiliierten, positiven selbstadjungierten Ope-
ratoren. Ist A € My und {ey}rer € M die Spektralschar zu M, so definiert

ma e H/ Ado(ey) (p e M)
0

ein Element in /\//\l+, und die Abbildung A — my4 ist injektiv (ohne Beweis). Hierdurch
kann auch M als Teilmenge von M angesehen werden.

Definition. Zum,n € M\+, x € M und X > 0 definieren wir Elemente Am, m+n und
x*mx in M, durch
(Am)(p) := Am(p), (m+n)(p) :=m(p)+n(p), (z'mz)(p):=m(z.0.z7)

fiir alle p € M.

Bemerkung. (1) Es ist nicht schwer zu zeigen, dass Am, m + n und z*max tatséchlich
in My sind.

(2) Im Fall m,n € M, stimmen diese Definitionen mit den iiblichen Operationen in
M iiberein; fiir den Fall m,n € M beachte die Bemerkung nach Proposition 6.2.2.

(3) Es sei {mqa}a C ]\//.7+ ein monoton steigendes Netz, d. h. {mq(¢)}s ist monoton

steigend fiir alle ¢ € M. Dann definiert

m(p) = supma(p) (o€ M)

ein Element m = sup, mq € M\Jr. Es folgt >, m; € ]\/ZJr fiir jede Familie {m;}; C ]\/4\+.

Wir interessieren uns nun fiir alternative Darstellungen der Elemente des erweiterten
Positivteils. Die Beweise der folgenden drei Aussagen findet man in [Tak03], IX.4, p215-
218 oder in [Haa79al, Section 1.

*Eine Funktion m : X — (—o00,00] auf einem metrischen Raum X ist nach unten halbstetig, wenn
{z € X | m(x) > A} offen fiir alle A € R ist; dies ist dquivalent zu

m(z) < limsupm(y) fir alle z € X.

Yy—z
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Proposition 6.2.2. Fs sei M C L(H) eine von Neumann-Algebra und m € ]/\4\+. Dann
existiert genau ein abgeschlossener Teilraum K C H und ein positiver selbstadjungierter
Operator A auf K, so dass

() = |AYZE|> fiir € € D(AY?)
e = 00 sonst;

ferner ist die Projektion auf K in M und A ist affiliiert mit M.

Beweis-Skizze. Die Abbildung & — m(we) definiert eine sog. quadratische Form. Wir
setzen o
Ko:={{ € H|m(we) <o}, K:=Kj

und koénnen einen positiven selbstadjungierten Operator A auf K finden mit D(Al/ 2 =
Ko und [|AY2¢]|2 = m(wg) fiir € € D(AY?). O

Bemerkung. (1) Seien A, B € M, und m := my4 + mp. Im Beweis der obigen Pro-
position ist dann Ky = D(Al/Q) N D(Bl/Q). Ist Ko C H dicht, so ist m = mg¢ fiir ein
C € My; es wird C auch als Form-Summe von A und B bezeichnet. Es gilt

D(CY?) = D(AY2) N D(BY), |02 = | AY2¢)2 + | BY2¢2 (€ € D(CY2)).

Ferner haben wir A + B C C. Denn fiir ¢ € D(A + B) C D(AY?)n D(B'/?) und
n € D(C) C D(C'/?) folgt mittels Polarisation

(A+ B)&,m) = (A2, A2y 4+ (BY2¢, B 2n) = (C2¢, 02 = (¢, COn),

also A+ BC C*=C.

(2) Sei A € M, x € M, sowie m := x*mx. Dann ist entsprechend K = D(Al/Qx),
und ist Ko C H dicht, so ist m = m¢ fiir ein C € M mit

D(C'?) = D(A'2z), || C'P¢|® = ||AV?z€))? (€ € D(C'?)).
Ganz analog wie bei (1) ldsst sich * Az C C zeigen.

Satz 6.2.3. Jedes Element m € M\+ besitzt eine eindeutige Spektralzerlegung

m(p) = /0 T Mp(ex) +oop(p) (0 € M),

wobei {ex} >0 eine Familie von Projektionen ist mit ex < e, fir A < p, ey = /\M>A eu
und pt = Vasoex- Weiterhin gilt

eco=0 & m(p) >0 fiir alle p € MI\ {0},
p=0 < {pe M| m(p) <o} ist dicht in M.

Korollar 6.2.4. Jedes normale Gewicht ¢ auf M hat genau eine additive, positiv ho-
mogene Fortsetzung (ebenfalls ¢ genannt) auf M, die additiv und positiv homogen ist,
so dass @(sup, mq) = sup, ma(p) fiir alle monoton steigenden Netze {mq} gilt.
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Bemerkung. Es sei ¢ : M — M ein *-Automorphismus. Dann besitzt ¢ eine natiirliche
Fortsetzung auf M., gegeben durch

(0(m)) (@) :=m(pod) (me M)
Fiir z € My ist dann 9(my) = my(y).-

Wir zitieren nachfolgend eine weitere, wichtige Aussage. Hierfiir sei der Trdger supp x
eines Elements z € M durch suppz := ey(z)’ definiert, wobei ey(x) die Projektion
auf den Kern von x bezeichne.

Satz 6.2.5. Es sei M eine semifinite von Neumann-Algebra und T eine normale, se-
mifinite, treue Spur auf M. Zu einem mit M affiliterten Operator h > 0 definiere das
Gewicht @y, = 7(h-) durch op,(z) := 7(h'/2xh/?).

(1) Die Abbildung h — ¢, definiert eine Bijektion zwischen den mit M affiliierten
positiven Operatoren und den normalen, semifiniten Gewichten auf M.

(2) Diese Abbildung kann in eindeutiger Weise zu einer Bijektion zwischen ]/W\Jr und
den normalen Gewichten auf M fortgesetzt werden.

(3) Fiir die Fortsetzung gilt Opir = P + Pk, Prher = T.pp.2* und supp pp = supp h,
fiir h,k € My und x € M.

Geméf der Umkehrabbildung ¢ + h, der Bijektion h + ¢;, nennt man h, auch die
(lineare) Radon-Nikodym-Ableitung von ¢ beziiglich 7.

Beweis. Siehe [Haa79a], Theorem 1.12, dessen Beweis, und [Haa79al, Prop. 1.11, (4). O

Operatorwertige Gewichte

In diesem Teilabschnitt bezeichnen M und N stets von Neumann-Algebren mit M C N.

Definition. Ein operatorwertiges Gewicht von N nach M ist eine additive, positiv
homogene Abbildung T : Ny — M mit

T(a*za) = a*T(x)a (x € Ny,ae M).
In Analogie zu den gewohnlichen Gewichten definieren wir
nr = {2 € N'| |T(2)|| < oo},
fr={z e Ny ||T(x)|| < oo}, myp:=Spann fr.
Wir nennen T normal, falls
T(zo) / T(z) fiir alle Netze {z,} C N4,z € Nt und z,

hierbei bedeutet T'(z,)  T(x), dass T(x4)(¢) / T(x)(p) fiir alle ¢ € MJ. Ferner
heifit T semifinit, falls ny schwach-Operator-dicht in A ist, und treu, falls p(z*z) = 0
stets x = 0 impliziert.

Bemerkung. Es kann T zu einer linearen Abbildung 7" auf my fortgesetzt werden mit
T(azxb) = aT(x)b (x € mr,a,be M).
Im Fall T(1) = 1 heifit T auch bedingte Erwartung.
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Proposition 6.2.6.

(1) Jedes normale operatorwertige Gewicht T von N nach M besitzt eine eindeutige
Fortsetzung T : Ny — My mit den entsprechenden Eigenschaften eines normalen
operatorwertigen Gewichts.

(2) Sind M C N C R von Neumann-Algebren und S : Ry — Ny, T : Ny — M,
normale operatorwertige Gewichte, so ist ToS : Ry — M ein normales operator-
wertiges Gewicht. Sind S, T treu bzw. semifinit, so ist T o S treu bzw. semifinit.

(3) Ist T ein normales, semifinites, treues operatorwertiges Gewicht von N' nach M,

so gilt T(M\+) = N,.

Beweis. Siehe [Tak03], Prop. IX.4.16, Prop. 1X.4.17, oder [Haa79a], Remark 2.4, Prop.
2.5. O

Satz 6.2.7. Es sei T ein normales, semifinites, treues Gewicht von N nach M und es
seien @ und ¥ normale, semifinite, treue Gewichte auf M. Dann gilt:

(1) of°T(x) = of (z) fiir alle z € M.
(2) (DY oT : DpoT); = (D : Do)y fiir alle t € R.

Zum Beweis. Der Beweis ist leider recht aufwendig (siche [Tak03], Cor. IX.4.22,
oder [Haa79a], Theorem 4.7. )

Man beweist (1), indem o¥ Tco? ; gezeigt wird; hierbei betrachten wir eine analyi-
sche Fortsetzung der modularen Automorphismusgruppe of auf t € C. Es wird ¥, der
analytische Generator von {o} };cr genannt. O

Duale Gewichte zu gekreuzten Produkten

Nachfolgend sei M eine von Neumann-Algebra, g ein normaler, treuer Zustand auf M,
und N := M ®,¢0 R das gekreuzte Produkt beziiglich der modularen Automorphismus-
gruppe {o;° };cr. Die duale Automorphismusgruppe auf N sei mit {ﬁp}peR bezeichnet.

Wir mochten zu einem normalen Gewicht ¢ auf M ein duales Gewicht @ auf N defi-
nieren, welches invariant unter {19, },cr ist. Hierfiir gibt es die Moglichkeit, zu ¢ eine sog.
Links-Hilbert- Algebra A konstruieren und ¢ als das zu A assoziierte Gewicht definieren
(siehe etwa [Tak03], Sectlon X.1). Eine andere Methode benutzt hierfiir operatorwertige
Gewichte, dies ist fiir unsere Zwecke praktischer.

Definition und Bemerkung. Zu x € Ny definiert
Tz = / Us(x)ds (%)
R
ein Element in M\+

Und zwar definiert Tz zunéichst ein Element in A7 durch (Tz)( = [p (s
fiir alle ¢ € NF. Setzen wir die 95 zu Automorphismen auf N, fort, S0 gllt

(0s(Tx))(¢) = (Tx)(pods) = /R‘p(ﬁs(ﬂt(l')))dt = (Tx)(p)
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und es folgt ¥4(Tz) = Tz fiir alle s € R. Ist nun Tz = fooo Ade), + oop die Spektralzerle-
gung von T'z, so folgt wegen der Eindeutigkeit ¥5(e)) = ey und J5(p) = p fiir alle s € R.
Damit sind ey und p in M, der Fixpunktalgebra unter {¢;}scr, und somit kann Tz als
Element von M\+ betrachtet werden.

Fiir den Beweis der nichsten Aussage siehe [Haa79b], Lemma 5.2.

Lemma 6.2.8. Durch (%) wird ein normales, semifinites, treues operatorwertiges Ge-
wicht T von N' nach M definiert.

Definition. Zu einem normalen Gewicht ¢ auf M definiere das duale Gewicht ¢ auf
N durch
p:=¢poT.

Bemerkung. Es ist ¢ ein normales Gewicht nach Proposition 6.2.6, (2), und wegen
TYs(x) = Tz gilt ferner ¢ o 95 = @ fur alle s € R.

Nach dieser Bemerkung sind duale Gewichte invariant unter der dualen Automorphis-
musgruppe {J;}secr. Diese Eigenschaft liefert sogar eine Charakterisierung von gewissen
dualen Gewichten:

Satz 6.2.9. Es sei w ein normales, semifinites, treues Gewicht w auf N, welches inva-
riant unter der dualen Automorphismusgruppe {9s}scr ist. Dann ist w das Dualgewicht
eines normalen, semifiniten, treuen Gewichts ¢ auf M.

Beweis-Skizze. Es sei w gegeben, sowie ein normales, semifinites, treues Gewicht g auf
M gewihlt. Mit der Voraussetzung folgt dann u; := (Dw : Dgg); € M, und deshalb gibt
es ein Gewicht ¢ auf M mit (Dy : Dpg); = uy; dies ist die Umkehrung des Satzes von
der cozyklischen Radon-Nikodym-Ableitung 4.3.2. Mittels Satz 6.2.7 folgt dann ¢ = w.

Fiir einen genauen Beweis, siehe [Tak03], Theorem I1X.2.3, (ii). O

Fiir unsere Zwecke benotigen wir eine Modifikation des obigen Satzes.

Proposition 6.2.10. Die Abbildung ¢ — @ definiert eine Bijektion zwischen den nor-
malen, semifiniten Gewichten auf M und den normalen, semifiniten, unter {Js}secr
invarianten Gewichten auf N'. Dariiber hinaus gilt

(p+v)=¢+v, (vpa")=aFa" und supp@ =suppy
fiir alle normalen Gewichte v,V auf M und alle x € M.

Beweis. Nach Proposition 6.2.6, (2), ist ¢ semifinit, wenn ¢ semifinit ist; somit ist die
Abbildung ¢ — ¢ wohldefiniert. Setzen wir ¢, ¢ und T jeweils auf den erweiterten
Positivteil fort, so erkennen wir aus der Formel ¢ = ¢ o T und Proposition 6.2.6, (3) die
Injektivitdt der Abbildung. Bevor wir die Surjektivitdt der Abbildung ¢ — @ nachweisen,
werden wir deren Figenschaften zeigen.

Wir bezeichnen temporér die Erweiterung eines normalen Gewichts ¢ : My — [0, 00]
auf M| mit @, so dass prizise = $ o T gilt. Man erkennt, dass @ + 1 die (¢ + 1))
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o~

charakterisierenden Eigenschaften besitzt, so dass (o + ¥) = 41 und damit (p+1)) =
¢ + @ folgt. Ebenso ist (z.p.2*) = z.p.2*, und es folgt

(z.0.2%)(y) = Pz (Ty)x) = p(T(z"yx)) = z.0.x"(y) (y € Ny).

Es sei nun p := supp ¢, ¢ := supp ¢ und wir zeigen p = q. Fiir alle y € ny und x € N,
ist
(@ y yz) = o™ T (y"y)z) < |T(y"y)|le(z"z) =0,

so dass npN, C Ng gilt. Da nr stark-Operator-dicht ist, existiert ein Netz {Ya} C nyp
mit Yy, — 1 in starker Operator-Topologie. Fiir alle x € N, ist damlt {yax} € Nz
ein Netz mit y,z — x in starker Operator-Topologie, so dass z € N 5 ist, dem stark—
Operator-Abschluss von Ngz. Nach Lemma 1.10.2, (2), folgt damit

Mpt =N, CN;" = N¢-" = Ng*-.

Damit ist p~ = x¢™ fiir ein 2 € N, folglich Kernp* = Kern(zq") 2 Kern ¢+, und somit
Bild p 2 Bild q, also p > q.

Nun ist ¢= = V{f € Mpwj | @(f) = 0} ebenso Wie cﬁ invariant unter der dualen
Automorphlsmusgruppe {9,}, also gilt ¢+ € M. Um p* > ¢+ zu folgern bleibt also noch
©(¢*) = 0 zu zeigen. Nach Proposition 6.2.6, (3) existiert z € N, mit T2 = 1, und
folglich ist

o(q") = (¢ - (Tz)q") = (T (¢ zq™)) = B¢ zq™) = 0,
nach Lemma 1.10.2, (1).

Wir zeigen schliellich die Surjektivitat der Abbildung ¢ — @. Sei w ein normales,
semifinites Gewicht auf V' mit wod; = w fiir s € R. Mit der gleichen Argumentation wie
oben ist dann ¢ := suppw € M, und wir wéhlen ein normales, semifinites Gewicht v auf
M mit supp iy = g .2 Damit ist ¥ ein normales, semifinites Gewicht mit supp ¢y = qt.
Es folgt supp(1p + w) = 1 und somit ist 1)y + w treu. Nach dem vorigen Satz 6.2.9 gibt
es ein normales, semifinites, treues Gewicht ¢ auf M mit ¢ = % + w. Damit folgt dann

= q(vho + w)q = 4Pq = (apq),

also ist qpq das gesuchte Urbild zu w. O

6.3. Die ldentifikation L;(M) = M..

Konstruktion. Wir verkniipfen die Abbildung ¢ — ¢ aus Proposition 6.2.10 mit der
Umkehrabbildung von h + ¢j, aus Satz 6.2.5, um eine Abbildung ¢ ~ a, zu erhalten,
so dass

¢ =7(a,-) fir alle normalen, semifiniten Gewichte ¢ auf M.

3Jede von Neumann-Algebra besitzt ein normales, semifinites, treues Gewicht ), siche etwa [Tak03],
Theorem VII.2.7. In unserem Fall des separablen Hilbetraums folgt dies aus Satz 1.9.2. Ist ein solches
Gewicht 1 gefunden, so ist ¢ := 1/J(qJ‘ . qJ‘) ein Gewicht mit supp ¥ = ¢=.
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Lemma 6.3.1. Die Abbildung ¢ — a, ist eine Bijektion zwischen den normalen, semi-
finiten Gewichten auf M und den positiven, selbstadjungierten mit N affiliierten Ope-
ratoren ay, die ¥5(ay) = e ay, fir s € R erfillen. Auflerdem gilt

Apiep = Qp + Ay Qg.pz* = TALX", SUPP Ay, = SUPP @

fir alle normalen, semiﬁgiten Gewichte ¢, v, und alle x € M (mit a, + ay und ray,z*
sind die Operationen in Ny gemeint).

Beweis. Fiir allea € N, b € Ny und s € R gilt
T(9s(a)b) = 7(Fs(a¥_5(D))) = e *1(a¥_4(D)),

und daher ist ¥4(a) = e~ *a dquivalent zu e *7(a-) = e~ *7(a¥_s(+)) und damit zu 7(a-) =
7(a-) o ¥_s. Daher folgt die Bijektivitét der Abbildung ¢ — a, aus Proposition 6.2.10
und Satz 6.2.5, die auch dessen Eigenschaften liefern, wie etwa suppy = suppp =

supp 7(a,-) = supp . O
Lemma 6.3.2. Fir ein normales, semifinites Gewicht ¢ auf M haben wir

T(et) = o(1)  ({ex}rer die Spektralschar zu a).
Beweis. Wir betrachten die Funktion f : [0,00) — R, f(\) := %X( ) (A). Dann gilt

T@ﬁ=%ﬂ%@ﬁﬂ%=ﬂﬂ%ﬁ=ﬂ4%@@M®) (+
Nun haben wir ¥5(f(ay,)) = f(Vs(ay)) = f(e” , und es folgt

([ 0t @ine € = [ (e a6 = /A@ dleré.E)ds =

wir benutzen nun f(e *\) =e 1X(1 y(Ee™*A) und e*A > 1 & s <log A,

:/ /log)‘681d8d<€)\£ €>=/ ALdlert, €) = [let€]? = (supp ave, &),
0,00) J —oc0 A ’ (0,00) A ) 0 o

denn es ist Bild eg = Kerna,, (siche Beweis von Lemma 2.6.7) und damit eé- = Supp ay;

wir haben also [ ¥5(f(ay))ds = supp a, = supp ¢ gezeigt.

Eingesetzt in () ergibt dies 7(ei) = ¢(supp ¢) = ¢(1), wie gewiinscht. O

Korollar 6.3.3. Es ist a, T-messbar genau dann, wenn ¢ € M.

Beweis. Es sei A > 0, s :=log A € R und {e)} die Spektralschar von a,. Dann gilt

T(ex) = T(X(es.00)(a0)) = T(X(1,00) (€ ¥p)) = T(X(1,00) (Vs (a)))
= T(9s(X(1,00) (a))) = €°T(X(1,00)(ap)) = 37(e1),
1 1

also 7(ey) = y¢(1), nach dem Lemma. Also gilt
peM, & p(1)<oo & T(ex) 0 & a, €M,

wobei die letzte Aquivalenz nach der Bemerkung zu Lemma 3.2.2 gilt. O
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Wir kénnen nun das Hauptresultat dieses Abschnitts beweisen.

Satz 6.3.4. Es existiert eine lineare Bijektion
My = Li(M), ¢~ a,

mit den Figenschaften

Uz = TapY",  apr = (ap)",  ajy = |ag,
fiir alle p € My und x,y € M.

Beweis. Nach Lemma 6.3.1 und Korollar 6.3.3 ist ¢ + a,, eine Bijektion zwischen M
und Lyj(M)y CN.

Es sei daran erinnert, dass N eine *-Algebra ist (sieche Proposition 3.2.5 und
Satz 3.2.8). Aus der Bemerkung (1), (2), nach Proposition 6.2.2 folgt, dass die in Ny
gebildeten Operatoren a, + a, und za,r™ mit denen in N iibereinstimmen. Daher ist
die Abbildung ¢ — a, nach Lemma 6.3.1 additiv und positiv homogen auf M, und es
gilt ay.p.2x = zaya™ fir x € M.

Wegen Spann M = M, und Spann Li(M); = Li(M) kénnen wir nun ¢ — a,
linear zu einer surjektiven Abbildung M, — L;(M) fortsetzen.

Bevor wir die Injektivitdt der Fortsetzung ¢ + a, zeigen, diskutieren wir deren Ei-
genschaften. Aus der Linearitét folgt as.,. .+ = za,zr* fiir alle ¢ € M, und z € M, und
aus Polarisation folgt a;.,,+ = way,y* fir ¢ € M, und z,y € M. Ebenfalls aus der
Linearitét folgt a,« = (a,)* fir ¢ € M,.

Um ay, = |ay| fiir ¢ € M, zu zeigen, betrachten wir die Polarzerlegung ¢ = v.|¢|.
Dann gilt a, = a, |,| = va),|, wobei v den initialen Raum Bild supp || = Bild supp Ao =
Bild a|,| besitzt. Damit ist va,| die Polarzerlegung von a, und mithin gilt |a,| = a),).

Nun folgt leicht die Injektivitdt der Fortsetzung ¢ +— a,, denn ist a, = 0, so ist
ajp| = lap| = 0, also |¢| = 0 und damit ¢ = 0. O

Wie bereits angekiindigt iibertragen wir nun die Norm von M, auf L;(M). Dann ist
Li(M) mit dieser Norm || - ||; ein Banachraum.

6.4. Der Banachraum L,(M)

Wir diskutieren zuerst den Fall p = oo.
Lemma 6.4.1. Wir haben Lo (M) = M.
Damit iibertragen wir die Norm von M auf Lo, (M).

Beweis. Nach Proposition 5.2.6 ist M gerade die Fixpunktalgebra von {9}, und daher
miissen wir lediglich zeigen, dass a € Lo (M) bereits die Beschrénktheit von a impliziert.
Es sei a € Loo(M), A € R und ey := X, o0)(a]). Fiir alle s € R gilt dann Js(a) = a und
daher ¥,(ey) = ey. Damit gilt

7(ex) = 7(9s(ex)) = e *r(ex),

also ist entweder 7(ey) = 0 oder T(ey) = oo. Weil a 7-messbar ist, gibt es A\g > 0 mit
(e/\o) < oo; dann folgt (e f ) =0, also eio = 0, und damit ist a beschrénkt. O
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Bemerkung. Im Gegensatz zum vorigen Resultat sind alle Operatoren a € L,(M),
a # 0 fiir p < oo unbeschrénkt (ohne Beweis).

Wir definieren nun eine Norm fiir den Fall p < oo, hierbei sei an Lemma 6.1.1 erinnert.

Definition. Es seip € [1,00). Auf L,(M) definiere eine ,Norm* || - ||, durch
lally = (llal’|1)"? (a € Ly(M)).

Alle Normeigenschaften von || - ||, folgen leicht, bis auf die Dreiecksungleichung. Diese
ist eine unmittelbare Konsequenz des folgenden Lemmas, welches weiterhin auflerdem
einen Teil der Dualitit L,(M)* = Ly(M) (mit % + % = 1) beweist.

Die néchsten Lemmata arbeiten auf den Beweis der Normeigenschaft hin.

Lemma 6.4.2. Firp € [1,00) und &, > 0 gilt
N(e,6) N Ly(M) = {a € Ly(M) | [lall, < e5"/7}.

Beweis. Es sei a € Ly(M). Dann ist |a|P € Li(M)4 und damit |a[? = hy, fiir ein
¢ € M. Nun ist nach dem Beweis von Korollar 6.3.3

T(X(e o0 ([a])) = T(X(er o) (lal?)) = Fo(1) = Fllalll = Fall}.

Damit ist [|al|, < e0'/? dquivalent zu T(X(e,00)(lal)) <4, also zu a € N(g, 0). O

Lemma 6.4.3. Es sei C} := {a € C|Rea >0} und h € Ny. Dann ist die Abbildung
(CS)r — N, h— h* differenzierbar, und zwar gilt
he — hoo

— h®logh fir a — «ap (%)
a —

beziiglich der Topologie auf/\N/'.

Beweis. Wir beginnen mit einigen Vorbemerkungen. Es ist h* € N fiir Reaw > 0, denn
|h®| = hRe® und damit gilt T(Xrea o) (|RY]) = T(X(r,00)(h)) ¢ O fiir A — o0; die
Abbildung ist also definiert. Ferner ist f(A) := A\?0 log A eine auf [0, 00) stetige Funktion,
so dass h®logh = f(h) € N fiir alle oy € C. definiert ist; es gilt sogar f(h) € N
(wegen (X 00) (I (R)])) N\ 0).
Wir betrachten zunéichst den Fall h € .. Dann folgt (x) beziiglich der Normtopologie
aus den Eigenschaften des Borel’schen Funktionenkalkiils, denn
« et alog A ap log A
AT AT — A% log \ = el — 018X |60 X — 0 fiir & — ayp
a — a —
gleichméBig in A € (0, ||h|]].
Nun sei h € Ny und €,0 > 0. Wihle A > 0 mit T(X(a00)(h)) < 6, und setze p :=
X[0,»](h). Dann ist hp € N und nach dem letzten Absatz gilt

— h™o (hp) hp)*o
e O e G L B
o — o a — Qg

fiir alle o € CY in einer Umgebung von ag. Also gilt M h*logh € N(e,0) fiir
diese o, und damlt ist (%) gezeigt. O
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Lemma 6.4.4. Es sei S° :={\ € C|0 < Re\ < 1} und h,k € L1(M). Dann ist die
folgende Abbildung definiert und differenzierbar:

SO = Ly(M), aw— kT
Beweis. Es ist h%k1~® € Li(M), denn
D (hE' ) = 05(h) (k) ~* = e R 171" = e 5ok~ (s € R).

Nach Lemma 6.4.2 stimmen auf L;(M) die Normtopologie und die von N induzier-
te Topologie iiberein, weshalb es reicht, die Differenzierbarkeit von « hek1 = als
Abbildung S° — N zu zeigen. Nun sind nach dem letzten Lemma die Abbildungen

£9:° =N fa):=h%g(a) = k"
differenzierbar. Fiir alle oy € SY folgt nun

fl)gle) = flao)glao)  _ fle)g(e) —g(ao)) | (f(a) = flao))g(ao)
a — a — o —

—  flao)2Lg(ao) + £ f(ao)g(ao)

fir o — ag, so dass fg: S — /\N/', a — h*k!= differenzierbar ist. O
Definition. Gemdf$ der Bijektion L1(M) = M., a — ¢q, definieren wir
tra=¢@q.(1) (a€ L1(M)).

Laut Definition ist tr ein stetiges Funktional auf L;(M) mit Norm < 1. Es wird sich
zeigen, dass tr die Spureigenschaft tr(ab) = tr(ba) erfiillt.

Lemma 6.4.5. Firte R sei
/\N/;_H-t = {a e N | 9(a) = e~ (ztit)sg fir alle s € R}.
2

Fir a,b e ./\~/'%+it sind b*a,ab* € L1(M), und es gilt tr(b*a) = tr(ab*).
Beweis. Fiir alle s € R gilt
Ys(b*a) = J5(b)*Is(a) = e~ (amsyre=(aFit)sg = ¢=shrg,

also ist b*a € L1(M) und analog folgt ab* € Li(M).
Um tr(b*a) = tr(ab*) zu zeigen, betrachten wir zuerst den Fall a = b. Nach Korol-
lar 2.7.2 gilt

X(l,oo)(a*a) = X(l,oo)(‘aD ~ X(l,oo)(|a*|) = X(l,oo)(aa*)a

also folgt nach der Definition von tr und Lemma 6.3.2 tr(a*a) = 7(X(10)(a*a)) =

T(X(LOO) (aa*)) = tr(aa®).
Der allgemeine Fall folgt hieraus mit den Polarisationsformeln

3 3
ba:ZZz (a+1i"b)*(a +i%b), ab :ZZz(a—i—z b)(a+i"b)*,
k=0 k=0
und der Linearitét von tr. O
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Proposition 6.4.6. Es seien p,q € [1,00] mit % +% = 1, sowie a € Ly(M) und
b€ Ly(M). Dann sind ab,ba € L1(M) und es gilt

tr(ab) = tr(ba).

Beweis. Aus Bemerkung (3) vor Lemma 6.1.1 folgt ab,ba € Li(M). Im Fall p = 1 ist
a = hy, fiir ein ¢ € M,, und nach Satz 6.3.4 gilt

tr(hgb) = tr(hpn) = (9B)(1) = () = (b.p)(1) = tr(hn.y) = tr(bhy).

Nun seien p,q € (1,00). Wegen der Linearitdt von tr diirfen wir a € L,(M)4 und
b € Ly(M); annehmen. Dann ist a?, b’ € Li;(M) und nach Lemma 6.4.4 sind die
Funktionen

F,G:5° = C, F(a):=tr(ab~%) und G(a) := tr(p?1~aP®)

holomorph. Fiir alle t € R gilt nun a?GFi) ¢ N Lyit und pIGFH ¢ A 14its SO dass nach

dem vorigen Lemma
F(+it) = tr(a?GH0p1a-1) = tr(aPGH0 (prla 1))
_ tr((bq(%—i-it))*ap(%—l-it)) _ tr(bq(%—it)ap(%+it)) =G} +it)

gilt. Nach dem Identitéitssatz folgt F' = G und somit tr(ab) = F(%) = G(%) = tr(ba). O

Lemma 6.4.7. Es seien h,k € Li(M)y mit ||h||1 = ||k|i = 1. Dann gilt
|k <1 (a e 8Y).

Beweis. Wir schreiben s := Rea und t := Ima. Es ist 0 < s < 1 und h® € Ly/,(M)
mit ||h%]];/s = 1 = s7°s% so dass h® € N(s°,s) nach Lemma 6.4.2 gilt. Analog folgt
E'=s e N((1—s)~(17%) 1 — 5) und damit

Rk e N(s7%, s)N((1— )79 1 — ) C N(s™5(1 — s)"079) s + (1 — ).
Weil h* und k% unitéir sind erkennt man leicht, dass auch
WO = RURE TR e N(s 78 (1 - 5) (79 1)
gilt. Wieder nach Lemma 6.4.2 folgt damit ||h®k!=%||; < s75(1 — s)~(179),
Die Funktion s — s~°(1 — s)~(1=%) ist auf (0, 1) beschrinkt, denn etwa fiir s — 0

folgt slogs — 0 und damit s~* = e~°1°85 — 1. Zusammen mit Lemma 6.4.4 folgt,
dass die Funktion

SO = Li(M), s hE1)

beschriankt und differenzierbar ist.
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6. Haagerup-L,-Rédume

Nach dem Drei-Geraden-Satz fiir Banachriume?, angewandt auf die Streifen {a € C |
e<Rea<l—-clfir0<e< %, erhalten wir

sup Ak < e (1 —e)"U9),
e<Rea<l—e

Ist nun o € SO fest und betrachten wir ¢ — 0, so folgt e ¢ — 1 und (1 —¢)~ 179 — 1,
und damit ||p%k! =% < 1. O

Satz 6.4.8 (Holder’sche Ungleichung). Es seien p,q € [1,00], %—1—% =1lunda € L,(M),
b€ Ly(M). Dann gilt
labll1 < [|allp|bllq-

Beweis. Im Fall p =1 ist a = h,, fiir ein ¢ € M,. Es folgt
[hgblly = [[hpslls = llo-bll < llellllblloe = [[hpll1llbllc (b€ Log(M) = M).

Der Fall ¢ = 1 wird analog behandelt.

Nun seien p,q € (1,00) und |lal|, = [|b|]|; = 1. Ferner seien a = v|a| und b = |[b*|w die
Polarzerlegungen von a und b. Dann gilt |a|P, |b*|? € Li(M) mit |||alP||; = |||b*]9]|1 =1,
und es gilt

lablly = [Jolalb*[w]ls < Nlallb*[1 = [[laP/7[6*77] < 1,
nach dem letzten Lemma. O
Proposition 6.4.9. Es seien p,q € [1,00], % + % =1 und a € Ly(M). Dann gilt

lallp = sup{[tr(ab)| [ b € Lq(M), [|bllq < 1}

Beweis. Im Fall p = 1 oder ¢ = 1 folgt die Aussage wegen tr(chy,) = tr(hyc) = ¢(c)
fiir alle ¢ € M, und ¢ € M; wir nehmen also p,q € (1,00) an. Nach der Holder’schen

Ungleichung folgt > und es bleibt < zu zeigen. Es sei ||a|, = 1 angenommen und
b:= |a|P/9u* gesetzt, wobei a = u|a| die Polarzerlegung von a sei. Es gilt b € L, (M) mit
[1bllg = [llal”/?u* |y = tr(Jal?)!/9 = 1, sowie

tr(ab) = tr(ulalla[’/%u*) = tr(|al?) = 1.
Somit ist < gezeigt. O
Korollar 6.4.10. Es ist || - ||, eine Norm auf L,(M), fir p € [1,00].

Beweis. Die Dreiecksungleichung |la + b||, < |la|l, + [|b]|, folgt sofort aus der obigen

Proposition. O

“Dies ist eine Folgerung des klassischen Drei-Geraden-Satzes (siche z. B. [Wer02], Satz 11.4.3):
Es sei f: SO — C eine stetige, beschrinkte Funktion, die auf S° holomorph ist, und 9 € [0, 1]. Dann
gilt
cy < ¢y ey, wobelcy :=suplf(d+it)|
teR

Man folgert leicht die analoge Aussage fiir eine stetige, beschrinkte Funktion F : SO — E mit Werten

in einem Banachraum E, die auf S° differenzierbar ist. Und zwar wenden wir hierfiir den klassischen
Drei-Geraden-Satz auf die Funktionen ¢ o f fiir ¢ € E* an.
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6.4. Der Banachraum L,(M)

Satz 6.4.11. Es ist L,(M) mit der Norm || - ||, ein Banachraum fir p € [1, c0].

Beweis. Der Fall p = oo ist klar, es sei also p < oo angenommen. Nach Lemma 6.4.2
ist die Normtopologie auf L,(M) gerade die von N induzierte Topologie. Nun ist nach
Satz 3.2.10 N vollsténdig, so dass lediglich zu zeigen bleibt, dass L,(M) C N ein
abgeschlossener Teilraum ist. Dies folgt jedoch aus der Definition, denn die ¥/; sind
stetig als *-Automorphismen von N. O

Bemerkung. Im Fall p = 2 ist Ly(M) sogar ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(a,b) oy = tr(b*a) (a,b € La(M)).

Schlussbemerkungen
Es gilt, analog zu den klassischen L,-Réumen, eine Dualitét:

Satz 6.4.12. Esseil < p < oo und % —1—5 = 1. Wir haben eine isometrische Isomorphie
Ly(M)* = Ly(M).

Zum Beweis. Ein relativ lidnglicher, aber durchaus interessanter Beweis liefert eine
Clarkson’sche Ungleichung fiir L,(M), p > 2, die fiir diesen Fall impliziert, dass L,(M)
gleichmiBig konvex ist. Hieraus kann die Reflexivitidt von L,(M) gefolgert werden. Der
Rest folgt nun leicht, da nach Proposition 6.4.9 die Inklusion Ly(M) < L,(M)* bereits
schach*-dicht ist. O

Es folgen einige weitere Schlussbemerkungen.

Bemerkungen. (1) Die L,(M)-Réume héngen modulo Isomorphie nicht von der Wahl
des treuen, normalen Zustands ¢y ab, beziiglich dem das gekreuzte Produkt N gebil-
det wird. Der Beweis erfolgt mittels der cozyklischen Radon-Nikodym-Ableitung 4.3.2,
siehe [Ter81], p59-62.

(2) Wir diskutieren den Fall, in dem M bereits eine normale, semifinite, treue Spur
Tp besitzt. Hier interessieren wir uns fiir den Zusammenhang des Raumes Lj,(M, 19) aus
Abschnitt 3.3 mit dem Haagerup-L,-Raum L,(M).

Konstruieren wir das gekreuzte Produkt N mittels der Spur 79, so ist 0;° = id fiir alle
t € R, und NV wird von den Operatoren 2 ®1 und 1®1I; generiert. Es sei v € £(La(R)) der
unitdre Operator, der aus der Fourier-Transformation hervorgeht, und wir betrachten die
unitdre Transformation

a—a:=(1®va(l1®v) (aeN).

Dann wird A = {@| a € N} von den Operatoren z ® 1 und 1 ® w_, generiert (vgl.
Abschnitt 5.3, Anfang), und nach Lemma 5.2.2 gilt

N =N =M@ Loo(R).
Identifizieren wir N’ mit M ® Lo (R), so gilt entsprechend fiir die duale Aktion

Vs(x @ f) =z @1f.
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6. Haagerup-L,-Rédume

Man kann zeigen, dass 7 = 19 ® e~ %ds fiir die konstruierte Spur 7 auf A/ gilt, und das

ferner gilt
Lp(M) = Lp(M, 70) ® exp(-/p).

(3) Abschliefend sei erwéhnt, dass es eine weitere Mdoglichkeit gibt, L,-Rédume zu
beliebigen von Neumann-Algebren zu konstruieren. Hierbei setzt man Li(M) = M,
und Loo(M) := M und definiert die Réume L,(M) mittels sog. komplexer Interpola-
tion. Diese Methode hat allerdings den Nachteil, dass die Elemente in L,(M) nicht als
Operatoren auf einem Hilbertraum dargestellt sind.

116



A. Praliminarien

A.1. Notationen

Es seien E, F normierte Rdume (iiber C). Wir setzen

L(E,F) := die stetigen linearen Operatoren von E nach F,
E* := der Dualraum L(E,C) von FE,
Br := die abgeschlossene Einheitskugel von E.

Es sei f : A — B eine Funktion zwischen Mengen A und B. Fiir C' C B schreiben wir
oft abkiirzend
{felC}t={zxec Al f(zx) e C}.

Es sei X ein topologischer Raum. Wir bezeichnen den Abschluss einer Menge A C X
mit A, sowie das Innere mit A°. Ferner sei

C(X) = {f:X —C| f stetig},
Co(X) {f € C(X) | {|f]| > e} kompakt, fiir alle e > 0},
Ce(X) = {feC(X)|supp f:={f # 0} kompakt};

hierbei kénnen Cp(X) und C.(X) mit der Supremumsnorm || - || = || - || x ausgestattet
werden; ist X kompakt, so ist C(X) = Cy(X) = C(X).

Sei (2, S, ) ein Maf}; dann bezeichne

B(p) := die S-messbaren Funktionen f: Q — C,
Bs(p) := die S-messbaren, beschréinkten Funktionen f: Q — C,
Li(p) := die Aquivalenzklassen der p-integrierbaren Funktionen f: Q — C,
L,(p) := die Aq.-kl. der Funktionen f: Q — C mit |f|’ € L1(p), 1<p < oo,
Loo(p) := die Aq.-kl. der S-messbaren, wesentlich beschr. Funktionen f: Q — C,

wobei die L,(x) mit den iiblichen Normen ausgestattet werden (1 < p < c0).

Im Fall (,S,u) = (R, B, \), wobei A das Lebesgue-Maf} auf der Borel’schen o-Algebra
B sei, schreiben wir auch B(R) bzw. L,(R) statt B(p) bzw. L,(u); anstatt B-messbar
(Borel-messbar) sagen wir auch einfach messbar.

A.2. C*-Algebren

(1) Es sei A eine Algebra iiber C mit Eins 1. Eine Involution auf A ist eine konjugiert-
lineare Abbildung A — A, a — a*, so dass

(ab)* =b*a* und a™ =a (a,be A);
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A. Préliminarien

eine Algebra iiber C mit Involution heif3t *-Algebra. Eine *-Unteralgebra Ay C A ist eine
bzgl. Involution abgeschlossene Unteralgebra (mit Eins).
Eine C*-Algebra A ist eine *-Algebra mit einer Norm || - || fiir die

labll < llallllp]l wnd [la*a]| = fal* (a,b € A)
gilt, so dass (A, || - ||) vollstédndig ist. Eine C*-Unteralgebra Ay C A ist eine normabge-
schlossene *-Unteralgebra.
(2) Es seien A und B *-Algebren. Ein *~-Homomorphismus ist eine lineare Abbildung

¢:A— B, sodass

¢(1) =1, p(ab) = p(a)p(b) und ¢(a*) = p(a)” (a,be A).
Entsprechend werden *-Isomorphismen und *-Automorphismen definiert.

(3) Beispiele fiir kommutative C*-Algebren sind (a) A = C, die komplexen Zahlen,
mit komplexer Konjugation als Involution, und (b) A = C(X), die stetigen komplexwer-
tigen Funktionen auf einem kompakten Hausdorffraum X, mit punktweise definierten
Operationen und Supremumsnorm.

Ein Beispiel fiir eine nicht-kommutative C*-Algebra ist A = L(H ), die linearen Ope-
ratoren auf einem komplexen Hilbertraum H (wobei dim H > 1), siehe unten.

(4) Es sei A eine *-Algebra. Es heifit a € A selbstadjungiert, falls a* = a; unitdr, falls
a*a = aa* = 1; normal, falls a*a = aa*. Es heiBt e € A eine Projektion, falls e = e* = 2.
Wir setzen

Agy = {x € A | z selbstadjungiert}, Ap.oj:= {e € A|e Projektion}.
(5) Es sei A eine C*-Algebra. Zu a € A definiere das Spektrum durch
Spa :={\ € C| A1 — a nicht invertierbar}.

Das Spektrum Sp a ist eine nicht-leere, kompakte Menge in C.
Wir definieren weiterhin den Spektralradius p(a) := sup{|A| | A € Spa}, dann gilt

p(a) < llal, pla) = [la] fiir a normal

(6) Es sei A eine kommutative C*-Algebra und X die Menge aller komplexen Algebra-
Homomorphismen ¢ : A — C. Dann ist jedes ¢ € X ein *~-Homomorphismus und es gilt
llpl| < 1. Ausgestattet mit der von A* induzierten schwach*-Topologie (der Gelfand-
Topologie) ist X ein kompakter Hausdorffraum und die Gelfand- Transformation

A— C(X), ara, wobei a(p):=¢p(a) (a€ A ,peX)

ist ein isometrischer *-Isomorphismus, und Spa = a(X) fiir alle a € A.

(7) Es sei A eine C*-Algebra und a € A normal. Dann ist die von a erzeugte C*-
Algebra Ag (der Abschluss aller Linearkombinationen von a™(a*)", wobei m,n > 0)
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A.2. C*-Algebren

eine kommutative C*-Unteralgebra Ag C A mit a € Ap und Spy,a = Spya. Via der
*-Isomorphie Ag = C'(X) von (6) erkennt man leicht

a selbstadjungiert < Spa CR,
a unitir < Spa CS'={\eC||\ =1},
a eine Projektion < Spa C {0,1}.

(8) In der Situation von (7) ist X homéomorph zu Spa, und es existiert genau ein
isometrischer *-Isomorphismus

C(Spa) — Ag, g+ g(x), mitz— x,
wobei z : Spa — C die Inklusion sei (stetiger Funktionalkalkil). Ist Y O Spa und
g € C(Y), so setzen wir g(x) := (glspa) ().
(9) Es sei A eine C*-Algebra. Es heifit a € A positiv (a > 0), falls a selbstadjungiert
ist und Spa C [0, 00) gilt; ferner sei Ay :={a € A|a > 0}. Es gilt:

e a,be Ay impliziert a +b € Ay ; auf Ag, definiert a < b :< b —a > 0 eine partielle
Ordnung;

e zu a € A, existiert genau ein b € A, mit b> = a, hierfiir schreiben wir a'/? := b;

e fiir alle a € A ist a*a > 0; wir setzen |a| := (a*a)/?;

o fiir alle a € Ag, existiert eine Zerlegung a = a4 — a— mit ay,a- € A, und
a+6_ =a_aq = 0.
(10) Es seien A und B C*-Algebren und ¢ : A — B ein *-Isomorphismus. Dann ist ¢

normverkleinernd und ¢(A) ist eine C*-Algebra. Ist ¢ injektiv, so ist ¢ isometrisch.

Die Ausfithrungen zu (1) bis (9) findet man etwa in [Wer02], Abschnitt IX.3; zu (9)
siehe auch [Mur90], Abschnitt 2.2. Zu (10) siche [Mur90], 2.1.7, 3.1.6 und 3.1.5.

Anmerkung. Im Nichtkommutativen gelten viele Gesetze nicht, die man fiir intuitiv
halten konnte, wie z. B. 0 < a < b impliziert a? < b2. Betrachte hierfiir die C*-Algebra
M5(C) der 2 x 2-Matrizen und e, f € M(C)proj,

10 11
e::<0 0>’ fi:5<1 1>'

Dann gilt e < e+ f, aber nicht e? =e < (e + f)2 = e+ f +ef + fe, denn die Matrix

f+ef+fe:;<§ f)

2

mit charakteristischem Polynom t2 — 2t — % =(t—1)"— g hat einen negativen Eigenwert.

Lemma A.2.1. Jedes Element einer C*-Algebra A ist eine Linearkombination von vier
unitdren Elementen.
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A. Préliminarien

Beweis. Sei a € A selbstadjungiert und ||a| < 1. Dann ist 1 — a? € A, und
wi=a+i(1—a®)"? wvi=a—i(l—-a®)'?

sind unitire Elemente in A mit a = 3(u + v).
Ist a € A beliebig, so ist a = b+ ic mit b := L(a + a*) und ¢ := 3 (a — a*) selbstad-
jungiert; hieraus folgt die Behauptung. O

A.3. Operatoren auf einem Hilbertraum

(1) Es sei H ein komplexer Hilbertraum und £(H) die Menge aller beschréankten, linearen
Operatoren auf H. Zu x € L(H) existiert genau ein adjungierter Operator x* € L(H),
so dass

(x&,m) = (& x™n) (§,me H).

Es ist £(H) mit der Adjunktion als Involution und der Operator-Norm ||z| :=
sup|ie|<i1 [|#€]| eine C*-Algebra ([MeV92], 11.11).

(2) Fiir o, mo € H definiert £ — (£,&p)no einen Operator { @ g € L(H). Der von
diesen Operatoren aufgespannte lineare Teilraum ist der Raum F(H) der Operatoren mit
endlich-dimensionalem Bild, und dessen Abschluss ist der Raum C(H) der kompakten

Operatoren ([MeV92], 16.4).

(3) Eine beschrinkte Sesquilinearform ist eine Abbildung b : H x H — C, die linear
in der ersten und konjugiert-linar in der zweiten Komponente ist, so dass |b(&,n)| <
M| &|llnll (£,m € H). Zu jeder solchen Abbildung b existiert genau ein Operator x € L(H)
mit (z&,n) = b(&,n) fur {,n € H ([MeV92], 11.15).

(4) Fir alle z € L(H) gilt
Kernz* = {€ € H| 0= (z*¢,n) = (£, zn) fiir allen € H} = (Bildz)*,

wobei A+ den Orthogonalraum einer Menge A C H bezeichne.
Ist x € £L(H) normal, so gilt ||z€]|? = (z* 2, &) = (wa*€, &) = ||z*¢|? fiir alle &€ € H;
insbesondere folgt Kern z = Kernz* = (Bild z)*.

(5) Fiir alle z € L(H) haben wir die Polarisations-Identitét

3
Zz’“ E+itn), e +i*n) (&neH),

=0

(x&,m) =

.-IAM—‘

wie man durch direktes Nachrechnen bestétigt. Es folgt, dass ein Operator z € L(H)
durch die Werte (z¢,&) (£ € H) festgelegt wird.

Lemma A.3.1. Sei x € L(H) normal und A\ € Spx. Dann ist A ein approximativer
Eigenwert, d. h. es existiert eine Folge (§,) C H mit ||&,|| = 1, so dass (x —A1)§, — 0.
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A.3. Operatoren auf einem Hilbertraum

Beweis. Wir zeigen, dass x — A1 invertierbar ist, falls A kein approximativer Eigenwert
ist. Wir diirfen o. E. A = 0 annehmen. Ist 0 kein approximativer Eigenwert von z, so ist

o= inf{||g] | € € H, €] =1} >0,

und damit ||z€]| > «f|¢|| (6 € H). Man sieht hieraus leicht, dass die Abbildung = :
H — z(H) ein Isomorphismus ist mit ||z~ 1|| < 1; insbesondere ist 2(H) vollstindig und
somit abgeschlossen in H. Nach (4) ist (z(H))* = (Bildz)* = Kernz = {0} und somit
x(H)=H. O

Lemma A.3.2. Firxz e L(H) gilt

x selbstadjungiert < (x£,§) e R (£ € H)
x positiv < (x€,&) >0 (£€ H)
x unitdr < x surjektive Isometrie

x Projektion < x Orthogonalprojektion auf x(H).

Beweis. Ist © € L(H) selbstadjungiert und £ € H, so folgt (x&,§) = (&, x§) = (z&,§),
also (x€,&) € R. Ist umgekehrt (x£,&) € R (£ € H), so gilt (z&,§) = (2%, £) und wegen
(5) somit x = z*.

Ist 2 € L(H) positiv, y := z/2 und ¢ € H, so folgt (z£,€) = (32€,€) = (y&,y&) > 0.
Ist umgekehrt (x&,&) > 0 (£ € H), dann ist x wie schon gezeigt selbstadjungiert, also
normal. Sei A\ € Spxz, dann existiert nach dem vorigen Lemma eine Folge (§,) € H,
&) = 1 mit (z — A1)&, — 0; es folgt (2£,,&) — A und somit A > 0. Also ist
Spz C [0,00) und somit x positiv.

Fiir die niichste Aquivalenz, es gilt "z = 1 wegen ||z£||? = (z*2¢,€) und (5) genau
dann, wenn x eine Isometrie ist. In diesem Fall ist = surjektiv genau dann, wenn x
invertierbar ist, also wenn auch zx* = 1 gilt.

Auf beiden Seiten der letzten Aquivalenz gilt = 22. Gilt zusiitzlich z = z*, so ist
(&, n—an) = (&, xn—a?n) = 0 fiir alle £, € H, d. h. x ist eine Orthogonalprojektion. Ist
umgekehrt x eine Orthogonalprojektion und &, € H, so gilt (€, n) = (z€, n—zn+an) =
(x€,xm) = (x€& — £+ &, xn) = (£, xn), folglich ist x = x*. O

Bemerkung. (1) Ist e € L(H)proj, dann ist et := 1 — e gerade die Projektion auf
(Bilde)*.

(2) Fir e, f € L(H )proj gilt
e < f genau dann, wenn Bild e C Bild f,

siche [Mur90], 2.3.2.

Positive Funktionale

(1) Es sei A eine C*-Algebra. Ein lineares Funktional ¢ : A — C heifit positiv, falls
o(z) > 0 fir alle x € Ay. Dies ist dquivalent dazu, dass ¢ stetig ist, mit p(1) = ||¢||.
Ein positives Funktional mit ¢(1) = 1 heiit Zustand.
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A. Préliminarien

Im Fall A= L(H) ist fiir jedes £ € H mit ||£|| = 1 die Abbildung
we : L(H) = C, we(x) = (26,6
ein Zustand, genannt Vektorzustand.
(2) Es sei A eine C*-Algebra und ¢ : A — C ein positives Funktional. Dann definiert
AxA=C, (2,y) = (1,9)p = ¢(y's)
ein Semi-Skalarprodukt. Es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung

lp(y*z)| < pla*a) 2oy y)/?  (z,y € A).

(3) Es ist N, := {x € A | p(z*x) = 0} ein Linksideal und (-,-), induziert ein
Skalarprodukt auf A/N,. Dessen Vervollstindigung zum Hilbertraum werde mit H,
bezeichnet.

(4) Zu x € A definiert L,(y + N,) := xy + N, eine Abbildung L, € L(H,) und die
Abbildung
A— L(Hy), ww Ly

ist ein *-Homomorphismus, den wir als GNS-Darstellung (Gelfand, Naimark, Segal) von
A zum Zustand ¢ bezeichnen.

Details hierzu findet man in [Wer02], Abschnitt IX.3, Ende.

A.4. Matrixdarstellungen

Bemerkung. Es sei H ein Hilbertraum und I eine Indexmenge. Dann ist

(I, H) = {(&)ier | Zierll&ill® < oo}

ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

((&)is Mi)i) = D1 (&ismi)-

Der Beweis hierfiir wird sehr analog zum Fall l3(I) := I3(I,C) gefiihrt (siche [Wer02],
Beispiele 1.1(g) und V.1(e)).

Im Fall I = {1,...,n}ist o(l,H) 2 H® ---® H =: H", und allgemein bezeichnen

wir lo(I, H) als direkte Summe und schreiben hierfiir @,.; H oder H.

Definition. Wir ordnen einem Operator X € ,C(HI) eine Matrix () ker mit xj, €
L(H) folgendermaflen zu: Zu k € I werden stetige Operatoren definiert durch

vy H— H' und wy: H' — H,
ok = (6r)is  wi(&i)i =& (€ H, (&) € HY)

(0 ist das Kronecker-Symbol). Wir setzen dann

Tjk = ijUk (j,k S I)
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A.4. Matrixdarstellungen

Im Fall I = {1,...,n} ordnen wir also Operatoren X € L(H") eine n x n-Matrix ()
mit Eintrégen in £(H) zu.

Bemerkung. (1) Wir haben ||z ;x| < ||vj|[[| X||[|wx] = || X]| fiir alle j, &k € I.
(2) Es gilt v = wy fir alle £ € I und e, = vyw, € E(Hl)proj. Ferner gilt
Zke] ek(fl)l = (fz)l fiir alle (fz)l e HI.
(3) Fiir (&); € HY, (nj); := X(&); und j € I folgt
n=wX (&) = wiX D> ep(&)i = > wiXvpwe(&)i = > jnéne

kel kel kel

Damit ist X(&); = (O per 2j1€k); und der Operator X ist durch die Matrix (z;;) ein-
deutig bestimmt.

(4) Ist X € L£(H') und seien (z;5) bzw. (y;x) die Matrixdarstellungen von X bzw.
X* so ist
yjk =z (G, k€ 1);
denn zj; = (W Xv))* = w; X v = Yk
(5) Sind (zjx), (yx) und (zj) die Matrixdarstellungen von X,Y, XY € L(H), so gilt
zj1(&)i = Zﬂﬁjkykl(fi)i ((&)ie HY, jleT)

kel

denn zj(&)i = wi XYy (&) = w;X Zke[ exrYv (&) = Zke[ wi XvpwpY v (&) =
Y oker TikYki(&i)i- In diesem Fall definieren wir (z1) - (y1) := (2j1)-
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